Zajimavé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 183 a 184, jejichz zadani byla zvefejnéna ve tietim
Cisle tohoto (21.) ro¢niku naSeho ¢asopisu.

Uloha 183

V ostrotthlém trojahelniku ABC' s neshodnymi vnitfnimi dhly o veli-
kostech «, B pfi vrcholech A a B ozna¢me P patu vysky z vrcholu C a R
patu vysky z vrcholu A. Déle oznatme @ (Q # P) bod p¥imky AB, pro
ktery plati |AP|-|BQ| = |AQ)| - |BP|. Dokaite, Ze kruZnice sestrojené nad
primérem P(Q prochéizi bodem R, pravé kdyz a = 45°.

Jaroslav Zhouf

Reseni. Body P a R lezi podle Thaletovy véty na kruznici s primérem
AC, ¢tyFahelnik APRC je tedy tétivovy, tudiz | X PRB| = « (obr. 1).
Ze zadani plyne
AP _ 4Q|
|BP|  |BQ|

Jestlize kruznice sestrojend nad primérem P(Q prochazi bodem R, potom
bod @ je bodem polopfimky PB, tedy |AQ| > |B®|. Odtud |AP| > |BP|,
a proto a < . Naopak, jestlize § < a = 45°, potom je trojuhelnik tupo-
uhly. Staci tedy uvazovat pripad a < 3.

KruZnice sestrojend nad primérem P(Q je proto Apolloniovou kruZnici
vzhledem k bodim P a @. Pro jeji prisecik X se stranou BC' pak plati

|AP| |AX|

|BP|  |BX|’

To znamend, ze bod P déli setku AB v poméru |AX|:|BX]|. Podle véty
o ose vnitiniho thlu je uvedené tvrzeni ekvivalentni s tvrzenim, ze X P je
osou tihlu AXB. Uhly AXP a PX B maji tudiz stejnou velikost (obr. 2).
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A P B 0 A P B Q
Obr. 1 Obr. 2

Pokud X = R, je trojihelnik AX B pravothly, a tedy & = |< PRB| =
= |<PXB| = 1|<AXB| = 45°. Naopak, je-li & = 45°, plat{ | PRB| =
= 45°. Bod P pak lezi na ose tthlu ARB, pticemz plati

|AP|  |AR|
|BP|  |BR|

To ale znamen3, Ze bod R lezi na Apolloniové kruznici nad pramérem PQ).
Tim je dikaz ukoncen.

Spravnd teSeni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndath z Mora-
van, Frantisek Jachim z Volyné, Jozef Mészdiros z Jelky, Jiri Steckbauer
z Kvétné, Hana Dlouhd z GJK v Praze 6, Parlérova, Tomads Kubelka, z G
v Zamberku, Nadrazni, Le Anh Dung z G v Tachové, Jana Novotnd z G
v Brné, t¥. Kpt. Jarose, Pavel Polcer z G v Brné, Kienova, Martin Raszyk
z G v Karviné a Stépdn Simsa z GJJ v Litomé&ficich.

Uloha 184
Necht p je prvocislo a P(z) polynom s celo¢iselnymi koeficienty takovy,
7e Cislo P(n) neni délitelné p pro 7adné celé ¢islo n. Ukaite, 7e existuje
polynom Q(z) s celoéiselnymi koeficienty takovy, ze ¢islo P(n)Q(n) — 1 je
délitelné c¢islem p pro kazdé celé ¢islo n.
Jan Mazdk

Regeni. Ukédzeme, ze polynom Q(x) = PP~2(z) mé pozadované vlastnosti.
Jelikoz P(z) mé celoéiselné koeficienty, potom Q(z) méa celociselné koefi-
cienty. Déle pro zadné celé ¢islo n neni ¢islo P(n) délitelné p, proto podle
malé Fermatovy véty prvoéislo p déli &islo PP~!(n) — 1 = P(n)Q(n) — 1,
coz jsme méli dokazat.
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Pozndmka. Resitelé, ktefi poslali netiplné fefeni, dokazovali, Ze za podmi-
nek tlohy ¢islo p déli (pro vechna celd ¢isla n) ¢islo P(n)— P(0), pfipadné
ekvivalentni tvrzeni. To v8ak neplati. Sta¢ uvéazit p =3 a P(z) = 2% + 1.

Spravné reseni zaslali: David Bainar, Dominik Télupil a Jakub Vancura,
vSichni z G v Brné, t¥. Kpt. Jarose, Zuzana Borsiovd z G v Teplicich,
Ondrej Bouchala z G v Havifové, Komenského, Eva Gocnikovd z GJS
v Prerové, Alena Harlenderovd z SGO v Olomouci, David Hruska z G
v Plzni, Mikulasské nam., Michal Kopf z SG v Opavé, Tomads Kubelka,
z G v Zamberku, Nadrazni, Le Anh Dung z G v Tachové, Jan Mikel z G
v Roznové p. R., Michal Opler z MG ve Vseting, Lenka Stard z G v C.
Budéjovicich, Jirovcova, Pavel Trutman z GMK v Bilovci a Stépdn Simsa
z GJJ v Litoméricich.

Netplna feseni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Jozef Mészaros z Jelky
a Jiri Steckbauer z Kvétné.

Pavel Caldbek
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