
Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me �e�en� �loh � � a � �� jejich� zad�n� byla zve�ejn�na ve t�et�m

�sle tohoto ����� ro
n�ku na�eho 
asopisu�

�loha ���

V ostro�hl�m troj�heln�ku ABC s neshodn�mi vnit�n�mi �hly o veli	
kostech �� � p�i vrcholech A a B ozna
me P patu v��ky z vrcholu C a R
patu v��ky z vrcholu A� D�le ozna
me Q �Q �� P � bod p��mky AB� pro
kter� plat� jAP j � jBQj � jAQj � jBP j� Doka�te� �e kru�nice sestrojen� nad
pr�m�rem PQ proch�z� bodem R� pr�v� kdy� � � ����

Jaroslav Zhouf

�e�en�� Body P a R le�� podle Thaletovy v�ty na kru�nici s pr�m�rem
AC� 
ty��heln�k APRC je tedy t�tivov�� tud�� j�� PRBj � � �obr� ���

Ze zad�n� plyne

jAP j
jBP j �

jAQj
jBQj �

Jestli�e kru�nice sestrojen� nad pr�m�rem PQ proch�z� bodem R� potom
bod Q je bodem polop��mky PB� tedy jAQj � jBQj� Odtud jAP j � jBP j�
a proto � � �� Naopak� jestli�e � � � � ���� potom je troj�heln�k tupo	
�hl�� Sta
� tedy uva�ovat p��pad � � ��

Kru�nice sestrojen� nad pr�m�rem PQ je proto Apolloniovou kru�nic�
vzhledem k bod�m P a Q� Pro jej� pr�se
�k X se stranou BC pak plat�

jAP j
jBP j �

jAX j
jBX j �

To znamen�� �e bod P d�l� �se
ku AB v pom�ru jAX j$jBX j� Podle v�ty
o ose vnit�n�ho �hlu je uveden� tvrzen� ekvivalentn� s tvrzen�m� �e XP je
osou �hlu AXB� *hly AXP a PXB maj� tud�� stejnou velikost �obr� ���
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Obr� � Obr� 	

Pokud X � R� je troj�heln�k AXB pravo�hl�� a tedy � � j�� PRBj �
� j�� PXBj � �

� j�� AXBj � ���� Naopak� je	li � � ���� plat� j�� PRBj �
� ���� Bod P pak le�� na ose �hlu ARB� p�i
em� plat�

jAP j
jBP j �

jARj
jBRj �

To ale znamen�� �e bod R le�� na Apolloniov� kru�nici nad pr�m�rem PQ�
T�m je d�kaz ukon
en�

Spr�vn� �e�en� zaslali$ Karol Gajdo� z Trnavy� Anton Hn�th z Mora	
van� Franti�ek J�chim z Volyn�� Jozef M�sz�ros z Jelky� Ji�� Steckbauer
z Kv�tn�� Hana Dlouh� z GJK v Praze 
� Parl��ova� Tom�� Kubelka� z G
v +amberku� N�dra�n�� Le Anh Dung z G v Tachov�� Jana Novotn� z G
v Brn�� t�� Kpt� Jaro�e� Pavel Polcer z G v Brn�� K�enov�� Martin Raszyk
z G v Karvin� a 	t
p�n 	imsa z GJJ v Litom��ic�ch�

�loha ��	
Nech# p je prvo
�slo a P �x� polynom s celo
�seln�mi koe�cienty takov��

�e 
�slo P �n� nen� d�liteln� p pro ��dn� cel� 
�slo n� Uka�te� �e existuje
polynom Q�x� s celo
�seln�mi koe�cienty takov�� �e 
�slo P �n�Q�n�� � je
d�liteln� 
�slem p pro ka�d� cel� 
�slo n�

J�n Maz�k

�e�en�� Uk��eme� �e polynom Q�x� � P p���x� m� po�adovan� vlastnosti�
Jeliko� P �x� m� celo
�seln� koe�cienty� potom Q�x� m� celo
�seln� koe�	
cienty� D�le pro ��dn� cel� 
�slo n nen� 
�slo P �n� d�liteln� p� proto podle
mal� Fermatovy v�ty prvo
�slo p d�l� 
�slo P p���n� � � � P �n�Q�n� � ��
co� jsme m�li dok�zat�
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Pozn�mka� ,e�itel�� kte�� poslali ne�pln� �e�en�� dokazovali� �e za podm�	
nek �lohy 
�slo p d�l� �pro v�echna cel� 
�sla n� 
�slo P �n��P ���� p��padn�
ekvivalentn� tvrzen�� To v�ak neplat�� Sta
� uv��it p � � a P �x� � x� � ��

Spr�vn� �e�en� zaslali$ David Bainar� Dominik T
lupil a Jakub Van�ura�
v�ichni z G v Brn�� t�� Kpt� Jaro�e� Zuzana Bor�iov� z G v Teplic�ch�
Ond�ej Bouchala z G v Hav��ov�� Komensk�ho� Eva Gocn�kov� z GJ-
v P�erov�� Alena Harlenderov� z SGO v Olomouci� David Hru�ka z G
v Plzni� Mikul��sk� n�m�� Michal Kopf z SG v Opav�� Tom�� Kubelka�
z G v +amberku� N�dra�n�� Le Anh Dung z G v Tachov�� Jan Mikel z G
v Ro�nov� p� R�� Michal Opler z MG ve Vset�n�� Lenka Star� z G v )�
Bud�jovic�ch� J�rovcova� Pavel Trutman z GMK v B�lovci a 	t
p�n 	imsa
z GJJ v Litom��ic�ch�

Ne�pln� �e�en� zaslali$ Karol Gajdo� z Trnavy� Jozef M�sz�ros z Jelky
a Ji�� Steckbauer z Kv�tn��

Pavel Cal�bek
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