Zajimavé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 179 a 180, jejichz zadani byla zvefejnéna v devatém
¢isle lonského (20.) ro¢niku naseho Casopisu.

Uloha 179

Necht pro zakladny AB a CD lichobézniku ABCD plati |AB| = 2|CD|.
Ozna¢me M prusecik jeho thlopticek AC a BD, E stied strany AD a P
prusecik piimek EM a CD. Dokazte, ze plati |[CP| = |CD|.

Robert Geretschliger (Graz)
Reseni. Dopliime nejprve lichob&znik ABCD na rovnob&znik ABRD
a oznafme S prusecik jeho thlopf#icek (obr. 1). Z vlastnosti rovnobéZzniku

plyne |DR| = |AB|, tedy podle zadani |CR| = |CD|. Bod S je stfedem
uhlopficek BD a AR.

Obr. 1 Obr. 2

Odtud vidime, ze Gsecky SD a AC jsou téznicemi trojihelniku ADR
a M je jeho tézisté. Treti téZnice tohoto trojuhelniku lezi tudiz na piimce
EM, kterd protind pfimku C'D v jediném bodé R. Proto bod P je totozny
s bodem R. Z rovnosti |[CR| = |CD]| tak plyne |CP| = |CD|.

Jiné teseni. (podle Lenky Staré)

Necht S je stied ahlopiicky BD (obr. 2). Uhly ABM a MDC jsou
stifdavé, tudiz shodné. Uhly AM B a CM D jsou vrcholové, tedy shodné.
Podle ptredpokladt plati |[AB| = 2|CD], tedy trojahelniky ABM a CM D
jsou podobné s pomérem podobnosti 2 : 1, proto |BM| = 2|DM|. Odtud
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a z rovnosti |DS| = |SB| déle plyne 2|M S| = |DM]|. Jelikoz ES je stiedni
pritka trojuhelniku ABD, plati |[ES| = 2|AB| = |CD|. (Je rovnobé&zna se
stranou AB a tedy i se stranou C'D.) Podobnymi tvahami ukdZeme, Ze
trojuhelniky EMS a PMD jsou podobné s pomérem podobnosti 1 : 2.
Odtud jiz plyne |PD| = 2|SE| = 2|CD|, coz je ekvivalentni s tvrzenim
|CP| =|CD|.

Spravnd feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van, Frantisek Jdachim z Volyné, Jozef Mészaros z Jelky, Jiri Steckbauer
z Kvétné, David Bainar, Jana Novotnd, Dominik Télupil a Jakub Van-
¢ura, v8ichni z G v Brné, tf. Kpt. Jarose, Zuzana Borsiovd z G v Tepli-
cich, Ondiej Bouchala z G v Havitové, Komenského, Hana Dlouhd z GJK
v Praze 6, Parléfova, Eva Gocnikovd z GJS v Prerové, Alena Harlende-
rovd z SGO v Olomouci, David Hruska a Michal NoZicka oba z G v Plzni,
Mikulasské nam., Jan Klusdcek z G v Trebici, Jakub Krdsensky z G v Jih-
lavé, Tomds Kubelka, z G v Zamberku, Le Anh Dung z G v Tachové, Jan
Mikel z G v Roznové p. R., Michal Opler z MG ve Vsetiné, Pavel Polcer
z G v Brné, Kienov4, Lenka Stard z G v Ceskych Budgjovicich, Jirovcova
a Stépdn Simsa z GJJ v LitoméFicich.

Netplné feseni zaslal Pavel Trutman z GMK v Bilovci.

Uloha 180
Najdéte nejmensi pfirozené ¢islo k s vlastnosti: Z kazdych &k (ne nutné
riznych) pfirozenych €éisel z mnoziny {2,3,4,...,66} lze vzdy vybrat né-

kolik ¢isel, jejichz soucin dava pii déleni ¢islem 67 zbytek 1.
Pavel Calabek

Reseni. Nejprve ukazeme, ze k > 65. K tomu nam staéi zjistit, Ze nejmensi
prirozend mocnina ¢isla 2, kterd pti déleni prvocislem 67 dava zbytek 1, je
66. Potom z 65 c¢isel rovnych dvéma nebudeme moci vybrat nékolik ¢isel,
jejichz soucin pii déleni 65 dava zbytek 1.

Podle malé Fermatovy véty ¢islo 67 déli &slo 256 —1. Nechf n je nejmensi
prirozené cislo takové, ze 67 déli 2" — 1. Ukazeme, ze n déli ¢islo 66. Pokud
by to neplatilo, existovalo by celé nezdporné ¢islo m a prirozené cislo r
z mnoziny {1,2,...,n — 1} tak, ze 66 = mn + r. Z kongruence

1 =200 = 2mntr = (2™ 2" = 1™2" = 2" (mod 67)
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plyne, ze 67 déli 2" — 1, coz je spor s tim, Ze n je nejmensi prirozené
Cislo této vlastnosti. Mnozina délitelt cisla 66 mensich nez 66 je mno-
zina {1,2,3,6,11,22,33}. Cisla 2%, 22,23 25 211 maji pti délen{ 67 po fadé
zbytky 2,4, 8,64, 38. Z kongruenci

222 = (21)” = 38% = 37 (mod 67),
2% = (21)" = 38% = 66 (mod 67)

plyne, Ze ani ¢isla 222,233 nemaji pti déleni 67 zbytek 1. Proto k > 65.
Nyni ukdzeme, Z%e z kazdych 66 (ne nutné riznych) pfirozenych Cisel

oznacenych ai,as,...,ags z mnoziny {2,3,4,...,66} lze vidy vybrat né-

kolik ¢isel, jejichz soucin dava pii déleni ¢islem 67 zbytek 1. Oznacme

§1 = ay, S2 = a1az, S§3 = a10a203, ey Sge — A1 ...0a66-

Z4dné z ¢isel s; neni délitelné prvocislem 67. Pokud by nékteré z nich
déavalo pii déleni 67 zbytek 1, tvrzeni plati. Jinak téchto 66 c¢isel ma 65
moznych zbytkd z mnoziny {2,3,4,...,66}, podle Dirichletova principu
tedy existuji alespon dvé ¢isla s, a s, (1 < ¢ < r < 66), kterd davaji
stejny zbytek pii déleni 67. Proto 67 déli jejich rozdil s, — s,. AvSak

Sp — 8¢ = Sq (Qg1Gq42 ... ar — 1).

Soucin ¢isel ag41aq442 ... a, dava pii déleni 67 zbytek 1 a dokazované tvr-
zeni plati i v tomto pripadé.
Tim jsme ukézali, ze nejmensi prirozené ¢islo k dané vlastnosti je 66.

Pozndmka. Ve druhém odstavci jsme ukézali, ze Cislo 2 je tzv. primitiv-
nim korenem modulo 67. Misto mocnin ¢isla 2 stacilo uvazovat mocniny
libovolného primitivniho kotene, jak spravné uvedli nékteri fesitelé, i kdyz
véty o existenci primitivniho kofene nepatii do stredoskolského uciva.

Spravné reseni zaslali David Hruskaz G v Plzni, Mikulasské nam., Jakub
Krdsensky z G v Jihlavé, Le Anh Dung z G v Tachové, Lenka Stard z G
v Ceskych Budé&jovicich, Jirovcova a Stépdn Simsa z GJJ v LitoméfFicich.

Netplné teseni zaslal Michal Kopfz SG v Opavé.
Pavel Calabek
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