
Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me �e�en� �loh ��� a �#�	 jejich� zad�n� byla zve�ejn�na v dev�t�m

�sle lo�sk�ho ����� ro
n�ku na�eho 
asopisu�

�loha ���
Nech' pro z�kladny AB a CD lichob��n�ku ABCD plat� jABj % � jCDj�

Ozna
me M pr�se
�k jeho �hlop��
ek AC a BD	 E st�ed strany AD a P
pr�se
�k p��mek EM a CD� Doka�te	 �e plat� jCP j % jCDj�

Robert Geretschl�ger �Graz�

�e�en�� Dopl�me nejprve lichob��n�k ABCD na rovnob��n�k ABRD

a ozna
me S pr�se
�k jeho �hlop��
ek �obr� ��� Z vlastnost� rovnob��n�ku
plyne jDRj % jABj	 tedy podle zad�n� jCRj % jCDj� Bod S je st�edem
�hlop��
ek BD a AR�

������
���	
�
Odtud vid�me	 �e �se
ky SD a AC jsou t��nicemi troj�heln�ku ADR

a M je jeho t��i�t�� T�et� t��nice tohoto troj�heln�ku le�� tud�� na p��mce
EM 	 kter� prot�n� p��mku CD v jedin�m bod� R� Proto bod P je toto�n�
s bodem R� Z rovnosti jCRj % jCDj tak plyne jCP j % jCDj�

Jin� �e�en�� �podle Lenky Star��
Nech' S je st�ed �hlop��
ky BD �obr� ��� )hly ABM a MDC jsou

st��dav�	 tud�� shodn�� )hly AMB a CMD jsou vrcholov�	 tedy shodn��
Podle p�edpoklad� plat� jABj % � jCDj	 tedy troj�heln�ky ABM a CMD

jsou podobn� s pom�rem podobnosti � � �	 proto jBM j % �jDM j� Odtud
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a z rovnosti jDSj % jSBj d�le plyne �jMSj % jDM j� Jeliko� ES je st�edn�
p��
ka troj�heln�ku ABD	 plat� jESj % �

�
jABj % jCDj� �Je rovnob��n� se

stranou AB a tedy i se stranou CD�� Podobn�mi �vahami uk��eme	 �e
troj�heln�ky EMS a PMD jsou podobn� s pom�rem podobnosti � � ��
Odtud ji� plyne jPDj % �jSEj % �jCDj	 co� je ekvivalentn� s tvrzen�m
jCP j % jCDj�

Spr�vn� �e�en� zaslali Karol Gajdo� z Trnavy	 Anton Hn
th z Mora�
van	 Franti�ek J
chim z Volyn�	 Jozef M�sz
ros z Jelky	 Ji�� Steckbauer
z Kv�tn�	 David Bainar	 Jana Novotn
	 Dominik T�lupil a Jakub Van�
�ura	 v�ichni z G v Brn�	 t�� Kpt� Jaro�e	 Zuzana Bor�iov
 z G v Tepli�
c�ch	 Ond�ej Bouchala z G v Hav��ov�	 Komensk�ho	 Hana Dlouh
 z GJK
v Praze  	 Parl��ova	 Eva Gocn�kov
 z GJ� v P�erov�	 Alena Harlende�
rov
 z SGO v Olomouci	 David Hru�ka a Michal No	i�ka oba z G v Plzni	
Mikul��sk� n�m�	 Jan Klus
�ek z G v T�eb�
i	 Jakub Kr
sensk� z G v Jih�
lav�	 Tom
� Kubelka	 z G v (amberku	 Le Anh Dung z G v Tachov�	 Jan
Mikel z G v Ro�nov� p� R�	 Michal Opler z MG ve Vset�n�	 Pavel Polcer
z G v Brn�	 K�enov�	 Lenka Star
 z G v *esk�ch Bud�jovic�ch	 J�rovcova
a �t�p
n �imsa z GJJ v Litom��ic�ch�

Ne�pln� �e�en� zaslal Pavel Trutman z GMK v B�lovci�

�loha ���
Najd�te nejmen�� p�irozen� 
�slo k s vlastnost�� Z ka�d�ch k �ne nutn�

r�zn�ch� p�irozen�ch 
�sel z mno�iny f�� �� �� � � � �   g lze v�dy vybrat n��
kolik 
�sel	 jejich� sou
in d�v� p�i d�len� 
�slem  � zbytek ��

Pavel Cal
bek

�e�en�� Nejprve uk��eme	 �e k �  �� K tomu n�m sta
� zjistit	 �e nejmen��
p�irozen� mocnina 
�sla �	 kter� p�i d�len� prvo
�slem  � d�v� zbytek �	 je
  � Potom z  � 
�sel rovn�ch dv�ma nebudeme moci vybrat n�kolik 
�sel	
jejich� sou
in p�i d�len�  � d�v� zbytek ��

Podle mal� Fermatovy v�ty 
�slo  � d�l� 
�slo ������ Nech' n je nejmen��
p�irozen� 
�slo takov�	 �e  � d�l� �n��� Uk��eme	 �e n d�l� 
�slo   � Pokud
by to neplatilo	 existovalo by cel� nez�porn� 
�slo m a p�irozen� 
�slo r

z mno�iny f�� �� � � � � n� �g tak	 �e   % mn$ r� Z kongruence

� � ��� � �mn�r � ��n�m �r � �m�r � �r �mod  ��
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plyne	 �e  � d�l� �r � �	 co� je spor s t�m	 �e n je nejmen�� p�irozen�

�slo t�to vlastnosti� Mno�ina d�litel� 
�sla   men��ch ne�   je mno�
�ina f�� �� ��  � ��� ��� ��g� *�sla ��� ��� ��� ��� ��� maj� p�i d�len�  � po �ad�
zbytky �� �� #�  �� �#� Z kongruenc�

��� �
�
���

��
� �#� � �� �mod  ���

��� �
�
���

��
� �#� �   �mod  ��

plyne	 �e ani 
�sla ���� ��� nemaj� p�i d�len�  � zbytek �� Proto k �  ��
Nyn� uk��eme	 �e z ka�d�ch   �ne nutn� r�zn�ch� p�irozen�ch 
�sel

ozna
en�ch a�� a�� � � � � a�� z mno�iny f�� �� �� � � � �   g lze v�dy vybrat n��
kolik 
�sel	 jejich� sou
in d�v� p�i d�len� 
�slem  � zbytek �� Ozna
me

s� % a�� s� % a�a�� s� % a�a�a�� � � � � s�� % a�a� � � � a���

(�dn� z 
�sel si nen� d�liteln� prvo
�slem  �� Pokud by n�kter� z nich
d�valo p�i d�len�  � zbytek �	 tvrzen� plat�� Jinak t�chto   
�sel m�  �
mo�n�ch zbytk� z mno�iny f�� �� �� � � � �   g	 podle Dirichletova principu
tedy existuj� alespo� dv� 
�sla sq a sr �� � q � r �   �	 kter� d�vaj�
stejn� zbytek p�i d�len�  �� Proto  � d�l� jejich rozd�l sr � sq � Av�ak

sr � sq % sq �aq��aq�� � � � ar � �� �

Sou
in 
�sel aq��aq�� � � � ar d�v� p�i d�len�  � zbytek � a dokazovan� tvr�
zen� plat� i v tomto p��pad��

T�m jsme uk�zali	 �e nejmen�� p�irozen� 
�slo k dan� vlastnosti je   �

Pozn
mka� Ve druh�m odstavci jsme uk�zali	 �e 
�slo � je tzv� primitiv�
n�m ko�enem modulo  �� M�sto mocnin 
�sla � sta
ilo uva�ovat mocniny
libovoln�ho primitivn�ho ko�ene	 jak spr�vn� uvedli n�kte�� �e�itel�	 i kdy�
v�ty o existenci primitivn�ho ko�ene nepat�� do st�edo�kolsk�ho u
iva�

Spr�vn� �e�en� zaslaliDavid Hru�ka z G v Plzni	 Mikul��sk� n�m�	 Jakub
Kr
sensk� z G v Jihlav�	 Le Anh Dung z G v Tachov�	 Lenka Star
 z G
v *esk�ch Bud�jovic�ch	 J�rovcova a �t�p
n �imsa z GJJ v Litom��ic�ch�

Ne�pln� �e�en� zaslal Michal Kopf z SG v Opav��

Pavel Cal
bek
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