
Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me �e�en� �loh ��� a �� � jejich	 zad�n� byla zve�ejn
na v sedm�m

�sle lo!sk�ho ��'�� ro
n�ku na�eho 
asopisu�

�loha ���
Nech) pro body D� E strany BC troj�heln�ku ABC plat�

j�� BADj % j�� DAEj % j�� EACj % �
� j�� BACj�

Doka	te nerovnost jBDj& jECj � �
� jBCj�

Jozef M	sz�ros


e�en��
Zvolme n�sleduj�c� ozna
en� �viz obr��� j�� BACj % �
� jBDj % x�

jECj % y� jDEj % z a ozna
me v velikost v��ky troj�heln�ku ABC na stra�
nu BC� Podle tohoto ozna
en� plat� j�� BADj % j�� DAEj % j�� EACj %
% 
� jBCj % x & z & y a dle zad�n� m�me dok�zat nerovnost x & y �
� �

� �x & z & y�� kter� je ekvivalentn� s nerovnost�
�
� �x& y� � z� ���

Z konk�vnosti funkce sinus na intervalu �'"�� plyne pro 
 �'� � 
 �
� �'�� nerovnost � sin 
 � sin �
� odtud

sin 

sin �


�
�
�
� ���

�Tato nerovnost je tak� d�sledkem vzorce sin �
 % � sin 
 � � sin� 
 �
� � sin 
��

���
���
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Ze zn�m�ho vzorce pro obsah troj�heln�ku plyne

PABD � PAEC % �
� � jABj � jADj � sin 
 � �� � jAEj � jACj � sin 
 %

% �
� � jABj � jACj �sin �
 � �� � jADj � jAEj �sin 
 �

sin 

sin �


% PABC �PADE � sin 
sin �

�

kde PXY Z zna
� obsah troj�heln�ku XY Z� U	it�m nerovnosti ��� obdr	�me
odhad

PABD � PAEC � �
� � PABC � PADE

Podle jin�ho vzorce pro obsah troj�heln�ku d�le plat�

�
�xv � ��yv % PABD � PAEC � �

� � PABC � PADE % �
� � �� �x& z & y�v � ��zv�

Tento vztah uprav�me a dostaneme

xy � �
� �x& z & y�z�

D�kaz nerovnosti ��� povedeme sporem� P�edpokl�dejme� 	e existuje
troj�heln�k ABC� ve kter�m plat� �� �x&y� 	 z� Potom u	it�m p�edch�zej�c�
nerovnosti m�me

xy � �
� �x& z & y�z � �

�

�
x& �

� �x& y� & y
� � �� �x& y� % �

� �x& y���

Tato nerovnost je ale ekvivalentn� s nerovnost� ' � �x � y��� co	 je spor�
Proto plat�

�
� �x& y� � z�

co	 jsme cht
li dok�zat�

Spr�vn� �e�en� zaslaliKarol Gajdo� z Trnavy a Ji�� Steckbauer z Kv
tn��

�loha ���
Doka	te� 	e 
�slo �n & �n & ��n je slo	en� pro ka	d� p�irozen� 
�slo n�

Martin Pan�k


e�en��
Vypo
t
me n
kolik prvn�ch hodnot sou
tu sn % �n & �n & ��n�
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n � � � � � �
sn �� ��� � ��� �� � � �$� ��� � $�' ' �

Pomoc� t�to tabulky m�	eme vyslovit hypot�zu� 	e � j sn pro n lich�
a � j sn pro n sud�� Tuto hypot�zu nyn� dok�	eme�

P�edpokl�dejme� 	e 
�slo n je sud�� tedy existuje p�irozen� 
�slo k tak�
	e plat� n % �k� Potom

s�k % ��k & �$k & ��$k % �� �  & ��k & �� � �� & ��k & �� � �� & ��k�

*�slo s�k m� p�i d
len� t�emi stejn� zbytek jako 
�slo � & � & � % �� kter�
je t�emi d
liteln�� T�m jsme na�i hypot�zu dok�zali pro sud� 
�sla n�

P�edpokl�dejme� 	e 
�slo n je lich�� tedy existuje cel� nez�porn� 
�slo k
tak� 	e plat� n % �k & �� Potom

s�k	� % � ���k&� ��$k&�� ���$k % � ���k&� ��� ��'���k&�� ��� ������k�

*�slo s�k	� m� tedy p�i d
len� p
ti stejn� zbytek jako 
�slo '&������k&���
����k % ��'� kter� m� p�i d
len� p
ti zbytek '� T�m jsme na�i hypot�zu
dok�zali pro lich� 
�sla n�

D�le pro p�irozen� 
�sla n z�ejm
 plat� sn � �&�&�� % �'� Z dok�zan�
hypot�zy plyne� 	e � j sn pro n lich� a � j sn pro n sud�� tedy 
�sla sn mus�
b�t nutn
 slo	en�� co	 jsme m
li dok�zat�

Spr�vn� �e�en� zaslali Karol Gajdo� z Trnavy� Anton Hn�th z Moravan�
Franti�ek J�chim z Volyn
� Jozef M	sz�ros z Jelky� Gy�rgy Ol�h z Ko�
m�rna� Vladim�r Pavel z Blovic� Ji�� Steckbauer z Kv
tn� a Martin Raszyk
z G v Karvin��
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