Zajimavé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 177 a 178, jejichz zadani byla zvefejnéna v sedmém
¢isle lofiského (20.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 177
Necht pro body D, E strany BC' trojuhelniku ABC' plati

|$BAD| = |4<DAE| = |<EAC| = |4 BAC|.

Dokazte nerovnost |[BD| + |EC| > 2| BC].
Jozef Mésziros
Regeni.

Zvolme nésledujici oznaceni (viz obr.): |<BAC| = 36, |BD| = =,
|[EC| =y, |DE| = z a ozna¢me v velikost vysky trojihelniku ABC na stra-
nu BC'. Podle tohoto oznaleni plati | X BAD| = |<DAE| = |<EAC| =
=4, |BC| = ¢ + z + y a dle zadani mame dokdzat nerovnost = +y >
> %(az + z 4+ y), kterd je ekvivalentni s nerovnosti

Lz +y) > 2. (1)
Z konkévnosti funkce sinus na intervalu (0;7) plyne pro ¢ (0° < § <
< 60°) nerovnost 3sind > sin 39, odtud
sin § 1
1 2
sin 39 > 3 @
(Tato nerovnost je také disledkem vzorce sin3d = 3sind — 4sin®§ <

< 3siné.)
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Ze zndmého vzorce pro obsah trojihelniku plyne

PABD'PAEC = % . |AB| . |AD| -sind - % . |AE| . |AC’|-sin5:

sin & sin &

= %-|AB|-|AC’|-sin36-%-|AD|-|AE|-sin5-Sin% = PABC'PADE'm,

kde Pxyz znad¢i obsah trojahelniku XY Z. UzZitim nerovnosti (2) obdrzime
odhad

Pagp - Papc > % - Papc - Pape

Podle jiného vzorce pro obsah trojahelniku dale plati

520 - $yv = Papp - Papc > 3 - Papc - Papp = 5 - 5(z + 2+ y)v - §2v.

Tento vztah upravime a dostaneme
xy > 2(x+ 2z +y)z.
Dukaz nerovnosti (1) povedeme sporem. Predpokladdejme, Ze existuje

trojithelnik ABC, ve kterém plati 1 (z+y) < z. Potom uzitim piedchézejict
nerovnosti mame

zy>ta+z+y)z>tz+i@+y) +y]-t@+y) =i@+y)

Tato nerovnost je ale ekvivalentni s nerovnosti 0 > (z — y)2, coz je spor.
Proto plati
Lz +y) >z,

coz jsme chtéli dokazat.
Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy a Jiri Steckbauer z Kvétné.

Uloha 178
Dokazte, ze ¢islo 5™ + 7™ + 13" je slozené pro kazdé prirozené cislo n.
Martin Pandk
Reseni.
Vypoctéme nékolik prvnich hodnot souctu s,, = 5™ + 7" + 13™:
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n|ll] 2 3 4 ) 6
Sn|25]243]2665 | 31587 | 391225 | 4960 083

Pomoci této tabulky mutzeme vyslovit hypotézu, 7ze 5 | s, pro n liché
a 3| s, pro n sudé. Tuto hypotézu nyni dokdzeme.

Predpokladejme, Ze cislo n je sudé, tedy existuje prirozené cislo k tak,
ze plati n = 2k. Potom

sop = 25% +49% +169% = (3-8 + 1)F +(3-16 + 1)* + (3-56 + 1)*.

Cislo sy, ma pii déleni tiemi stejny zbytek jako ¢islo 14+ 1 + 1 = 3, které
je tfemi délitelné. Tim jsme nasi hypotézu dokazali pro suda cisla n.

Predpokladejme, ze Cislo n je liché, tedy existuje celé nezaporné cislo k
tak, ze plati n = 2k + 1. Potom

Sopye1 =5-25%4+7-49%+13-169F = 5-25F +7-(5-10-1)*+13-(5-34— 1)~

Cislo sop41 M4 tedy pii déleni péti stejny zbytek jako &slo 0+7-(—1)%+13-
(=1)* = —20, které m4 pii déleni péti zbytek 0. Tim jsme nai hypotézu
dokazali pro lichd cisla n.

Daéle pro pfirozena ¢isla n zfejmé plati s, > 547+ 13 = 20. Z dokdzané
hypotézy plyne, ze 5 | s, pro n liché a 3 | s,, pro n sudé, tedy ¢isla s,, musi
byt nutné slozend, coz jsme méli dokazat.

Spravna feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Frantisek Jachim z Volyné, Jozef Mészaros z Jelky, Gyorgy Olah z Ko-
marna, Viadimir Pavel z Blovic, Jifi Steckbauer z Kvétné a Martin Raszyk
z G v Karviné,

Pavel Calabek
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