
Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me 
e�en� �loh �'� a �'�� jejich� zad�n� byla zve
ejn�na ve t
et�m
��sle aktu�ln�ho ro�n�ku �asopisu MFI�

�loha �
�
V oboru re�ln�ch ��sel 
e�te soustavu rovnic

qp
x � " y � ��qp
y  � " x� ��

Radek Horensk�

�e�en�� Ze zad�n� �lohy plyne� �e ob� nezn�m	 x� y jsou nez�porn	� Po
snadn	 �prav� prvn� rovnice dan	 soustavy pak obdr��me

y " �  
qp

x � � �  
p
� �

Analogicky x � �  p
�� Pokud x � y� je

y � � "
qp

x � �
qp

y  � " x� � tj� y � x�

co� je ve sporu s p
edpokladem x � y� Podobn� lze uk�zat� �e neplat� ani
y � x� Nutn� tedy x " y�

Nyn� ji� sta�� vy
e�it rovnici
qp

x � " x� � �

Jej�m umocn�n�m dost�v�me
p
x � " x�� �x �� Tuto rovnici vy
e��me

u�it�m substituce x " t�� Vzhledem k podm�nce x � �  
p
� sta�� naj�t


e�en� pro t �
p
�  

p
� � �� Po �prav� pak dostaneme algebraickou

rovnici �tvrt	ho stupn�

t� � �t� � t � " �� ���
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Postupn�mi �pravami lev	 strany rovnice ��� m�me

t� � �t� � t � " t��t� � ��� �t� �� " t��t ���t� ��� �t� �� "

" �t� ���t�  �t� � ���
Funkce t�  �t� � � je v�ak rostouc� na mno�in� kladn�ch re�ln�ch ��sel�
Pro v�echna t � � tud�� plat�

t�  �t� � � � �  �� � " � � � �

Proto m� rovnice ��� jedin� re�ln� ko
en v�t�� nebo roven
p
�  

p
�� a to

t " ��

Z�v�r� Dan� soustava m� v oboru re�ln�ch ��sel pr�v� jedno 
e�en�
�x� y� " ��# ��� Zkou�kou se p
esv�d��me o spr�vnosti nalezen	ho 
e�en��

Spr�vn� 
e�en� zaslali Karol Gajdo� z Trnavy� Anton Hn�th z Mora

van� Franti�ek J�chim z Volyn�� Jozef M	sz�ros z Jelky� Ji
� Steckbauer
z Kv�tn	� Ond
ej Barto� z G v -&�ru n� S�� Neumannova� Michael B�l�
z GJV v Klatovech� Ji
� Biolek z GPB ve Fr�dku
M�stku� Ond
ej Bouchala
z G v Hav�
ov�� Komensk	ho�Martin Buch��ek z G v Plzni� Opavsk�� Eva
Gocn�kov� z GJ. v P
erov�� Alena Harlenderov� z SGO v Olomouci� Josef
Hazi z G v Chebu� Filip Hl�sek z G v Plzni� Mikul��sk	 n�m�� Anna Chej�
novsk� z GChD v Praze �� Tom�� Kubelka� z G v -amberku� Kate
ina
Medkov� z BGBB v Hradci Kr�lov	� Jakub Solovsk�� z GMK v B�lovci�
Pavel 
eve�ek z G v Brn�� t
� Kpt� Jaro�e 
t�p�n 
imsa z GJJ v Lito

m�
ic�ch� Martin T�pfer z G v Praze '� Nad .tolou a Luk�� Zav
el z G
v Praze $� Chodovick��

Ne�pln� 
e�en� zaslali Barbora M�lov� z GMK v B�lovci a Hynek Jemel�k
z G v Brn�� t
� Kpt� Jaro�e�

�loha �
	
Uva�ujme troj�heln�k ABC v n�m� K zna�� st
ed strany BC� D�le

nech� S a O jsou po 
ad� st
edy kru�nic opsan�ch troj�heln�k�m ABC
a AKC� Pr�se��k kolmice z bodu O k p
�mce BC s p
�mkou CS ozna�me
P � Doka�te v�tu� M�
li �hel BAC velikost ���� potom jSKj " jCP j� Plat�
i v�ta obr�cen�(

Jaroslav 
vr�ek
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�e�en�� P
edpokl�dejme� �e velikost �hlu BAC je ��� �obr� ��� tedy bod S
le�� v polorovin�BCA� BodyO a S jako st
edy kru�nic opsan�ch le�� na ose
strany AC� Ozna�me L st
ed �se�ky KC� P
�mky SK a OL jsou jako osy
stran BC aKC rovnob��n	� Odtud plyne� �e LP je st
edn� p
��ka troj�hel

n�ku KCS� tedy bod P je st
edem p
epony CS pravo�hl	ho troj�heln�ku
KCS� je proto st
edem kru�nice jemu opsan	 a plat� jCP j " jKP j " jSP j�

���
������

Obr� �

Proto�e velikost obvodov	ho �hlu BAC na kru�nici opsan	 troj�heln�ku
ABC je ���� je velikost jemu odpov�daj�c�ho st
edov	ho �hlu BSC rovna
����� tedy velikost �hlu KSC je ���� V troj�heln�ku KSP plat� jKP j "
" jSP j a velikost jednoho vnit
n�ho �hlu je rovna ���� tento troj�heln�k
je tedy rovnostrann� a plat� jKP j " jSKj� Z rovnosti jKP j " jCP j d�le
plyne jSKj " jCP j� co� jsme m�li dok�zat�

�����
����	
��
�

Obr� �

��� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



Obr�cen� v�ta neplat�� Pokud velikost �hlu BAC je ���� �obr� ��� le��
bod S v polorovin� opa�n	 k polorovin� BCA a velikost �hlu CSK je ����
Stejn� jako v p
edchoz�m p
�pad� ale m��eme uk�zat� �e troj�heln�k KSP
je rovnostrann�� odkud plyne jCP j " jPKj " jKSj�
Spr�vn� 
e�en� zaslali Karol Gajdo� z Trnavy� Anton Hn�th z Mora


van� Franti�ek J�chim z Volyn�� Jozef M	sz�ros z Jelky� Ji
� Steckbauer
z Kv�tn	� Ond
ej Barto� z G v -&�ru n� S�� Neumannova� Michael B�l�
z GJV v Klatovech�Ond
ej Bouchala z G v Hav�
ov�� Komensk	ho�Martin
Buch��ek z G v Plzni� Opavsk�� Eva Gocn�kov� z GJ. v P
erov�� Komen

sk	ho� Alena Harlenderov� z SGO v Olomouci� t
� Ji
�ho z Pod�brad� Josef
Hazi z G v Chebu� Nerudova� Filip Hl�sek z G v Plzni� Mikul��sk	 n�m��
Barbora M�lov� z GMK v B�lovci� Pavel 
eve�ek z G v Brn�� t
� Kpt�
Jaro�e 
t�p�n 
imsa z GJJ v Litom�
ic�ch a Martin T�pfer z G v Praze '�
Nad .tolou�

Ne�pln� 
e�en� zaslali Ji
� Biolek z GPB ve Fr�dku
M�stku� Anna Chej�
novsk� z GChD v Praze �� Zborovsk��Miroslav Kobl��ek a Tom�� Kubelka�
z G v -amberku� Kate
ina Medkov� z BGBB v Hradci Kr�lov	� Orlick	
n�b
e��� Jakub Solovsk�� z GMK v B�lovci� Luk�� Zav
el z G v Praze $�
Chodovick��

Pavel Cal�bek
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