Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 173 a 174, jejichz zadani byla zvefejnéna ve tfetim
¢isle aktualniho ro¢niku casopisu MFI.

Uloha 173
V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic

VVr+2=y-2,
VJVYy+2=x-2.

Radek Horensky

Reseni. Ze zadani tlohy plyne, Ze ob& nezndmé z,y jsou neziporné. Po
snadné Upravé prvni rovnice dané soustavy pak obdrzime

y=2+\/Vr+2>2+2.

Analogicky z > 2 4+ /2. Pokud z > y, je

y_2:\/\/§+2>,/\/17+2:a:—2 tj. y >,

coz je ve sporu s predpokladem x > y. Podobné lze ukazat, ze neplati ani
y > z. Nutné tedy z = y.

Nyni jiz staci vytesit rovnici

VVr+2=z-2.

Jejim umocnénim dostévdme /Z + 2 = 12 — 4z + 4. Tuto rovnici vytresime
uzitim substituce z = t2. Vzhledem k podmince z > 2 + /2 stadl najit

feSeni pro t > /2++/2 > 1. Po tpravé pak dostaneme algebraickou
rovnici ¢tvrtého stupné

th—4t* —t+2=0. (1)
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Postupnymi apravami levé strany rovnice (1) mame
th =4 —t 2= —4) - (t-2) =2t +2)(t—-2) - (t—2) =

=(t—2)(t> +2t* - 1).

Funkce t3 + 2t2 — 1 je v8ak rostouci na mnoziné kladnych redlnych ¢isel.
Pro vSechna t > 1 tudiz plati

22 —-1>142-1=2>0.

Proto m4 rovnice (1) jediny redlny kofen vétsi nebo roven /2 + v/2, a to
t=2.

Zaver. Dana soustava ma v oboru redlnych c¢isel pravé jedno feSeni
(z,y) = (4;4). Zkouskou se presvéd¢ime o spravnosti nalezeného feSeni.

Spravnd feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van, Frantisek Jachim z Volyné, Jozef Mészdros z Jelky, Jiri Steckbauer
z Kvétné, Ondiej Bartos z G v Zdaru n. S., Neumannova, Michael Bily
z GJV v Klatovech, Jiri Biolek z GPB ve Frydku-Mistku, Ondrej Bouchala
z G v Havifové, Komenského, Martin Buchdcek z G v Plzni, Opavska, Eva
Gocnikovd z GJS v Pierové, Alena Harlenderovd z SGO v Olomouci, Josef
Haziz G v Chebu, Filip Hldsek z G v Plzni, Mikula$ské nam., Anna Chej-
novskd z GChD v Praze 5, Tomds Kubelka, z G v Zamberku, Katerina
Medkovd z BGBB v Hradci Kralové, Jakub Solovsky, z GMK v Bilovci,
Pavel Sevecek z G v Brnég, tf. Kpt. Jarose Stépdn Simsa z GJJ v Lito-
méficich, Martin Topfer z G v Praze 7, Nad Stolou a Lukds Zavrel z G
v Praze 9, Chodovicka.

Netplna feSeni zaslali Barbora Mdélovd z GMK v Bilovci a Hynek Jemelik
z G v Brné, t¥. Kpt. Jarose.

Uloha 174
Uvazujme trojahelnik ABC v némz K znaci stfed strany BC. Daéle
necht S a O jsou po fadé stfedy kruznic opsanych trojahelnikim ABC
a AKC'. Prusecik kolmice z bodu O k piimce BC' s pfimkou C'S ozna¢me
P. Dokazte vétu: M4-li thel BAC velikost 60°, potom |SK| = |CP|. Plati
i véta obracena?
Jaroslav Svrcek
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Regeni. Predpokladejme, Ze velikost thlu BAC' je 60° (obr. 1), tedy bod S
lezi v poloroviné BC'A. Body O a S jako stfedy kruznic opsanych lezi na ose
strany AC. Ozna¢me L stied tsecky KC. Pi¥imky SK a OL jsou jako osy
stran BC a K C rovnobézné. Odtud plyne, ze LP je stfedni pricka trojihel-
niku KC'S, tedy bod P je stiedem ptrepony CS pravouhlého trojihelniku
K (S, je proto stfedem kruznice jemu opsané a plati |CP| = |KP| = |SP)|.

Obr. 1

Protoze velikost obvodového tthlu BAC' na kruznici opsané trojihelniku
ABC je 60°, je velikost jemu odpovidajiciho stfedového thlu BSC rovna
120°, tedy velikost ahlu KSC' je 60°. V trojuhelniku K SP plati |KP| =
= |SP| a velikost jednoho vnitfniho Ghlu je rovna 60°, tento trojahelnik
je tedy rovnostranny a plati |[KP| = |SK]|. Z rovnosti |[KP| = |CP| déle
plyne |SK| = |CP|, coz jsme méli dokazat.

S

Obr. 2
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Obrécené véta neplati. Pokud velikost thlu BAC je 120° (obr. 2), lezi
bod S v poloroviné opa¢né k poloroviné BC' A a velikost tthlu C'SK je 60°.
Stejné jako v predchozim piipadé ale mtzeme ukézat, ze trojihelnik K.SP
je rovnostranny, odkud plyne |CP| = |PK| = |KS|.

Spravnd feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van, Frantisek Jachim z Volyné, Jozef Mészdros z Jelky, Jiri Steckbauer
z Kvétné, Ondiej Bartos z G v Zdaru n. S., Neumannova, Michael Bily
z GJV v Klatovech, Ondrej Bouchala z G v Havitové, Komenského, Martin
Buchdcek z G v Plzni, Opavska, Eva Gocnikovd z GJS v Prerové, Komen-
ského, Alena Harlenderovd z SGO v Olomouci, t¥. Jifiho z Podébrad, Josef
Hazi z G v Chebu, Nerudova, Filip Hldsek z G v Plzni, Mikulasské nam.,
Barbora Mélovd z GMK v Bilovci, Pavel Sevecek z G v Brné, ti. Kpt.
Jarose Stépdn Simsa z GJJ v Litoméricich a Martin Topfer z G v Praze 7,
Nad Stolou.

Netplna feseni zaslali Jirt Biolek z GPB ve Frydku-Mistku, Anna Chej-
novskd z GChD v Praze 5, Zborovska, Miroslav KobliZek a Tomds Kubelka,
z G v Zamberku, Kateiina Medkovdi z BGBB v Hradci Kréalové, Orlické
nabtezi, Jakub Solovsky, z GMK v Bilovci, Lukds Zavrel z G v Praze 9,
Chodovicka.

Pavel Calabek
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