Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni aloh 171 a 172, jejichz zadani byla zvefejnéna v prvnim
Cisle tohoto (20.) ro¢niku naSeho ¢asopisu.

Uloha 171
Necht a, b, ¢, d jsou kladnd realné ¢isla vyhovujici podminkam abed = 1
a
a b ¢ d
—+-+-+-<a+b+c+d.
b ¢ d a

a) Ukazte, ze takova Cisla a, b, ¢, d existuji.
b) Dokazte, Ze pro né plati nerovnost

b ¢ d a
—+-+-+->a+b+c+d.
a b ¢ d

Pavel Novotny (Zilina )
Reseni:
a) Naptiklad pro a = 10%, b = 10, ¢ = 107!, d = 1073 plati abed = 1

a pritom

b d
%+E+§+E =300,000001  a+b+c+d=1010,101.

b) Nejprve ukdZeme, Ze pro v8echna kladnd redlnd cisla a, b, ¢, d se
soucinem jedna plati

a b ¢ d b ¢ d a
T T T .
b+c+d+a+a+b+c+d_2(a+b+c+d) (1)

Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priamérem plati

1(a a_ ¢ + > o @d _ af @t
4\b d bed? abed
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Podobné ziskdme dalSich sedm nerovnosti

1(1_)+2_b_|_g>>b 1(1_)+2_a+9>>a
4\c a d)="7 4\c b d)=7
1<E+%+9>>C 1<E+2_b+9>>b
4\d b a)™7 a\d ¢ a)™"
1<§+2_d+f>>d 1<§+%+E>>c
4\a ¢ b)77 4\a d b)=7

1<E+2_d+§>>d

4\ b a c)~—

Sectenim vSech osmi nerovnost! dostaneme nerovnost (1).
Nyni ukdzeme sporem, ze spolu s predpokladem
a b c

d
—+-+=-+-<a+b+c+d
b ¢ d a

nemitize soucasné platit

b ¢ d a
—+-+-+--<a+b+c+d,
a b ¢ d

protoze sec¢tenim obou téchto nerovnosti bychom dostali nerovnost

e bye d b e it st byeta)
b ¢ d a a b c¢ d “ ¢ ’

ktera je ve sporu s dokdzanou nerovnosti (1). Proto plati nerovnost b).

Redakce neobrdzela do uzavérky tohoto ¢isla zadné Gplné feseni této
ulohy.

Netplné feseni zaslal Jiri Steckbauer z Kvétné.

Uloha 172
Je dan trojuhelnik ABC, v némz |AC| # |BC|, a ¢tverce ACDE,
BCGF vné sestrojené nad jeho stranami. Dokazte, ze kruznice s prameéry
DG a AB se protinaji na pfimce EF.
Pavel Leischner
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Reseni:
Ozna¢me K, M po fadé stiedy tsetek AB, DG, dale L, N po tadé
stredy ¢tverch BCGF, ACDE a X pruseCik pfimek AG a BD.

Trojahelnik ACG je obrazem trojihelniku DCB v otoceni kolem bodu
C o thel 90°, proto jsou pfimky AG a BD (jako strany téchto trojihelnik)
vzadjemné kolmé a plati |[AG| = |BD|. Tedy podle Thaletovy véty lezi jejich
prise¢ik X na kruznicich sestrojenych nad praméry AB, BG, GD a DA.
Tim jsme mimo jiné dokézali, Ze se kruznice s priméry DG a AB protinaji.

Podle véty o obvodovém thlu na kruznici opsané ¢tverci ACDE mé
uhel AXFE stejnou velikost jako tthel ACE, tedy 45°. Podobné velikost
uhlu BXF je 45°. Velikost thlu EX F' je rovna souc¢tu velikosti uhli EX A,
AXB a BXF, tedy tento thel je pfimy, proto bod X lezi na pfimce EF'.

Usecky M N a LK jsou stiednimi piickami trojihelnikit ADG a ABG,
proto jsou rovnobézné s primkou AG a maji délku rovnu poloviné délky
usecky AG. Podobné jsou usecky KN a LM rovnobézné s tseckou BD
a maji délku rovnou poloviné délky tsecky BD. Ale tsecky AG a BD
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jsou vzajemné kolmé a maji stejnou délku, proto je ¢tyruhelnik K LM N
¢tverec. (Je to tzv. Varignoniv rovnobéznik ve ctyfuhelniku ABGD.) Jeho
tihlopticky KM a LN jsou vzajemné kolmé. Usecka LN je stfedni piickou
trojuhelniku EFC, je proto rovnobézna s jeho stranou EF. Odtud jiz
plyne, ze pfimky EF a KM jsou vzajemné kolmé.

Piimka KM prochazi stfedy kruznic sestrojenych nad prameéry AB
a DG, ptimka E'F prochézi jednim jejich prisec¢ikem (X) a je k ni kolma,
proto prochézi i (pfipadnym) druhym priseéikem Y téchto kruZnic.

Tim jsme dokazali tvrzeni Glohy, tedy Ze prisec¢iky kruznic sestrojenych
nad pruméry AB a DG se protinaji na piimce EF

Pozndmka. Regitelé této alohy, ktefi ji fesili zpfisobem podobnym vyse
uvedenému feSeni dokazali, ze bod X lezi na pfimce EF, oviem pak za-
pomnéli ukézat, ze na této primce lezi i bod Y.

Druha skupina resitelt dokéazala, ze body E a F' maji stejnou mocnost ke
kruznicim sestrojenym nad priméry AB a DG, tedy EF je jejich chordala.
Potom vSak neukazali, Ze se tyto kruznice protinaji.

Jako cviceni ctenaitim prenechame, ze kruznice sestrojené nad priameéry
AB a DG se dotykaji, pravé kdyz |AC| = |BC|, tedy pro situaci popsanou
v tloze vzdy existuji dva jejich praseciky X a Y.

Redakce obdrzela 7 feseni, zadné vsak nebylo iplné z diivodid uvedenych
v poznamce.

Netplné teseni zaslali: Frantisek Jachim z Volyné, Michael Bily z GJV

v Klatovech, Nar. mucednikt, Martin Buchdcek z G v Plzni, Opavska,

Hynek Jemelik z G v Brné, ti. Kpt. Jarose, Miroslav Koblizek z G v Zam-

berku, Nadrazni, Katerina Medkovd z BGBB v Hradci Kralové, Orl. nabr.
a Jakub Solovsky z GMK v Bilovci.

Pavel Calabek
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