
Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me (e�en� �loh ��� a ���� jejich� zad�n� byla zve(ejn!na v prvn�m
��sle tohoto 
���� ro�n�ku na�eho �asopisu�
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Nech� a� b� c� d jsou kladn� re�ln� ��sla vyhovuj�c� podm�nk�m abcd � �
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a� Uka�te� �e takov� ��sla a� b� c� d existuj��
b� Doka�te� �e pro n! plat� nerovnost
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a� Nap(�klad pro a � ���� b � ��� c � ����� d � ���� plat� abcd � �
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b� Nejprve uk��eme� �e pro v�echna kladn� re�ln� ��sla a� b� c� d se
sou�inem jedna plat�
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Podle nerovnosti mezi aritmetick
m a geometrick
m pr)m!rem plat�
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Podobn! z�sk�me dal��ch sedm nerovnost�
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Se�ten�m v�ech osmi nerovnost� dostaneme nerovnost 
���
Nyn� uk��eme sporem� �e spolu s p(edpokladem
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proto�e se�ten�m obou t!chto nerovnost� bychom dostali nerovnost
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kter� je ve sporu s dok�zanou nerovnost� 
��� Proto plat� nerovnost b��

Redakce neobrd�ela do uz�v!rky tohoto ��sla ��dn� �pln� (e�en� t�to
�lohy�

Ne�pln� (e�en� zaslal Ji�� Steckbauer z Kv!tn��

�loha ��	
Je d�n troj�heln�k ABC� v n!m� jACj �� jBCj� a �tverce ACDE�

BCGF vn! sestrojen� nad jeho stranami� Doka�te� �e kru�nice s pr)m!ry
DG a AB se prot�naj� na p(�mce EF �

Pavel Leischner
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�e�en��
Ozna�me K� M po (ad! st(edy �se�ek AB� DG� d�le L� N po (ad!

st(edy �tverc) BCGF � ACDE a X pr)se��k p(�mek AG a BD�
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�
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Troj�heln�k ACG je obrazem troj�heln�ku DCB v oto�en� kolem bodu
C o �hel $��� proto jsou p(�mky AG a BD 
jako strany t!chto troj�heln�k)�
vz�jemn! kolm� a plat� jAGj � jBDj� Tedy podle Thaletovy v!ty le�� jejich
pr)se��k X na kru�nic�ch sestrojen
ch nad pr)m!ry AB� BG� GD a DA�
T�m jsme mimo jin� dok�zali� �e se kru�nice s pr)m!ryDG a AB prot�naj��

Podle v!ty o obvodov�m �hlu na kru�nici opsan� �tverci ACDE m�
�hel AXE stejnou velikost jako �hel ACE� tedy ���� Podobn! velikost
�hlu BXF je ���� Velikost �hlu EXF je rovna sou�tu velikost� �hl) EXA�
AXB a BXF � tedy tento �hel je p(�m
� proto bod X le�� na p(�mce EF �

/se�ky MN a LK jsou st(edn�mi p(��kami troj�heln�k) ADG a ABG�
proto jsou rovnob!�n� s p(�mkou AG a maj� d�lku rovnu polovin! d�lky
�se�ky AG� Podobn! jsou �se�ky KN a LM rovnob!�n� s �se�kou BD
a maj� d�lku rovnou polovin! d�lky �se�ky BD� Ale �se�ky AG a BD
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jsou vz�jemn! kolm� a maj� stejnou d�lku� proto je �ty(�heln�k KLMN
�tverec� 
Je to tzv� Varignon�v rovnob��n�k ve �ty(�heln�ku ABGD�� Jeho
�hlop(��ky KM a LN jsou vz�jemn! kolm�� /se�ka LN je st(edn� p(��kou
troj�heln�ku EFC� je proto rovnob!�n� s jeho stranou EF � Odtud ji�
plyne� �e p(�mky EF a KM jsou vz�jemn! kolm��

P(�mka KM proch�z� st(edy kru�nic sestrojen
ch nad pr)m!ry AB
a DG� p(�mka EF proch�z� jedn�m jejich pr)se��kem 
X� a je k n� kolm��
proto proch�z� i 
p(�padn
m� druh
m pr)se��kem Y t!chto kru�nic�

T�m jsme dok�zali tvrzen� �lohy� tedy �e pr)se��ky kru�nic sestrojen
ch
nad pr)m!ry AB a DG se prot�naj� na p(�mce EF

Pozn�mka� 1e�itel� t�to �lohy� kte(� ji (e�ili zp)sobem podobn
m v
�e
uveden�mu (e�en� dok�zali� �e bod X le�� na p(�mce EF � ov�em pak za�
pomn!li uk�zat� �e na t�to p(�mce le�� i bod Y �

Druh� skupina (e�itel) dok�zala� �e body E a F maj� stejnou mocnost ke
kru�nic�m sestrojen
m nad pr)m!ry AB aDG� tedy EF je jejich chord�la�
Potom v�ak neuk�zali� �e se tyto kru�nice prot�naj��

Jako cvi�en� �ten�()m p(enech�me� �e kru�nice sestrojen� nad pr)m!ry
AB a DG se dot
kaj�� pr�v! kdy� jACj � jBCj� tedy pro situaci popsanou
v �loze v�dy existuj� dva jejich pr)se��ky X a Y �

Redakce obdr�ela � (e�en�� ��dn� v�ak nebylo �pln� z d)vod) uveden
ch
v pozn�mce�

Ne�pln� (e�en� zaslali� Franti�ek J�chim z Volyn!� Michael B�l� z GJV
v Klatovech� N�r� mu�edn�k)� Martin Buch��ek z G v Plzni� Opavsk��
Hynek Jemel�k z G v Brn!� t(� Kpt� Jaro�e� Miroslav Kobl��ek z G v 0am�
berku� N�dra�n�� Kate�ina Medkov� z BGBB v Hradci Kr�lov�� Orl� n�b(�
a Jakub Solovsk� z GMK v B�lovci�
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