pohladom do histérie citujic vyznamného francizskeho matematika P. S.
Laplacea (1749-1827): , Citajte Eulerove diela. Euler je ucitefom nas viet-
kych“. Leonard Euler (1707-1783) je naozaj hviezdou matematického neba.
Goniometriu ostrého uhla poznali stari Gréci, indickd, arabskd a ¢inska
matematika. No az Euler sa ,vymanil“ zo zajatia pravouhlého trojuhol-
nika a dal goniometrii podobu akt pozname dnes. Slavna Eulerova rovnost
ukazuje vztah medzi goniometrickymi funkciami a komplexnymi ¢islami.
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime feSeni tloh 169 a 170, jejichz zadani byla zvefejnéna v devatém
¢isle lofiského (19.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 169
Najdéte vSechna celd cisla n, pro kterd je hodnota vyrazu 2" — 91 tieti
mocninou nékterého celého cisla.
Pavel Calabek

Resent:
Oznacme z celé cislo, pro které je 2" — 91 jeho tfeti mocninou. Plati

tedy
z? = 2" —91. (1)

Nutnou podminkou existence x je, aby ¢islo n bylo celé nezaporné, to
predpokladame ve zbytku reSeni. Prvociselny rozklad ¢isla 91 je 91 = 7-13.
Nejprve vySetiime zbytky pfi déleni ¢islem 7 obou stran rovnice (1).
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Pro libovolné celé &slo x plati (z +7)% — 2 = 7(3z? + 21z +49). Odtud
vidime, ze zbytky tretich mocnin celych cisel pfi déleni sedmi se opakuji
s periodou sedm. Tfeti mocniny celych ¢isel pii déleni 7 maji zbytky 0 (pro
Cisla ¢ délitelnd 7), 1 (pro Cisla @ se zbytky 1, 2 a 4 p¥i déleni 7) a 6 (pro
Cisla @ se zbytky 3, 5 a 6 pfi déleni sedmi).

Dale plati 22 = 8 = 1 (mod 7), proto se zbytky ¢isel tvaru 2" pri
déleni 7 opakuji s periodou 3. Celé neziaporné mocniny ¢isla 2 maji pii
déleni 7 zbytky 1 (kdyZ n je délitelné tfemi), 2 (pro n se zbytkem 1 pii
déleni 3) a 4 (pro n se zbytkem 2 pii déleni tfemi). Tyto zbytky tak maji
i cisla 2™ — 91.

Vidét to mlizeme ostatné i z nésledujici tabulky:

x 0[1]2]3T4[5]6]7[8]9]10]11
22 mod 7 o[1[1]6[1[6]6]0[1]1]6 |1

n 0(1]2[3]4[5]6]7|8]9]10]11

(2" —91) mod 7 T|2]a|1]2]4[1[2[4[1] 2] 4

Vratme se k rovnici (1). Cislo 2” — 91 mfize mit p#i déleni sedmi jeden
ze zbytkd 1, 2, 4, a ¢islo 2 mlZe mit pii déleni sedmi jeden ze zbytki 0,
1, 6. Jediny mozny spolecny zbytek je proto 1. Odtud jiz plyne, Ze ¢islo n
musi byt délitelné 3 a £ mé pii déleni sedmi jeden ze zbytkd 1, 2 a 4. Je
tedy n = 3m pro vhodné celé nezdporné cislo m.

Rovnici (1) upravime do tvaru

(2™ — x)(2%™ 4 2™z + 2?) = 91. (2)

Vzhledem k tomu, Ze ¢islo m je celé nezdporné a cislo = celé, jsou oba
¢initelé levé strany vyrazu (2) celd ¢isla. Navic 22 + 2Mz + 22 =
= (2™ + x)? + 222 > 0, proto jsou oba ¢initelé &isla kladna. Pro aplné fe-
Seni tlohy rozebereme vSechny moznosti rozkladu ¢isla 91 na soucin dvou
kladnych celych ¢isel, tyto moznosti jsou dané nasledujici tabulkou:

A=2m—¢g 1] 7]13]|91
B=242mp 4+ 22191137 |1

Z rovnosti A = 2™ — g plyne 2™ = A + z, proto
B=2"" 42"z +2* = (A+2)* + (A + 2)z + 2 = 32° + 3Az + A?,
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neboli
0=3z? +3Az + A®> — B.

Tuto rovnici budeme fesit jako kvadratickou rovnici vzhledem k neznamé x
pro ¢tyfi dané dvojice ¢isel A a B. Pro (A, B) = (1,91) je z € {—6,5}, pro
(A,B) = (7,13) je z € {-3,-2}, pro (4,B) = (13,7) a (4,B) = (91,1)
tato rovnice nem4 realné koteny. Cislo A + z (= 2™) je oviem mocninou
Cisla 2 pouze pro A =7 a x = —3. Proto m = 2, tedy n = 6.

Zavér. Hodnota vyrazu 2" — 91 je tfeti mocninou celého ¢isla pouze pro
n =6 a plati 26 — 91 = (=3)3.

Spravna teSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van, Ondrej Barto§ z G v Zdaru n. S., Neumannova, Michael Bilij z GJV
v Klatovech, Nar. mucednikt, Jiri Biolek z GPB ve Frydku-Mistku, On-
drej Bouchala z G v Havifové, Komenského, Martin Buchdcek z G v Plzni,
Opavska, Eva Gocnikovd z GJS v Prerové, Komenského, Alena Harlende-
rovd z SGO v Olomouci, tt. Jitiho z Podébrad, Josef Hazi z G v Chebu,
Nerudova, Filip Hlisek z G v Plzni, Mikulasské nam., Anna Chejnovskd
z GChD v Praze 5, Zborovska, Miroslav Koblizek z G v Zamberku, N4-
drazni, Barbora Mdlova a Jakub Solovsky, oba z GMK v Bilovci, Pavel
Sevecek z G v Brng, ti. Kpt. Jarose Stépdn Simsa z GJJ v Litoméficich,
Svojsikova, Martin Topfer z G v Praze 7, Nad Stolou a Lukds Zaviel z G
v Praze 9, Chodovicka,

Netiplné teseni zaslali Frantisek Jachim z Volyné, Viadimir Pavel z Blo-
vic, Jirt Steckbauer z Kvétné, Hynek Jemelik, z G v Brné, tf. Kpt. Jarose
a Tomds Kubelka z G v Zamberku, Nadrazni.

Uloha 170

Na kruznici k jsou dany dva rdzné body X a Y tak, ze pfimka XY
neprochézi stiedem kruznice k. Usetka XY je priimérem kruznice I. Na
vétsim oblouku XY kruznice k lezi bod P a na kruznici [ bod @ tak, zZe
Ctyfihelnik PXQY je konvexni a ptitom PX || QY. Dokazte, Ze velikost
thlu PY Q nezavisi na poloze bodu P (za podminky existence bodu Q).

Robert Geretschliger (Graz)

Reseni:

Primky PX a QY jsou rovnobézné, thly X PY a PY (@ jsou prilehlé,
tedy plati |[SXPY| + |<PYQ| = 180°. Podle véty o obvodovém ahlu
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velikost thlu X PY nezavisi na poloze bodu P na delsim oblouku XY
kruznice k. Proto velikost thlu PY @ nezavisi na poloze bodu P (za pod-
minky existence bodu Q).

Obr. 1

Spravna teSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van, Frantisek Jachim z Volyné, Vladimir Pavel z Blovic, Jiri Steckbauer
z Kvétné, Ondiej Bartos z G v Zdaru n. S., Neumannova, Michael Bily
z GJV v Klatovech, Nar. mucednikt, Jiri Biolek z GPB ve Frydku-Mistku,
Ondiej Bouchala z G v Havitové, Komenského, Martin Buchacek z G
v Plzni, Opavska, Eva Gocnikovd z GJS v Prerové, Komenského, Alena
Harlenderova z SGO v Olomouci, t¥. Jiftho z Podébrad, Josef Hazi z G
v Chebu, Nerudova, Filip Hlasek z G v Plzni, Mikulagské nam., Anna Chej-
novskd z GChD v Praze 5, Zborovska, Hynek Jemelik a Pavel Sevecek, oba
z G v Brné, tf. Kpt. Jarose Miroslav Koblizek a Tomds Kubelka, oba z G
v Zamberku, Nadrazni, Kateiina Medkovd z BGBB v Hradci Kralové, Orl.
néabt., Barbora Mélovd a Jakub Solovskyj, oba z GMK v Bilovci, Stépdn
Simsa z GJJ v Litoméficich, Svojsikova, Martin Topfer z G v Praze 7,
Nad Stolou a Lukd$ Zaviel z G v Praze 9, Chodovicka.

Pavel Calabek
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