
Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv
d�me �e�en� �loh �$� a �$ � jejich
 zad
n� byla zve�ejn�na ve t�et�m
��sle tohoto ����� ro�n�ku na�eho �asopisu�

�loha �	�

Nech# D je pata v��ky k p�epon� AB pravo�hl�ho troj�heln�ku ABC�
Ozna�me I� st�ed kru
nice vepsan� troj�heln�ku BCD a T� jej� bod dotyku
se stranou BC� D
le ozna�me I� st�ed kru
nice vepsan� troj�heln�ku CAD
a T� jej� bod dotyku se stranou AC� Doka
te� 
e se p��mky T�I� a T�I�
prot�naj� na p�epon� AB�

Gottfried Perz �Graz�

�e�en�� P��mky T�I� a T�I� jsou kolm� po �ad� ke stran
m BC a AC�
Ozna�me S pr�se��k p��mek T�I� a T�I�� �ty��heln�k ST�CT� je pravo�
�heln�k1 jeho vrcholy le
� na kru
nici s pr�m�ry CS a T�T��

��������
Troj�heln�k ADC je obrazem troj�heln�ku CDB v zobrazen� slo
en�m

z oto�en� se st�edem v bod� D a �hlem .��� �viz obr�� a stejnolehlosti
se st�edem D a koe�cientem jACj

jBCj � �Toto zobrazen� se v literatu�e �asto
naz�v
 spir�ln� podobnost��

Proto
e bod T� je obrazem bodu T� v uveden� spir
ln� podobnosti�
jsou p��mky T�D a T�D navz
jem kolm�� Podle Thaletovy v�ty le
� bod
D na kru
nici s pr�m�rem T�T�� Jin�m pr�m�rem t�to kru
nice je ale tak�
�se�ka CS� proto v p��pad� D �� S je �hel CDS prav� a bod S le
� na
p�epon� AB� V p��pad� D � S na n� ov�em le
� tak�� T�m jsme uk
zali�

e bod S nutn� le
� na p�epon� AB�
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Jin� �e�en�� Stejn� jako v p�edch
zej�c�m �e�en� ozna��me S pr�se��k p���
mek T�I� a T�I� a uk

eme� 
e ST�CT� je pravo�heln�k� Ozna��me�li a� b�
c obvykl�m zp�sobem d�lky stran troj�heln�ku ABC� plyne z podobnosti
troj�heln�k� ADC a CDB� 
e jBT�j - a

b
�jCT�j a jCT�j - jST�j - a

b
�jAT�j�

Podle Pythagorovy plat� v pravo�hl�m troj�heln�ku AT�S

jASj -
p
jAT�j� . jST�j� -

p
a� . b�

b
� jAT�j - c

b
� jAT�j�

Podobn� uk

eme� 
e

jBSj -
p
jBT�j� . jCT�j� - c

b
� jCT�j�

Potom ale jASj. jBSj - c

b
��jAT�j. jCT�j� - c� Pokud by bod S nele
el

na p�epon� AB� podle troj�heln�kov� nerovnosti by platilo jASj. jBSj �
� jABj - c� co
 je spor� Proto bod S le
� na p�epon� AB�

Pozn�mka� Ze vztahu jASj - c

b
� jAT�j a z podobnosti troj�heln�k� ABC

a ACD d
le plyne� 
e bod S je dotykov�m bodem kru
nice vepsan� troj�
�heln�ku ABC se stranou AB�

Spr
vn� �e�en� zaslali Karol Gajdo� z Trnavy� Anton Hn�th z Mora�
van� Franti�ek J�chim z Volyn�� Jozef M�sz�ros z Jelky� Ji�� Steckbauer
z Kv�tn�� Petr Boro�� Simona Domesov�� Jakub Solovsk� a Lenka Sum

balov�� v�ichni z GMK v B�lovci� Filip Hl�sek z G v Plzni� Mikul
�sk�
n
m�� Michal Hor�k� David Kla�ka a Bohuslav Zmek� v�ichni z G v Brn��
t�� Kpt� Jaro�e� Adam Juraszek z G v �esk�ch Bud�jovic�ch� J�rovcova�
Miroslav Ol��k z GB v Praze �� Josef Ond�ej z G v Ro
nov� p� R�� Petr
Pa��zek z GBN v Hradci Kr
lov�� J�chym S�kora z z GChD v Praze �� Dan
�afka z GJK v Praze� Trung Ha Duc z MG v Plzni� Pet
kova a Martina
Vav��kov� z GPdC v T
bo�e�

Ne�pln� �e�en� zaslali Vladim�r Pavel z Blovic a Anna Chejnovsk�
z GBN v Hradci Kr
lov��

�loha �	�

Najd�te v�echna re
ln
 ��sla x� pro kter
 plat�

�sin� x. cos� x� �sin	 x. cos	 x� - � �sin
 x. cos
 x� �sin� x. cos� x��

J�n Maz�k �Ko�ice�
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�e�en�� U
it�m vztahu

sin� x. cos� x - �sin� x. cos� x� �sin
 x� sin� x cos� x. cos
 x� -

- sin
 x� sin� x cos� x. cos
 x

zjist�me� 
e dan
 rovnice je ekvivalentn� s rovnic�

�sin� x. cos� x� �sin	 x. cos	 x� -

- � �sin
 x. cos
 x� �sin
 x� sin� x cos� x. cos
 x�� ���

Uk

eme� 
e jej�m �e�en�m nen� re
ln� ��slo x� pro kter� plat� cosx - ��
Pokud by j�m bylo� platilo by j sinxj - �� co
 po dosazen� do rovnice
��� vede ke sporu � - �� Ob� strany rovnice ��� tedy m�
eme vyd�lit
nenulov�m ��slem cos� x� Substituc� y - tg x z�sk
me z rovnice ��� rovnici

�y� . �� �y	 . �� - � �y
 . �� �y
 � y� . ���

kterou uprav�me do tvaru

� - �y � ����y� . �y	 . y
 � y� . y� . �y . ��� ���

Nen� t�
k� uk
zat� 
e v�raz y� . �y	 . y
 � y� . y� . �y . � nab�v
 pro
re
ln
 ��sla y pouze kladn�ch hodnot� Plyne to nap��klad z rovnosti

y�.�y	.y
�y�.y�.�y.� - �y������y.���. �
�y

��y�.��y.���.���

Rovnice ��� m
 proto jedin� �e�en� y - �� kter�mu vzhledem k pou
it�
substituci odpov�d
 �e�en� p�vodn� rovnice tvaru x - �


� . k�� kde k je
libovoln� cel� ��slo�

Spr
vn� �e�en� zaslali Karol Gajdo� z Trnavy� Anton Hn�th z Moravan�
Jozef M�sz�ros z Jelky� Vladim�r Pavel z Blovic� Ji�� Steckbauer z Kv�tn��
Filip Hl�sek z G v Plzni� Mikul
�sk� n
m�� Jarom�r Karmaz�n z G ve
Velk�m Mezi����� David Kla�ka z G v Brn�� t�� Kpt� Jaro�e�Miroslav Ol��k
z GB v Praze �� Josef Ond�ej z G v Ro
nov� p� R�� Petr Ry�av� z GJH
v Praze a Dan �afka z GJK v Praze�

Dodate�n� redakce obdr
ela spr
vn
 �e�en� �loh ��slo �$� a �$� od Petra
Boro�e z GMK v B�lovci a spr
vn� �e�en� �lohy ��slo �$� od Franti�ka
J�chima z Volyn��

Pavel Cal�bek
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