Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 163 a 164, jejichz zadani byla zvefejnéna ve tfetim
¢isle tohoto (19.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 163

Necht D je pata vysky k preponé AB pravouhlého trojahelniku ABC.
Oznacme [; stfed kruznice vepsané trojihelniku BC'D a 11 jeji bod dotyku
se stranou BC'. Déle oznacme I, stied kruznice vepsané trojahelniku C AD
a T> jeji bod dotyku se stranou AC. Dokazte, ze se piimky 111y a Tals
protinaji na preponé AB.

Gottfried Perz (Graz)
Reseni: Primky ThI; a TI, jsou kolmé po fadé ke stranim BC a AC.

Oznaéme S prisecik piimek T11; a Tol,. Ctyithelnik ST, CT, je pravo-
uhelnik; jeho vrcholy lezi na kruZznici s praméry CS a T175.

A

Trojthelnik ADC' je obrazem trojuhelniku CDB v zobrazeni slozeném
z otoCeni se stfedem v bodé D a thlem +90° (viz obr.) a stejnolehlosti
se stfedem D a koeficientem %. (Toto zobrazeni se v literatute Casto
nazyva spirdlni podobnost.)

Protoze bod T, je obrazem bodu 77 v uvedené spirdlni podobnosti,
jsou primky 75D a T1D navzajem kolmé. Podle Thaletovy véty lezi bod
D na kruznici s primérem 77 75. Jinym primeérem této kruznice je ale také
usecka CS, proto v piipadé D # S je thel CDS pravy a bod S lezi na
pieponé AB. V pfipadé D = S na ni ovSem lezi také. Tim jsme ukézali,
7e bod S nutné lezi na preponé AB.
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Jin€ Tesent: Stejné jako v predchazejicim feSeni oznacime S prisecik pii-
mek T I, a T»1, a ukazeme, ze ST, CT, je pravouhelnik. Oznacime-li a, b,
¢ obvyklym zptsobem délky stran trojuhelniku ABC, plyne z podobnosti
trojihelnikit ADC a CDB, ze | BT | = §:|CTy| a |CTi| = |STy| = §-|AT>|.
Podle Pythagorovy plati v pravothlém trojuhelniku AT5S

e \a? + b c

Podobné ukazeme, ze

IBS| = /|BTi2 + |CTa|? = zE) - |CT.

Potom ale |[AS|+|BS| = § - (JAT:|+|CTz|) = c. Pokud by bod S nelezel
na pieponé AB, podle trojahelnikové nerovnosti by platilo |AS| + |BS| >
> |AB| = ¢, coz je spor. Proto bod S lezi na pfeponé AB.

Pozndmka. Ze vztahu |AS| = { - |ATi| a z podobnosti trojiahelniki ABC
a AC'D dale plyne, ze bod S je dotykovym bodem kruznice vepsané troj-
uhelniku ABC se stranou AB.

Spravné feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van, Frantisek Jdachim z Volyné, Jozef Mészaros z Jelky, Jiri Steckbauer
z Kvétné, Petr Boros, Simona Domesova, Jakub Solovsky a Lenka Sum-
balovd, vsichni z GMK v Bilovci, Filip Hldsek z G v Plzni, Mikulasské
nam., Michal Hordk, David Klaska a Bohuslav Zmek, vSichni z G v Brné,
tf. Kpt. Jarose, Adam Juraszek z G v Ceskych Bud&jovicich, Jirovcova,
Miroslav Olsdk z GB v Praze 5, Josef Ondrej z G v Roznové p. R., Petr
Parizek z GBN v Hradci Kralové, Jachym Sykora z z GChD v Praze 5, Dan
Safka z GJK v Praze, Trung Ha Duc z MG v Plzni, Petdkova a Martina
Vavackovd z GPdC v Tabore.

Netplné teSeni zaslali Viadimir Pavel z Blovic a Anna Chejnovskd
z GBN v Hradci Kralové.

Uloha 164
Najdéte vsechna realna cisla x, pro kterd plati

(sin® 2 4 cos® z) (sin® & + cos® ) = 2 (sin & + cos® z) (sin® z + cos® ).
Jan Mazdk (KoSice)
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Reseni: Uzitim vztahu

sin® z + cos® & = (sin? & + cos? x) (sin* z — sin® z cos® & + cos? ) =

4

= sin* z — sin® z cos® z + cos* z

zjistime, Ze dand rovnice je ekvivalentni s rovnici

5

(sin® & + cos® z) (sin® = + cos® x) =

4 4 2

= 2 (sin* 2 + cos® z) (sin* z — sin® z cos? z + cos ). (1)

Ukazeme, Ze jejim TFeSenim neni redlné ¢islo x, pro které plati cosz = 0.
Pokud by jim bylo, platilo by |sinz| = 1, coz po dosazeni do rovnice
(1) vede ke sporu 1 = 2. Obé strany rovnice (1) tedy miuZeme vydélit
nenulovym ¢islem cos® z. Substituci y = tgx ziskdme z rovnice (1) rovnici
G+ +1) =2("+1) (v —y* + 1),

kterou upravime do tvaru

0=(y—1*W° +2y° +y' > +y° + 2y +1). (2)
Neni tézké ukézat, ze vyraz y + 2y° + y* — v + y% + 2y + 1 nabyva pro
realnd cisla y pouze kladnych hodnot. Plyne to napiiklad z rovnosti
YO+2 +yt =Pyt 2y +1 = (v - 1P (y+ )P+ 3y (0P +3(y + 1)+ 1).

Rovnice (2) mé proto jediné ¥eSeni y = 1, kterému vzhledem k pouZité
substituci odpovida feseni pivodni rovnice tvaru x = iﬂ' + km, kde k je
libovolné celé cislo.

Spravné feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Jozef Mészaros z Jelky, Viadimir Pavel z Blovic, Jiri Steckbauer z Kvétné,
Filip Hldsek z G v Plzni, Mikuld$ské nam., Jaromir Karmazin z G ve

z GB v Praze 5, Josef Ondrej z G v Roznové p. R., Petr Rysavy z GJH
v Praze a Dan Safka z GJK v Praze.

Dodatec¢né redakce obdrzela spravna feseni tiloh ¢islo 160 a 162 od Petra
Borose z GMK v Bilovci a spravné feSeni Glohy ¢islo 162 od Frantiska
Jdchima z Volyné.

Pavel Calabek
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