
Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv
d�me �e�en� �loh ��� a � $
 jejich� zad
n� byla zve�ejn�na v dev
t�m
��sle lo%sk�ho ��#	� ro�n�ku na�eho �asopisu	

�loha ��

V oboru re
ln�ch ��sel �e�te soustavu rovnic

x� � y � z� � ��

y� � z � x� � ��

z� � x � y� � ��

Pavel Cal�bek

�e�en�� V�echny t�i rovnice se�teme a po �prav� dostaneme

�x� ���x� ��� � �y � ���y � ��� � �z � ���z � ��� � $� ���

Uk
�eme
 �e v�echny t�i nezn
m� nab�vaj� hodnotu alespo% ��	 P�ed�
pokl
dejme
 �e jedna z nezn
m�ch nab�v
 hodnotu men�� ne� ��	 Jeliko�
zadan
 soustava rovnic je cyklick

 m��eme p�edpokl
dat
 �e je to pro�
m�nn
 x a plat� x � ��	 Ze druh� rovnice zadan� soustavy potom plyne
y� � z � $
 neboli

z � �y�� ���

Podle prvn� dan� rovnice plat� z� � y � x� � � � $	 Odtud plyne y � z�	
U�it�m ��� odtud dostaneme y � z� � ��y��� � �y�	 Tedy y�� � y�� � $	
Proto nutn� plat� y � ���* $�	 Vzhledem k v��e odvozen�mu omezen�
y � z� � �y� odtud tak� plyne z � ���* $�	 S ohledem na intervaly
 ve kte�
r�ch le�� nezn
m� x
 y
 z
 je ��y� � $ a z��x � $
 tedy z��x � $ � ��y�	
Tento vztah je ov�em ve sporu se t�et� rovnic� zadan� soustavy	 To je spor
s p�edpokladem
 �e x � ��	

Jeliko� v�echny nezn
m� nab�vaj� hodnotu alespo% ��
 nab�v
 ka�d�
ze s��tanc� na lev� stran� rovnice ��� nez
porn� hodnoty	 Jejich sou�et
bude roven $
 pr
v� kdy� ka�d� ze s��tanc� na lev� stran� t�to rovnice
bude roven $	 To nastane
 pr
v� kdy� x� y� z � f��� �g	 Zkou�kou snadno
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ov���me
 �e pouze trojice ���*��*��� a ��* �* �� jsou �e�en�m zadan� sou�
stavy rovnic	

Spr
vn� �e�en� zaslali Anton Hn�th z Moravan
 Josef K�i��an z MFF
UK v Praze
David Kla�ka z G v Brn�
 t�	 Kpt	 Jaro�e aMartina Vav��kov�
z GPdC v T
bo�e	

Ne�pln� �e�en� zaslaliKarol Gajdo� z Trnavy
 Simona Domesov� z GMK
v B�lovci
 Anna Chejnovsk� z GBN v Hradci Kr
lov�
 Luk�� Chlad z G
v Plzni
 Mikul
�sk� n
m	 a Josef Ond�ej z G v Ro�nov� p	 R	

�loha ���
Nech� � je polom�r kru�nice vepsan� troj�heln�ku ABC a �a
 �b
 �c jsou

polom�ry kru�nic vn� p�ipsan�ch jeho stran
m	 Ur�ete obsah troj�heln�ku
ABC
 jestli�e �a
 �b a �c jsou vyj
d�eny p�irozen�mi ��sly a � � �	

Jaroslav �vr�ek

�e�en�� Ozna�me S obsah troj�heln�ka ABC a a
 b
 c velikosti jeho stran
BC
 CA
 AB	 Uve+me nejprve n�kolik zn
m�ch vztah� mezi pot�ebn�mi
prvky troj�heln�ku
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Na druhou stranu
 pokud �
 �a
 �b
 �c jsou kladn
 re
ln
 ��sla vyhovuj�c�
vztahu ���
 m��eme pomoc� vztah� ��� a ��� jednozna�n� ur�it hodnoty
a
 b
 c	 Ze vztahu ��� nav�c plyne
 �e tato ��sla budou spl%ovat troj�heln��
kov� nerovnosti
 tedy bude existovat troj�heln�k
 pro n�j� by byly �
 �a

�b
 �c po �ad� polom�ry kru�nice vepsan� a polom�ry kru�nic p�ipsan�ch
jednotliv�m stran
m	

Podle zad
n� �lohy tedy sta�� ur�it v�echna �e�en� �diofantovsk�� rovnice
��� v oboru p�irozen�ch ��sel pro � � �	 Vztah ��� m
 tvar
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�
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�
�
�c
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Bez �jmy na obecnosti p�edpokl
dejme
 �e $ � �a � �b � �c	 Ze vztahu
� � plyne �a � �	 Kdyby �a �  
 potom by platilo �
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� �
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� �
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� �
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�
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co� je ve sporu s ���	 Proto �a � f�� �� ��  g	 V�echny �ty�i p��pady roze�
bereme samostatn�	

Nech� �a � �	 Vztah � � uprav�me na tvar

��b �  ���c �  � � � �

Vzhledem k tomu
 �e �� � �a �  � �b �  � �c �  
 plat�
 �e oba �initele
na lev� stran� jsou kladn
 cel
 ��sla a mohou nastat mo�nosti z n
sleduj�c�
tabulky�

�b �  � � � �  
�c �  � �# �� �  

Odtud ji� snadno vyj
d��me ��sla �b a �c	 Tato ��sla a obsah troj�heln�ku
vypo��tan� podle vztahu ��� jsou uvedena v prvn�ch p�ti sloupc�ch tabulky
na konci �e�en� tohoto p��kladu	

Nech� �a � �	 Vztah � � uprav�me na tvar

��b � ����c � �� � � �

Vzhledem k tomu
 �e $ � �a�� � �b�� � �c��
 plat�
 �e oba �initele na
lev� stran� jsou kladn
 cel
 ��sla a mohou nastat mo�nosti z n
sleduj�c�
tabulky�

�b � � � � �
�c � � � # �

Odtud ji� snadno vyj
d��me ��sla �b a �c a zap��eme i s obsahem troj�
�heln�ku do �est�ho a� osm�ho sloupce tabulky na konci �e�en�	

Nech� �a � �	 Vztah � � uprav�me na tvar

���b � �$����c � �$� � �$$�
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Vzhledem k tomu
 �e � � ��a � �$ � ��b � �$ � ��c � �$
 plat�
 �e oba
�initele na lev� stran� jsou kladn
 cel
 ��sla v�t�� ne� �
 kter
 p�i d�len�
t�emi d
vaj� zbytek �	 Proto ��b � �$ � � a ��c � �$ � �$	 Odtud ji�
vyj
d��me ��sla �b a �c a zap��eme i s obsahem troj�heln�ku do dev
t�ho
sloupce z
v�re�n� tabulky	

Nech� �a �  	 Vztah � � uprav�me na tvar

��b � ����c � �� � ��

Vzhledem k tomu
 �e � � �a � � � �b � � � �c � �
 plat�
 �e oba �initele
na lev� stran� jsou kladn
 cel
 ��sla
 a mus� b�t �b � � � � a �c � � � �	
Odtud ji� vyj
d��me ��sla �b a �c a zap��eme i s obsahem troj�heln�ku do
posledn�ho sloupce n
sleduj�c� tabulky	

� �
�a � � �  
�b " # � �$ �� �  # �  
�c �� �� �# �� �� �$ �� # �$  
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p
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p
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p
�

V�ech deset mo�n�ch obsah� troj�heln�k� vyhovuj�c�ch podm�nk
m �lo�
hy je uvedeno v posledn�m �
dku p�edchoz� tabulky	

Spr
vn� �e�en� zaslali Anton Hn�th z Moravan
 Karol Gajdo� z Trnavy

Josef K�i��an z MFF UK v Praze
 Jozef M�sz�ros z Jelky
 Simona Dome�
sov� a Jakub Solovsk�
 oba z GMK v B�lovci
 Adam Juraszek z G v 'esk�ch
Bud�jovic�ch
 J�rovcova
David Kla�ka z G v Brn�
 t�	 Kpt	 Jaro�e
 Jan Ne�
voral z G Jihlava
 Jana Masaryka
 Miroslav Ol��k z GB v Praze �
 Josef
Ond�ej z G v Ro�nov� p	 R	
 Petr Ry�av� z GJH v Praze
 J�chym S�kora
z z GChD v Praze � a Martina Vav��kov� z GPdC v T
bo�e	

Ne�pln� �e�en� zaslal Luk�� Chlad z G v Plzni
 Mikul
�sk� n
m	

Pavel Cal�bek
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