Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 159 a 160, jejichz zadani byla zvefejnéna v devatém
¢isle lonského (18.) ro¢niku naseho Casopisu.

Uloha 159
V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic

2 +y=23+1,
y2—|—z:$3+1,
2Zrr=y3+1

Pavel Caldbek

Reseni: Viechny tii rovnice seteme a po tipravé dostaneme
(z+ D)z -1+ w+ )y -1+ (=+1)(z-1)*=0. (1)

Ukazeme, Ze vSechny tii nezndmé nabyvaji hodnotu alespon —1. Pied-
pokladejme, Ze jedna z nezndmych nabyva hodnotu mensi nez —1. Jelikoz
zadand soustava rovnic je cyklickd, mizeme piedpokladat, ze je to pro-
ménna z a plati z < —1. Ze druhé rovnice zadané soustavy potom plyne
y? + z < 0, neboli

z < —y?. (2)

Podle prvni dané rovnice plati z® —y = 22 — 1 > 0. Odtud plyne y < z°.
Uzitim (2) odtud dostaneme y < 2% < (—y*)® = —yb. Tedy y(1+ y°) < 0.
Proto nutné plati y € (—1;0). Vzhledem k vySe odvozenému omezeni
y < 2% < —y% odtud také plyne z € (—1;0). S ohledem na intervaly, ve kte-
rych lezi nezndmé x, y, z, je 1+y% > 0a 2242 < 0, tedy 22 +2 < 0 < 1+y°.
Tento vztah je ovSem ve sporu se tieti rovnici zadané soustavy. To je spor
s predpokladem, ze z < —1.

Jelikoz vSechny neznamé nabyvaji hodnotu alespon —1, nabyva kazdy
ze séitancil na levé strané rovnice (1) nezdporné hodnoty. Jejich soucet
bude roven 0, pravé kdyz kazdy ze s¢itanc na levé strané této rovnice
bude roven 0. To nastane, pravé kdyz z,y,z € {—1,1}. Zkouskou snadno
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ovéfime, Ze pouze trojice (—1;—1; —1) a (1;1;1) jsou FeSenim zadané sou-
stavy rovnic.

Spravné teseni zaslali Anton Hndath z Moravan, Josef Kristan z MFF
UK v Praze, David Klaska z G v Brné, t¥. Kpt. Jarose a Martina Vavdckovd
z GPdC v Tabore.

Netplné feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Simona Domesovd z GMK
v Bilovci, Anna Chejnovskd z GBN v Hradci Krélové, Lukds Chlad z G
v Plzni, Mikulasské ndm. a Josef Ondrej z G v Roznové p. R.

Uloha 160
Necht p je polomér kruznice vepsané trojahelniku ABC a pq, pp, pe jsou
poloméry kruznic vné pripsanych jeho strandm. Urcete obsah trojihelniku
ABC, jestlize pg, pp & pe jsou vyjadieny prirozenymi ¢isly a p = 2.
Jaroslav Svrcek

Reseni: Ozna¢me S obsah trojihelnika ABC a a, b, c velikosti jeho stran
BC, CA, AB. Uvedme nejprve nékolik znamych vztah mezi potiebnymi
prvky trojahelniku

=4+ = (3)

S = \/ppapipe, (4)

S aibre, Sotacbre, S-lucbee. ()
Pa 2 py 2 pe 2
Na druhou stranu, pokud p, ps, s, pe jsou kladna realné cisla vyhovujici
vztahu (3), mizeme pomoci vztahi (4) a (5) jednozna¢né urcit hodnoty
a, b, c. Ze vztahu (5) navic plyne, Ze tato ¢isla budou spliiovat trojihelni-
kové nerovnosti, tedy bude existovat trojuhelnik, pro néjz by byly p, pa,
Pb, Pe PO Tadé poloméry kruznice vepsané a poloméry kruznic pripsanych
jednotlivym strandm.
Podle zadani Glohy tedy staci uréit vSechna feseni (diofantovské) rovnice
(3) v oboru pfirozenych ¢isel pro p = 2. Vztah (3) mé tvar
1 1 1 1
= +—+

=+ =+ —. 6
2 pa P Pe (6)
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Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze 0 < p, < pp < pc. Ze vztahu
(6) plyne p, > 3. Kdyby p, > 6, potom by platilo % > pi > é > pi
a tedy

1,1, 1 _3_1

Pa Py pe 6 2
coz je ve sporu s (3). Proto p, € {3,4,5,6}. VSechny ¢tyfi pipady roze-
bereme samostatné.

Necht p, = 3. Vztah (6) upravime na tvar

(py — 6)(pc — 6) = 36.

Vzhledem k tomu, ze —3 = p, — 6 < pp — 6 < p. — 6, plati, ze oba Cinitele
na levé strané jsou kladnd celé ¢isla a mohou nastat moznosti z nésledujici
tabulky:

Odtud jiz snadno vyjadrime ¢isla py, a p.. Tato ¢isla a obsah trojuhelniku
vypotitany podle vztahu (4) jsou uvedena v prvnich péti sloupcich tabulky
na konci feseni tohoto prikladu.

Necht p, = 4. Vztah (6) upravime na tvar

(p — 4)(pc — 4) = 16.

Vzhledem k tomu, ze 0 = p, —4 < pp —4 < p. — 4, plati, ze oba Cinitele na
levé strané jsou kladnd celd ¢isla a mohou nastat moznosti z nésledujici
tabulky:

p—4 |1 ]2 |4
pc—4 |16 [8 [4

Odtud jiz snadno vyjadrime cisla pp a p. a zapiSeme i s obsahem troj-
thelniku do Sestého az osmého sloupce tabulky na konci reSeni.
Necht p, = 5. Vztah (6) upravime na tvar

(3p» — 10)(3p. — 10) = 100.
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Vzhledem k tomu, ze 5 = 3p, — 10 < 3pp — 10 < 3p. — 10, plati, ze oba
Cinitele na levé strané jsou kladnd celd ¢isla vétsi nez 5, kterd pii déleni
tfemi davaji zbytek 2. Proto 3p, — 10 = 5 a 3p. — 10 = 20. Odtud jiz
vyjadiime ¢isla pp a p. a zapiSeme i s obsahem trojihelniku do devatého
sloupce zavérecné tabulky.

Necht p, = 6. Vztah (6) upravime na tvar

(P = 3)(pc —3) =9.

Vzhledem k tomu, ze 3 = p, — 3 < pp — 3 < p. — 3, plati, ze oba Cinitele
na levé strané jsou kladnd celd ¢isla, a musi byt pp —3 =3 a p. —3 = 3.
Odtud jiz vyjadiime ¢isla py a p. a zapiSeme i s obsahem trojihelniku do
posledniho sloupce nasledujici tabulky.

p 2

Pa 3 4 5
Py | 7 8 9 |10 12 5 6 8 5
pe |42 24 18 |15 | 12 20 (12| 8 10

S 142 (242 [18v/3 |30 | 1246 | 20v/2 |24 | 16+/2 [10v5 |12/3

[=2] K] Ny}

Vsech deset moznych obsahti trojihelnikd vyhovujicich podminkam tlo-
hy je uvedeno v poslednim fadku piedchozi tabulky.

Spravné feseni zaslali Anton Hndth z Moravan, Karol Gajdos z Trnavy,
Josef Kristan z MFF UK v Praze, Jozef Mészaros z Jelky, Simona Dome-
sovd a Jakub Solovskyj, oba z GMK v Bilovci, Adam Juraszekz G v Ceskych
Budéjovicich, Jirovcova, David Klaska z G v Brné, tf. Kpt. Jarose, Jan Ne-
voral z G Jihlava, Jana Masaryka, Miroslav Olsik z GB v Praze 5, Josef
Ondrej z G v Roznové p. R., Petr Rysavy z GJH v Praze, Jachym Sykora
z z GChD v Praze 5 a Martina Vavdckovd z GPAC v Tabofte.

Netplné teseni zaslal Lukds Chlad z G v Plzni, Mikulasské nam.

Pavel Caldbek
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