9+ 5)/7
9+7)/8
9+1)/5

(8-6)-1,
(1+3)/2,
(2+4)/3.

Zavér. Prozkoumanim vSech pfipada jsme tak dokazali platnost daného
tvrzeni.

Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 157 a 158, jejichz zadani byla zvefejnéna v sedmém
¢isle lonského (18.) ro¢niku naseho Casopisu.

Uloha 157
Jsou dany body O, X, Y, které nelezi na téze piimce. Sestrojte obdél-
nik OABC maximdlniho obsahu takovy, Ze body X a Y lezi po fadé na
pfimkach AB a BC.
Sdirka Gergelitsovd

B

Reseni:

Oznacme ¢ velikost orientovaného thlu XOY. Bez jmy na obecnosti
muzeme predpokladat, ze 0 < ¢ < 180°. Déle oznacme ¢, velikost orieto-
vaného thlu XOA a ¢, velikost orientovaného thlu YOC'. Pokud by bod A

80 Matematika - fyzika - informatika 19 2009/2010



byl bodem piimky OX rtznym od bodu X, lezely by body O, A, B na téze
pfimce, tedy by netvofily vrcholy obdélniku, proto —180° < ¢; < 180°.
Navic, bod A je patou kolmice z bodu O na p¥imku BX prochazejici bodem
X, proto dokonce —90° < 1 < 90°. Podobné ukdzeme, ze —90° < o <
< 90° (viz obrazky).

Vzhledem k tomu, Ze thel AOC je pravy, plati 90° = |¢ + v2 — 1],
tedy nastane jedna z moznosti

P1—p2=p=90° o1y =p+90° (1)

Z pravouhlého trojahelniku AOX plati |AO| = |OX|-cos ¢1, z pravothlého
trojahelniku COY mame |CO| = |OY| - cos 2, obsah S obdélniku OABC
je tedy
S =]A0|-|CO| = |AX|-|CX]|-cosp; - cospy =
= 5|AX[ - |CX] - (cos(ip1 + p2) + cos(p1 — p2))

Nastane proto jedna z moznosti

S = 3|AX[|CX]| - (cos(p1 + p2) + cos(p —90%)),
S = 3|AX]|-|CX]| - (cos(p1 + ¢2) + cos(p + 90°)).

Délky usecek |OX| a |OY| jsou dany. Vzhledem k omezenim —90° <
< @ —90° < 90°, 90° < ¢ + 90° < 270° plati cos(p — 90°) > 0
a cos(yp +90°) < 0. Obsah obdélniku OABC tedy nabude maxima v prv-
nim piipadé, kdy cos(¢ — 90°) > 0, coZ znamend, %e pravy Ghel AOC je
orientovany kladné. Dale vidime, ze obsah S bude v tomto pfipadé nej-
vétsi, pravé kdyz cos(p; + ¢2) = 1. Vzhledem k omezenim ¢; a ¢y to
nastane, pravé kdyz ¢1 + @2 = 0°. Odtud a z rovnice (1) plyne, Ze to
nastane, pravé kdyz

9 —=90°

=

To znamend, Ze strany obdélniku OABC sviraji s osami thlu XOY opacné
orientované thly stejné velikosti, kterou umime vyjadrit pomoci dané od-
chylky .

Vzhledem k faktu, ze body A a C lezi na Thaletovych kruznicich s pri-
méry OX a OY, je konstrukce pravothelniku OABC' zifejmé. Tento pravo-
thelnik bude obdélnik, pravé kdyz |OX| # |OY|. V pfipadé |OX| = |OY |
uloha nema reseni.

$1= —P2
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Spravné feseni zaslali: Josef Ondiej z G v Roznové p. R., Samuel Riha
z G v Brné, t¥. Kpt. Jarose, Josef Tkadlec z G v GJK v Praze 6 a Jan
Vanhara z G v HoleSové.

Uloha 158
Ozna¢me K mnozinu viech piirozenych ¢isel k, pro néz lze &islo k2 zapsat
jako soucet druhych mocnin jedenécti po sobé jdoucich celych ¢isel.
a) Dokazte, ze kazdé ¢islo z mnoziny K dava pii déleni ¢islem 66 zbytek
11 nebo 55.
b) Najdéte v8echna ¢isla z mnoziny K, kterd jsou mensi nez 2 009 (lze uzit
kalkulacku).
Ales Kobza
Resen
a) Pro kazde ¢islo k € K podle zadéni plati

E=mn-5*+n-4°+m-3%+... +(n+5)? (2)
kde n je vhodné celé ¢islo. Vztah (1) upravime na ekvivalentni tvar
k* = 11(n* + 10).

Odtud vyplyva, ze ¢islo k? musi byt délitelné 11, vzhledem k tomu, Ze
11 je prvocislo, musi byt délitelné 11 i ¢islo k. To znamend, ze zbyt-
kem z po déleni ¢isla k ¢islem 66 musi byt nékteré z cisel z mnoziny
{0,11,22,33,44,55}.

Predpokladejme, ze z € {0,22,44}. Potom je ¢islo k sudé, tedy i ¢islo
n musi byt sudé. Proto &islo n? pii déleni étyfmi dava zbytek 0. Cislo
11(n? +10) pii déleni étyFmi tedy dava zbytek 2. Jelikoz k% = 11(n%+10),
znamena to, ze ¢islo k? je délitelné dvéma, ale neni délitelné éty¥mi, coz
je spor. Tedy zbytek z je nékteré z ¢isel z mnoziny {11,33,55}.

Ukézeme, ze z # 33. Cislo n pfi déleni tiemi dava jeden ze zbytkd 0, 1,
2. Cislo 11(n?+10) v téchto pifpadech po déleni tiemi dava zbytky po fadé
2,1, 1. Tedy &islo k% = 11(n%+10) (tedy i k) neni nikdy délitelné &slem 3.
Zbytek po déleni ¢isla k Cislem 66 tedy nemuze byt 33, proto mulze byt
pouze nékteré z ¢isel z mnoziny {11, 55}, coz jsme chtéli dokdzat.
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b) S vyuzitim pocitace zjistime, Ze existuji pravé ¢tyfi ¢isla z mnoziny K,
kterd jsou mensi nez 2009, jsou to ¢isla 11, 77, 143 a 1 529. Plati totiz

112 = (—4)? + (=3) + ... + 6%,
77 =182 4192 4+ ... +28%
143% = 382 +39% + ... + 482,

15297 = 4567 + 4572 + ... + 466°.

Spravné feSeni zaslali: Josef Ondiej z G v Roznové p. R. a Jan Matéjka
z G v Ceskych Budgjovicich, Jirovcova 8.

Netiplné feSeni zaslali: Samuel Riha z G v Brné, t¥. Kpt. Jarose a Jan

Varihara z G v HoleSové.

Pavel Calabek

Eukleides: ZAKLADY. Knihy I-1V.
Vydala OPS, Nymburk 2008, 154
stran, ISBN: 978-80-903773-7-0

Mezi architektonickymi skvosty lid-
skych déjin je mdlo tak impozantnich vy-
tvord, jakym je stavba geometrie.

Uz sdm nézev knihy pisobi pfimo ma-
gicky: jakoby se pred ¢tendrem zjevila pra-
plvodni tvar starovéké védy a soulasné
vystupoval z Fddki i obraz jejiho tvirce —
¢lovéka, obdareného prisné logickym mys-
lenim.

Je zéasluzné, Ze se po tolika staletich
rozhodli autofi této pomé&rné Gtlé, ale hut-
né publikace uctit nehynouci paméatku za-
¢atka ,kralovské“ védy a vyuzit ji jako
podnétu k novému, soucasnému zamysleni
nad jejim nestarnoucim obsahem.

Jde o kolektiv autori, zanicenych spo-
le¢né sdilenym zdjmem prevést plvodni

preklad antického spisu do mluvy dnes-
nich vyjadfovacich prostfedki a dat mu
pln€ srozumitelny a tim i velmi ¢tivy, ak-
tudlni vyklad.

Podkladem a vidéim motivem pro tuto
yzprostiedkovatelskou“ ¢innost je zasvé-
ceny komenta¥ profesora Petra Vopénky,
znalce problematiky zajisté povolaného
k tak potfebnému pocinu.

Proto po pfecteni knizky zistane v Cte-
nali nejen hluboky dojem, tcta a obdiv,
ale vznikne i nutkavy zdjem o dalsi z cel-
kem t¥inacti knih ,,Zakladi“, které ma au-
torsky kolektiv v planu napristé jesté vy-
dat.

Nezbyva tedy, nez se té8it, Zze pokraco-
véani na dané téma se bude v co mozno nej-
blizsi dobé realizovat se stejnym tspéchem
a zaptsobi tak Ginné, jako se to podarilo
v pripadé tohoto Gvodu do ,,Zakladt.

Viadimir Vicek
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