Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 155 a 156, jejichz zadani byla zvefejnéna v patém
¢isle tohoto (18.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 155

Marenka se podivala na Pepovy znamky z matematiky. Zjistila, ze
kdyby se mu nezapocitaly dvé nejlepsi zndmky, zhorsil by se jeho pri-
mér znamek o 0,5. Aby se mu pramér naopak zlepsil o 0,5, nesméla by
mu zapocitat osm nejhorsich znamek. Jaky by mél Pepa primér znamek,
kdyby mu nezapocitala jednu nejlepsi a tii nejhorsi znamky?

Radek Horensky

Reseni:

Ozna¢me n (n > 8) polet vSech Pepovych zndmek z matematiky,
s jejich soucet, p soucet dvou nejlepsich Pepovych zndmek a ¢ soucet
osmi jeho nejhorsich znamek. Jelikoz se jednd o znamky kvalifikacni stup-
nice, jsou vSechna tato ¢isla pfirozend a plati 2 < p < 10, 8 < ¢ < 40,
n < s < 5n. Skutecnost, ze pfi nezapocitani dvou nejlepSich znamek se
pramér Pepovych zndmek zhorsi o 0,5, lze zapsat

s 1 s—p
n 2 n-2

Tuto rovnici upravime na tvar
n(n —2) =4(s —p) — 2p(n — 2). (1)

Odtud vidime, Ze n je sudé ¢éislo (tedy n > 10). JelikoZz s a p jsou soucty
nékolika zndmek, plati s — p < (n — 2)5. Odhadneme shora levou stranu
ve vztahu (1) a dostaneme n(n —2) < 20(n — 2) — 4(n — 2). Odtud jiz
plyne, ze n < 16, tedy n € {10,12,14,16}. Oznacme navic u soucet zna-
mek, které Pepovi zlistanou, pokud nebudeme uvazovat jeho dvé nejlepsi
a osm nejhorSich zndmek. Protoze n > 10 a uvazujeme znamky, plati
0 < (n—10) < u < 5(n— 10). Dale mame s = p+ u + g a vztah (1)
prepiseme do tvaru

n(n —2) =4(q + u) — 2p(n — 2). (2)
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Skutecnost, ze pri nezapoc¢itani osmi nejhorsich zndmek se Peptv pri-
mér zlepsi o 0,5, zapiSeme

ptutqg 1 _p+u
n 2 n-—8
Tuto rovnici upravime na tvar
n(n —8) = 2q(n — 8) — 16(p + u). (3)

Pokud n = 10, potom u = 0, rovnice (2) a (3) pfepiSeme do tvaru
80 = 4q — 16p a 20 = 4g — 16p. Vidime, Ze soustava téchto rovnic nema
feSeni. Tedy n € {12,14,16}. Nyni pro tyto hodnoty n vyfesime soustavu
rovnic (2) a (3) vzhledem k nezndmym p a q. Vysledky zapiSeme do ta-
bulky.

n 12 14 16
g u—15 |u—24

o 2 3

4u

q [4u—10 |2u—3 3

Pokud n = 12, je 2 < u < 10. Vzhledem k tomu, ze p > 2 plati nutné
u = 10, p = 2, ¢ = 30. Ale u je soucet dvou znamek, z nichz kazda
neni horsi nez kazda z 8 Pepovych nejhorsich znamek, proto 4u < ¢, coz
nenastane. Nalezené feseni tedy nevyhovuje podminkam zadani. Pokud
n = 14, potom 4 < u < 20. Vzhledem k tomu, ze p > 2 plati nutné u = 19,
p = 2, ¢ = 35. Ale u je soucet ¢ty znadmek, z nichz kazda neni horsi nez
kazdé z 8 Pepovych nejhorsich zndmek, proto 2u < g, coz nenastane. Tedy
i v tomto pripadé nalezené reSeni nevyhovuje podminkam zadani. Pokud
n = 16, potom 6 < u < 30. Vzhledem k tomu, Ze p > 2 plati nutné u = 30,
p =2, g = 40. Ale u je soucet Sesti zndmek, proto kazda z téchto znamek
je 95, q je soucet osmi nejhorsich Pepovych zndmek, proto kazda z nich je
5 a p je soucet dvou nejlepsich Pepovych zndmek, kazda z nich je 1. Pepa
tedy dostal z matematiky dvé jednicky a ¢trnact pétek.

Zdver: Kdyz Marenka nezapocita Pepovi jednu nejlepsi a tii nejhorsi
znamky, bude pramér zbyvajicich zamek roven % = 13—4.
Spravné reseni zaslal Anton Hndth z Moravan.
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Uloha 156

Do transportniho kontejneru, jehoz dno ma rozméry 9x9 a ktery ma
vysku 8 (v8echny udaje jsou v dm), je t¥eba nasklddat kazety nékolika
typi: A — dno 2x3, vyska 1, cena 700 K¢&/ks, B — dno 2x4, vyska 1,
cena 1000 Ké/ks, C — dno 3x3, vyska 1, cena 1100 K¢&/ks, S — dno 1x1,
vyska 2, cena 200 K¢&/ks. Prazdny prostor lze vyplnit reklamnimi kazetami,
kostkami R o rozmérech 1x1x1, cena 50 K¢/ks. Z kazet A, B, C (po
jedné od kazdého z téchto tii druhti) lze navic po doruceni kontejneru do
prodejny sestavit darkovy komplet K v cené 2990 K¢. Kazety maji byt
v bedné ulozeny tak, aby:

— od kazdého z druht A, B, C, S, R byl poslan alespon jeden kus,
— v8echny kazety byly do kontejneru ulozeny dnem dolf,
— pri prodeji obsahu kontejneru se dosahlo co nejvétsi trzby.

Nakreslete plan uloZeni kazet do jednotlivych vrstev, uvedte vyslednou
trzbu a dokazte, Ze je nejvyssi mozna.
Stanislav Trdvnicek
Reseni:

Nejprve najdeme pro jednotlivé kazety trzbu za 1dm? a zapiSeme je do
tabulky.

Kazeta | A | B | ¢ | s | R | K
Trzba za 1dm® [ 1162 K& | 125 K& [ 1222 K¢ | 100 K& | 50 K& [ 130 K¢

Z tohoto prehledu plyne, Ze nejvétsi trzbu prinese komplet K, proto je
tfeba volit takové ulozeni kazet, abychom dostali co nejvice trojic ABC.
Objem prepravniho kontejneru je 648 dm?, objem kazet kompletu K je
23 dm?. Do kontejneru tedy vejde nejvyse 28 trojic kazet ABC a zbydou
jesté nevyplnéné 4 dm?. Podle podminek do nich musime uloZit je§té ale-
spoil jednu kazetu S o objemu 2dm? a jednu kazetu R o objemu 1dm?.
Zbyvajici objem 1 dm? zaplnime jednou kazetou R. Je vidét, Ze pii kazdém
jiném rozmisténi kazet bychom museli rozebrat alespon jeden komplet K,
¢imz bychom utrpéli vétsi ztratu nez je mozny zisk z nahrazeni kazety R
jinymi kazetami. Pokud se ndm tedy podaii ulozit do kontejnert 28 trojic
ABC, jedna kazeta S a dvé kazety R, bude trzni cena takového kontejneru
nejvyssi moznd. Na nésledujicich obrazcich je priklad takového ulozeni ka-
zet do jednotlivych vrstev.
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Spodni dvé vrstvy Stiedni ¢tyfi vrstvy Horni dvé vrstvy

c C c c |A|A]A ClplBlB
c A A o A A ¢ 9R s
c |B|B|B c |B|B|B c | Blala

Pritom kazeta S lezi v obou hornich vrstvach kontejneru. Abychom
z prepravniho kontejneru ziskali co nejvétsi trzbu, ulozime do néj kazety

2x (2A+3B+50)+4x (5A+3B+3C)+2x (2A+5B+3C+R+1S) =
=284+28B+28C + 2R+ S.

Celkem za né utrzime
28 -2990 + 2 - 50 + 200 = 84 020 K¢.

Spravné reseni zaslal Anton Hndth z Moravan.

Netplné reseni zaslal Frantisek Jachim z Volyné.
Pavel Caldbek
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