Zajimavé matematické ulohy

Uvadime feseni uloh 151 a 152, jejichz zadani byla zvefejnéna v prvnim cisle
tohoto (18.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 151
Dokazte, ze pro vSechna kladna realna ¢isla a, b, ¢ plati

a’b? b2c? 2a?
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Dale zjistéte, kdy nastava rovnost.

Petr Kanovsky

Reseni:
Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem plati pro
kladna realna cisla a, b, ¢
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Uzitim principu cyklické zamény plati také
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pfi¢emz rovnost nastane, praveé kdyz ; = g a ¢ = 7. Uzitim téchto t¥i nerovnosti
tak dostaneme
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coz jsme meli dokazat. Rovnost v této nerovnosti nastane, pravé kdyz nastane
rovnost ve vech tiech uzitych nerovnostech, tj. kdyz ¢ = § = %, tedy pravé kdyz
a=0b=c.



Jiné€ tesent podle Josefa Tkadlece:

Pro kladna realna ¢isla a, b, ¢ plati identita

Podle Cauchyovy nerovnosti plati
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a uzitim vyse dokézané identity odtud dostaneme dokazovanou nerovnost. Rov-
nost v ni nastane, pravé kdyz
a’b? b2c? c2a?
A +20%¢ _ a*+2c3a _ b+ 2a%
e+ 203 a® +2¢3 b3 4 2a3
b2c c2a a?b

odkud vypoctem (ktery nebudeme uvadét) dostaneme, ze a = b = c.

Spravné feseni zaslali: Josef Ondrej G v Roznoveé p. R., Josef Tkadlec z GJIK
v Praze 6 a Jan Vanhara z GLJ v Holesové.

Uloha 152

Necht B;, By, Bs jsou dotykové body kruznice vepsané trojuhelniku A; A;As
po fadé se stranami Ay Asz, As3Ai, A1As. Oznacme dale I, I, I3 stiedy kruznic
Vepsan}'fch Po radé trOJﬁhelnikﬁm Al BgBQ, A2B1 Bg, A3B2B1. Jsou-li flhly BQBl Bg
a I I I3 shodné, je trojuhelnik A; A3 A3 rovnoramenny. Dokazte.

Jaroslav Svrcek

Resent:

Vétsina Teseni, ktera redakce obdrzela, byla zalozena na skutecnosti, ze body
I, I a I3 lezi na kruznici k£ vepsané libovolnému trojuhelniku A; AsAs, jejiz
stfed ozna¢ime I. Tento fakt nyni dokdzeme (obr. 1). Ozna¢me «, (3, 7 velikosti
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Obr. 1

vnitinich Ghli trojuhelniku Ay As A3 po fadé pii vrcholech Ay, Ay, As. Jelikoz
A1ByI a A;Bsl jsou shodné pravouhlé trojihelniky, je velikost thlu ByIBs
rovna 180° — a. Tomuto stfedovému thlu odpovida na kruznici k£ obvodovy thel
By By B3, jeho velikost je tedy 90° — 5. Navic je trojihelnik A; B3 By rovnostranny
a velikosti vnitfnich thld pfi zédkladné By Bz jsou 90° — 5. Osy vnitfnich ahla
tohoto trojuhelniku pii zéakladné Bz B3 s ni sviraji shodné thly o velikosti 45° — ¢
a protinaji se ve stfedu I; kruznice jemu vepsané. Velikost thlu ByI; B3 je proto
180°—2 (45o — %) = 90°+5. Body B a I lezi v opacnych polorovinach vytatych
primkou B, Bs, soucet velikosti uhla By, B1 B3 a Byl B3 je 180°, tedy tyto ctyti
body Bs, By, B3 a I; lezi na jedné kruznici. Touto kruznici je kruznice k opsana
trojuhelniku By By Bs. Tedy bod [ lezi na kruznici k. Podobné ukaZzeme, Ze na ni
lezi i body I a I3. Tim jsme ukazali, Ze body [, I a I3 lezi na kruznici vepsané
trojflhelniku A1A2A3.

Nyni uréime velikost thlu ;b5 (obr. 2). Stfedy I; a I3 kruznic vepsanych

As

A

Obr. 2

trojuhelnikim AyB3B, a A3ByBp lezi na osach vnitinich thld trojuhelniku
A1A3 A3 pii vrcholech A; a As, které se protinaji ve stfedu I kruznice k.
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Velikost tthlu A3A11 je §, velikost thlu A; A3l je 3, proto velikost ihlu A; A3
je 180° — § — 3. Tomuto stfedovému thlu kruznice k odpovida obvodovy thel
I, 1315, jeho velikost je 90° — § — 7.

Jsou-li thly Bs By Bs a I1 I I3 shodné, plati pro jejich velikosti 90° — 5 = 90° —
— & — 1, odtud jiz dopocitame 7 = ¢, tedy a = . Trojthelnik A;A45A3 je proto

rovnoramenny, coz jsme meéli dokazat.

Spravné feseni zaslali: Anton Hndth z Moravan, Simona Domesovd, Miroslav
Klimos, Lucie Mohelnikova a Eliska Nekvapilova, vSichni z GMK v Bilovci, Jana
Faltynkovd z CMG v Prostéjové, Tomas Kocdb z G v Kosicich, Postova, Radek
Marciria z GChD v Praze 5, Zborovska, Jan Matéjka z G v Ceskych Budéjovicich,
Jirovcova, Van Nhan Nguyen a Martin Vyska, oba z G v Praze 6, Nad Aleji, Josef
Ondrej G v Roznové p. R., Samuel Riha, Hana Sormovd a Bohuslav Zmek,
vsichni z G v Brné, t¥. Kpt. Jarose, Alexzander Sldvik z G v Brné-Reckovicich,
Josef Tkadlec, Jakub Topfer a Tomds Zeman, vSichni z GJK v Praze 6.

Pavel Calabek



