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��� Ku�ina� F� � P
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��� Pern	� J�� Konstruktivizmus ve vyu�ov�n� matematice� In� Matematika v �kole dnes
a zajtra �zborn�k z konferencie� s� �����	��� Ru!omberok� PdF KU� �����


��� P�lya� G�� Mathematics and plausible reasoning� Princeton University Press� Prin�
ceton ���	�
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����� �����


��� Turek� I�� Inov�cie v didaktike� MPC� Bratislava �����

Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me �e�en� �loh ��! a ���� jejich� zad�n� byla zve�ejn
na ve t�et�m
	�sle tohoto �� �� ro	n�ku na�eho 	asopisu�

�loha ���
Ur	it� obnos men�� ne� ���� K	 je rozd
len do deseti 	�slovan�ch hro�

m�dek �v cel�ch korun�ch�� p�i	em� plat��

% Kdy� z �� hrom�dky odebereme desetinu p��slu�n� 	�stky a p�id�me ji
ke �� hrom�dce�

% pak ze �� takto zv
t�en� hrom�dky odebereme desetinu p��slu�n� 	�stky
a p�id�me ji ke !� hrom�dce�
� � �
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% pak z �� takto zv
t�en� hrom�dky odebereme desetinu p��slu�n� 	�stky
a p�id�me ji k ��� hrom�dce�

% a� nakonec z takto zv
t�en� ��� hrom�dky odebereme desetinu p��slu�n�
	�stky a p�id�me ji k �� hrom�dce�

pak bude ve v�ech hrom�dk�ch t�� obnos�

Kolik K	 bylo v jednotliv�ch hrom�dk�ch p�vodn
 a kolik nakonec"

Stanislav Tr�vn��ek

�e�en��
Ozna	me x�� x�� � � � � x�� p�vodn� 	�stky v jednotliv�ch hrom�dk�ch a c

	�stku� kter� z�stane v ka�d� hrom�dce nakonec� Z�ejm
 plat�

x� � x� � � � � � x�� � ��c�

Vzhledem k zad�n� �lohy je pak ��c � ���� K	� tedy

c � ���K	�

Ozna	me y 	�stku� kterou p�esuneme z druh� hrom�dky na t�et�� Potom
ve druh� hrom�dce byla po prvn�m kroku 	�stka ��y� zbyla 	�stka �y � c�
tedy y � �

	
c� Ve t�et� hrom�dce pak po p�id�n� 	�stky ve druh�m kroku

bude x� � �

	
c� po odebr�n� 	�stky ve t�et�m kroku tam zbyde 	�stka

c �
�
��

�
x� �

�
�
c

�
�

Odtud x� � c a ve t�et�m kroku p�esouv�me na 	tvrtou hrom�dku op
t
	�stku �

	
c � y�

Tyto �vahy zopakujeme d�le pro 	tvrtou a� des�tou hrom�dku a do�
staneme

x� � x� � � � � � x�� � c

a v posledn�m kroku p�esouv�me na prvn� hrom�dku 	�stku �

	
c � y� Potom

bude v prvn� hrom�dce 	�stka

�
��
x� �

�
�
c � c�
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Odtud

x� �
��
��
c�

V prvn�m kroku jsme tedy z prvn� hrom�dky na druhou p�esouvali
	�stku

�
��
x� �

�
��
c�

na druh� hrom�dce pak byla 	�stka

x� �
�
��
c � ��y �

��
�
c�

Odtud

x� �
��
��
c�

Na jednotliv�ch hrom�dk�ch tedy byly 	�stky

x� �
��
��
c� x� �

��
��
c� x� � x� � � � � � x�� � c�

Vzhledem k tomu� �e podle zad�n� jsou tyto 	�stky celo	�seln� a c �
� ��� K	� plat� nutn
 c � �� K	� Nyn� je t�eba je�t
 ov
�it� zda m��
�eme p�esouvan� sumy vyj�d�it pomoc� dostupn�ch minc� 	i bankovek�
V prvn�m kroku se p�esouv� 	�stka � K	� ve druh�m �� K	� v dal��ch pak
	�stky � K	� co� lze�

P�vodn
 byly v jednotliv�ch hrom�dk�ch 	�stky

x� � ��K	� x� � ��K	� x� � x� � � � � � x�� � ��K	

a na konci byla na ka�d� hrom�dce 	�stka �� K	�

Spr�vn� �e�en� zaslaliMiloslav H�bsch z Prahy �� Jan �apek z G v Duch�
cov
� David Kla�ka� Samuel ��ha� Jana �ormov�� Adam Zemek a Bohuslav
Zmek� v�ichni z G v Brn
� t�� Kpt� Jaro�e� Miroslav Klimo�� Lucie Mohel�
n�kov�� Eli�ka Nekvapilov� a Tom�� Toufar� v�ichni z GMK v B�lovci� Jan
Mat�jka z G v .esk�ch Bud
jovic�ch� J�rovcova�Martin Mich�lek z GJKT
v Hradci Kr�lov�� Josef Ond�ej z G v Ro�nov
 pod Radho�t
m a Alena
Peterov� z G v Dobru�ce�
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�loha ���
Obd�ln�k ABCD o rozm
rech m�n je rozd
len na mn jednotkov�ch

	tverc�� Uva�ujme libovoln� syst�m p��mek� v jejich� sjednocen� le�� v�ech�
ny vrcholy zm�n
n�ch jednotkov�ch 	tverc� s v�jimkou bodu A� Doka�te�
�e ka�d� takov� syst�m obsahuje alespo� m� n p��mek�

Jarom�r �im�a

�e�en��
Dan� obd�ln�k um�st�me do kart�zsk� sou�adnicov� soustavy s po	�tkem

v bod
 A tak� �e cel� le�� v jej�m prvn�m kvadrantu� M�me uk�zat� �e ka�d�
syst�m p��mek� jejich� sjednocen� obsahuje v�echny body z mno�iny

M�n�m� �
n
�x� y�&x � f�� �� � � � � ng� y � f�� �� � � � �mg� x� y � �

o

a neobsahuje bod ��� ��� se skl�d� alespo� z m�n p��mek� Libovoln� sys�
t�m p��mek� jejich� sjednocen� obsahuje v�echny body mno�iny M�n�m�
a neobsahuje bod A � ��� ��� budeme d�le naz�vat M�n�m��syst�m�

De�nici mno�iny M�n�m� m��eme zobecnit i na p��pady� kdy n
kter�
z 	�selM�n�m� je rovno �� Toti�M��� �� je pr�zdn� mno�ina� pro p�irozen�
	�sla m a n pak polo��me

M�n� �� � f��� ��� ��� ��� � � � � �n� ��g

M���m� � f��� ��� ��� ��� � � � � ���m�g

Libovoln� M��� ���syst�m pak nemus� obsahovat ��dnou p��mku� V p���
pad
 p�irozen�ho 	�sla n mno�ina M�n� �� obsahuje n r�zn�ch bod�� kter�
le�� na p��mce proch�zej�c� bodem ��� ��� ��dn� p��mka M�n� ���syst�mu
nem��e proch�zet dv
ma r�zn�mi body mno�inyM�n� ��� proto�e by jinak
proch�zela tak� bodem ��� ��� Proto se M�n� ���syst�m skl�d� z alespo� n
p��mek� Podobn
 se M���m��syst�m skl�d� z alespo� m p��mek� Tvrzen�
p��kladu jsme tak uk�zali pro p��pady� kdy n
kter� z 	�sel m� n je rovno
nule�

Nech� m a n jsou d�le p�irozen� 	�sla� Uva�ujme body mno�iny
M�n�m�� kter� le�� na obvodu obd�ln�ku ABCD� tj� body z mno�iny O

O �
n
�x� ��� x � f�� �� � � � � ng

o
�
n
�x�m�� x � f�� �� � � � � ng

o
�

�
n
��� y�� y � f�� �� � � � �mg

o
�
n
�n� y�� y � f�� �� � � � �mg

o
�
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Nech� p��mka obsahuje alespo� t�i body z O� potom na n� le�� jedna ze
stran obd�ln�ku ABCD� Pokud tato p��mka pat�� do M�n�m��syst�mu�
mohou na n� le�et pouze strany stran BC� CD� tj� jedn� se bu# o p��mku
x � n� nebo y � m�

P�edpokl�dejme� �e do M�n�m��syst�mu nepat�� p��mky x � n a y �
� m� Potom ka�d� z p��mek tohoto syst�mu proch�z� nejv��e dv
ma body
z ��m � n� � � bod� mno�iny O� tedy do tohoto syst�mu pat�� alespo�
m� n p��mek�

Nyn� uva�me situaci� kdy n
kter� z p��mek BC� CD pat�� do M�n�m��
syst�mu� Obecn
ji p�edpokl�dejme� �e existuj� cel� nez�porn� 	�sla
k � f�� �� � � � � ng� l � f�� �� � � � �mg� tak� �e p��mky x � k a y � l
do M�n�m��syst�mu nepat��� kde�to ka�d� z �m � n � k � l� p��mek
x � k � �� x � k � �� � � � � x � n a y � l � �� y � l � �� � � � � y � m
do tohoto M�n�m��syst�mu pat��� Tyto p��mky nemaj� ��dn� spole	n�
bod s mno�inou M�k� l�� Ale podle p�edchoz�ho se M�k� l��syst�m skl�d�
z alespo� k � l p��mek� tedy i v tomto p��pad
 se M�n�m��syst�m skl�d�
z �k � l� � �m� n� k � l� � m� n p��mek� T�m je �loha dok�z�na�

Pozn�mka �� Sjednocen� soustavy n p��mek x � k� k � f�� �� � � � � ng a sou�
stavy m p��mek y � l� l � f�� �� � � � �mg obsahuje mno�inu M�n�m�� tedy
m�n je nejlep�� doln� odhad po	tu p��mek libovoln�ho M�n�m��syst�mu�

Pozn�mka �� V��e uveden�m zp�sobem �lohu �e�ili v�ichni sout
��c�� kte��
m
li �pln� �e�en��

Spr�vn� �e�en� zaslali Jan Kus� a Tom�� Toufar� oba z GMK v B�lovci�
Jan M�ca z G v T�eb�	i� Josef Ond�ej z G v Ro�nov
 pod Radho�t
m�
Libor Peltan z G v .esk�ch Bud
jovic�ch� .esk� a Josef Tkadlec z GJK
v Praze�

Ne�pln� �e�en� zaslalMiloslav H�bsch z Prahy �� Jan �apek z G v Duch�
cov
 a Li Mang z GChD v Praze�

Pavel Cal�bek
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