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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 143 a 144, jejichz zadani byla zvefejnéna ve tietim

Cisle tohoto (17.) ro¢niku naSeho ¢asopisu.

Uloha 143

Urcity obnos mensi nez 1000 K¢ je rozdélen do deseti ¢islovanych hro-

madek (v celych korunéch), pficemz plati:

Kdyz z 1. hromadky odebereme desetinu prislusné castky a pridame ji
ke 2. hroméadce,

pak ze 2. takto zvétsené hromadky odebereme desetinu prislusné castky
a pridame ji ke 3. hromadce,
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— pak z 9. takto zvétsené hromadky odebereme desetinu pfislusné castky
a pridame ji k 10. hromadce,

— az nakonec z takto zvétsené 10. hromédky odebereme desetinu piislusné
Castky a pridame ji k 1. hromadce,

pak bude ve vSech hromadkéch tyz obnos.

Kolik K¢ bylo v jednotlivych hromadkach ptivodné a kolik nakonec?
Stanislav Travnicek
Resent:
Oznaéme z1, 2, ...,T10 puvodni ¢astky v jednotlivych hromadkéch a ¢
castku, kterd zistane v kazdé hromdadce nakonec. Ziejmeé plati

1+ T2+ ... + 210 = 10c.
Vzhledem k zadani ilohy je pak 10c < 1000 K¢, tedy
c < 100 Ke.

Oznacme y ¢astku, kterou presuneme z druhé hroméadky na tieti. Potom
ve druhé hromdadce byla po prvnim kroku c¢astka 10y, zbyla castka 9y = ¢,
tedy y = %c. Ve tieti hromadce pak po pridani ¢astky ve druhém kroku
bude z3 + %c, po odebrani ¢astky ve tfetim kroku tam zbyde castka

9 +1
c—10 T3 9c .

Odtud z3 = ¢ a ve tfetim kroku presouvame na ¢tvrtou hromadku opét
Castku %c =1y.

Tyto tvahy zopakujeme dale pro ¢tvrtou az desatou hromadku a do-
staneme

a v poslednim kroku presouvame na prvni hromadku ¢astku %c = y. Potom
bude v prvni hromadce ¢astka

gm +-c=c
T
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Odtud
80

= gc.

V prvnim kroku jsme tedy z prvni hromadky na druhou pfesouvali
castku

T

18
107"~ 81°

na druhé hromdadce pak byla ¢astka

8 10
x2+81c Oy 9c
Odtud
82
332—816.

Na jednotlivych hromadkach tedy byly castky

80 _ 82 o _ _
xl—ﬁc, .’I}Q—ﬁc, I3 = Tg4 = ... =T10 — C.
Vzhledem k tomu, ze podle zadéani jsou tyto castky celociselné a ¢ <
< 100 K¢, plati nutné ¢ = 81 K¢. Nyni je tieba jesté ovéfit, zda ma-
zeme presouvané sumy vyjadrit pomoci dostupnych minci ¢i bankovek.
V prvnim kroku se presouva castka 8 K¢, ve druhém 10 K¢, v dalgich pak
castky 9 K¢, coz lze.
Pavodné byly v jednotlivych hromadkach castky

$1:80Ké, $2:82Ké, 2133:374:...:3310:811{6
a na konci byla na kazdé hromadce castka 81 K¢.

Spravné feseni zaslali Miloslav Hiibsch z Prahy 5, Jan Capek z G v Duch-
cové, David Klaska, Samuel Riha, Jana Sormovd, Adam Zemek a Bohuslav
Zmek, vichni z G v Brné, ti. Kpt. JaroSe, Miroslav Klimos, Lucie Mohel-
nikova, Eliska Nekvapilovd a Tomds Toufar, vSichni z GMK v Bilovci, Jan
Matéjka z G v Ceskych Budéjovicich, Jirovcova, Martin Michdlek z GJKT
v Hradci Kralové, Josef Ondrej z G v RoZnové pod Radhostém a Alena
Peterovd z G v Dobrusce.
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Uloha 144

Obdélnik ABCD o rozmérech mxn je rozdélen na mn jednotkovych
¢tvercd. Uvazujme libovolny systém ptrimek, v jejichz sjednocent lezi viech-
ny vrcholy zminénych jednotkovych ¢tverct s vyjimkou bodu A. Dokazte,
ze kazdy takovy systém obsahuje alespon m + n primek.

Jaromir Simsa

Reseni:

Dany obdélnik umistime do kartézské souradnicové soustavy s pocatkem
v bodé A tak, ze cely lezi v jejim prvnim kvadrantu. Mame ukézat, ze kazdy
systém piimek, jejichz sjednoceni obsahuje vsechny body z mnoziny

M(n7m) = {(:L'?y);we {0717"'7n}7y€ {0717"'7m}7w+y>0}

a neobsahuje bod (0, 0), se skldd4 alespon z m + n pFimek. Libovolny sys-
tém piimek, jejichZ sjednoceni obsahuje vSechny body mnoZiny M (n,m)
a neobsahuje bod A = (0,0), budeme déle nazyvat M (n, m)-systém.

Definici mnoziny M (n,m) miZeme zobecnit i na p¥ipady, kdy nékteré
z Cisel M (n,m) je rovno 0. Totiz M (0, 0) je prazdnd mnozina, pro p¥irozend
¢isla m a n pak polozime

M(n,0) = {(1,0),(2,0),..., (n,0)}
M(0,m) ={(0,1),(0,2),...,(0,m)}

Libovolny M (0, 0)-systém pak nemusi obsahovat zddnou pfimku. V pfi-
padé prirozeného ¢isla n mnozina M (n, 0) obsahuje n rtznych bodu, které
lezi na p¥imce prochazejici bodem (0,0), zadna p¥imka M (n,0)-systému
nemuZe prochazet dvéma riznymi body mnoziny M (n,0), protoze by jinak
prochézela také bodem (0,0). Proto se M (n, 0)-systém skldda z alesponi n
primek. Podobné se M (0, m)-systém sklada z alesponn m piimek. Tvrzeni
prikladu jsme tak ukazali pro pfipady, kdy nékteré z ¢isel m, n je rovno
nule.

Necht m a n jsou déle pfirozend c¢isla. Uvazujme body mnoZiny
M (n,m), které lezi na obvodu obdélniku ABCD, tj. body z mnoziny O

0= {(x,O),:C € {1,2,...,n}}U{(:c,m),:c € {0,1,...,n}}U
U{(O,y),ye {1,2,...,m}}u{(n,y),y€ {0,2,...,m}}.
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Necht pfimka obsahuje alespon tii body z O, potom na ni lezi jedna ze
stran obdélniku ABCD. Pokud tato pfimka patii do M (n, m)-systému,
mohou na ni leZet pouze strany stran BC, C'D, tj. jedné se bud o pfimku
T =mn, nebo y =m.

Piedpoklddejme, Ze do M (n,m)-systému nepatii pfimky x =n a y =
= m. Potom kazda z pfimek tohoto systému prochazi nejvyse dvéma body
z 2(m + n) — 1 bodt mnoziny O, tedy do tohoto systému patii alespon
m + n primek.

Nyni uvazme situaci, kdy nékterd z pfimek BC, CD patii do M (n,m)-
systému. Obecnéji predpokladejme, ze existuji celd nezapornd Ccisla
k e {0,1,...,n}, I € {0,1,...,m}, tak, Ze pfimky z = kay =1
do M(n,m)-systému nepatii, kdezto kazdd z (m + n — k — ) pfimek
r=k+l,z=k+2,....0 =nay=I1l+1ly=1014+2,...,y = m
do tohoto M (n,m)-systému patii. Tyto pfimky nemaji zadny spoleény
bod s mnozinou M (k,l). Ale podle pfedchoziho se M (k,1)-systém skladé
z alesponi k + [ primek, tedy i v tomto piipadé se M (n,m)-systém sklada
z(k+1)+ (m+n—k—1)=m+n pfimek. Tim je tloha dokazana.

Poznamka 1. Sjednoceni soustavy n piimek x = k, k € {1,2,...,n} a sou-
stavy m piimek y =1, 1 € {1,2,...,m} obsahuje mnozinu M (n,m), tedy
m+n je nejlepsi dolni odhad po¢tu piimek libovolného M (n,m)-systému.

Pozndmka 2. Vyse uvedenym zptisobem tlohu fesili v8ichni soutézici, ktefi

méli iplné feSeni.

Spravné feSeni zaslali Jan Kusy a Tomds Toufar, oba z GMK v Bilovci,
Jan Mdca z G v Tiebici, Josef Ondrej z G v Roznové pod Radhostém,
Libor Peltan z G v Ceskych Budgjovicich, Ceské a Josef Tkadlec z GJK
v Praze.

Netiplné fegeni zaslal Miloslav Hiibsch z Prahy 5, Jan Capek z G v Duch-
cové a Li Mang z GChD v Praze.

Pavel Calabek
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