Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 140 a 141, jejichz zadani byla zvefejnéna v prvnim
¢isle tohoto (17.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 141

7 drevéného kvadru o rozmérech axbxc, kde a, b, ¢ jsou prirozend Cisla
veétsi nez 1, vyrezeme u nékterych dvou protilehlych vrchold daného kvadru
dvé rohové jednotkové krychlic¢ky. Urcete vSechny trojice a, b, ¢, pro které
lze takto vytvorené téleso roziezat na dvojkrychle 2x1x1.

Jozef Cmar
Reseni:

Kvadr o rozmérech axbxc umistéme do kartézské soutadnicové sou-
stavy tak, ze jeden z jeho vrcholl je umistén v pocatku, cely kvadr lezi
v prvnim oktantu a jedna z vyriznutych krychlicek mé vrchol v pocatku.
Téleso s touto polohou oznaéme T'(a, b, ¢). Pokud bude existovat rozfezani
zkoumaného télesa na dvojkrychle, budou tyto dvojkrychle slozené z jed-
notkovych krychlicek, jejichz vrcholy maji celo¢iselné souradnice. Pro cela
¢isla @, y, z oznatme k(z,y, z) jednotkovou krychlicku s vrcholy (x,y, z),
(z+1,y,2), (z,y +1,2), (z,y,2+ 1), (x+ Ly +1,2), (x + 1,y,2+ 1),
(z,y+1,z+1), (x+1,y+1,z+1). Z kviddru axbxc tak budou vytiznuty
krychli¢ky £(0,0,0) a k(a — 1,b—1,¢— 1). Jednoduse nahlédneme, ze dvé
krychlicky k(xz1,y1,21) a k(x2,ys2, 22) budou mit spolefnou sténu, pravé
kdyz

{lz2 = @1l, ly2 — w1l, |22 — 21[} = {1,0,0},

budou mit spole¢nou hranu, pravé kdyz

{le2 — 2], ly2 — 1], |22 — 21} = {1,1,0},
a budou mit spolec¢ny vrchol, pravé kdyz

{lo2 = @1l, ly2 —wal, |22 — 2u[} = {1, 1,1},

Pokud jsou a, b, ¢ vesmés lichd ¢isla, je T'(a,b,c) slozeno z abc — 2
krychlicek, coz je liché ¢islo a tedy toto zkoumané téleso nelze roziezat na
dvojkrychle, jejichz objem je 2.
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Necht dvé z ¢isel a, b, ¢ jsou suda ¢isla a tieti je liché. Pro z € {0, 1,...,
a—1},y € {0,1,...,b—1} az € {0,1,...,a — 1} obarvéme jednotlivé
jednotkové krychlicky nasledujicim zptisobem. V piipadé, kdyz x +y+z je
sudé ¢islo, obarvéme krychlicku k(z,y, z) bilou barvou, jinak ji obarvéme
cernou barvou. Cely kvadr axbxc se tak sklada z %abc cernych krychli-
ek a z Labe bilych krychli¢ek, pfitom se tyto krychlicky pravidelné stri-
daji. Abychom dostali T'(a,b,¢), vyFizli jsme z kvadru axbxc krychlicky
k(0,0,0) a k(a —1,b — 1,c — 1), obé jsou obarvené bile. Pokud by existo-
valo rozfezani T'(a, b, ¢) na dvojkrychle, sklddala by se kazd4 z jedné ¢erné
a z jedné bilé krychlicky a tedy bilych a ¢ernych krychlicek by byl stejny
pocet. Jelikoz se ale zkoumané téleso T'(a,b, ) skldda z $abc — 2 bilych
a %abc ¢ernych krychli¢ek, nemtize existovat roziezani zkoumaného télesa
T'(a,b,c) na dvojkrychle.

Nyni ukdZeme, Ze pokud a+ b+ ¢ je sudé ¢islo, lze T'(a, b, ¢) roziezat na
dvojkrychle. Diikaz provedeme nékolikerym uzitim matematické indukce
vzhledem k proménnym a, b, c.

Téleso T'(2,2,2) lze roziezat na t¥i dvojkrychle, ty jsou sloZeny napii-
klad z krychlicek (k(1,0,0),%k(1,1,0)), (k(0,0,1),%(1,0,1)) a (k(0,1,0),
k(0,1,1)). Téleso T'(3,3,2) lze roziezat na dvojkrychle

(k(1,0,0),k(2,0,0)), (k(2,1,0),%(2,2,0)), (k(0,1,0),k(1,1,0)),
(k(0,2,0),k(1,2,0)), (k(0,0,1),k(1,0,1)), (k(2,0,1),k(2,1,1)),
(k(0,1,1),k(1,1,1)), (k(0,2,1),k(1,2,1)).

Podobné lze rozfezat na dvojkrychle télesa 7'(3,2,3) a T'(2,3, 3).
Piedpoklddejme, ze lze roziezat na dvojkrychle téleso T'(a,b,c). Uka-

Zeme, Ze potom lze roziezat také T'(a+ 2, b, ¢). Z télesa T (a + 2, b, ¢) od¥iz-

néme dvojkrychle (k(z,y,z),k(z + 1,y, z)) pro trojice (z,y, z) z mnoZiny

{(:c,y,z)|$:a,yE{O,l,...,b—l},ze {0,1,...,¢—1},

(y,z) 7é (b_lac_l)}

a pro trojici (a — 1,b—1,¢ — 1). Potom dostaneme téleso T'(a, b, c), které
podle indukéniho predpokladu na dvojkrychle roziezat lze. Podobné uké-
Zeme, ze z predpokladu, Ze na dvojkrychle lze rozfezat téleso T'(a,b,c)
plyne, Ze na dvojkrychle lze roziezat télesa T'(a,b + 2,¢) ¢ T'(a,b, c+ 2).
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Uzitim principu matematické indukce tak zjistime, ze na dvojkrychle
lze roztezat kazdé téleso T'(a,b,c), kde a, b, ¢ jsou takova pfirozend ¢isla
vétsi nez jedna, Ze soucet a + b+ ¢ je sudé cislo.

Spravné feseni zaslali Miloslav Hiibsch z Prahy 5, Jan Capek z G v Du-
chcové, David Klaska a Jana Sormovd, oba z G v Brné, t¥. Kpt. Jaroge,
Miroslav Klimos a Jan Kusy, obaz GMK v Bilovci, Jan Mdca z G v Tiebidi,
Li Mang z GChD v Praze, Martin Michdlek z GJKT v Hradci Kralové,
Josef Ondiej z G v Roznové pod Radhostém, Libor Peltan z G v Ces-
kych Budéjovicich, Jirovcova, Ceskd, Josef Tkadlec z GJK v Praze a Jan
Vanhara z G v HoleSové.

Nelplné feSeni zaslal Anton Hndth z Moravan.

Uloha 142
Urcete pocet vSech prirozenych ¢isel n mensich nez 2008, pro néz je ¢islo
2" — n? délitelné sedmi.
Peter Novotny
Reseni:
Nejprve prozkoumdame zbytky pii déleni sedmi ¢isel 27 a n? pro nékolik
prvnich prirozenych ¢isel n. Tyto zbytky zapiseme do tabulky.

n 1 2 3 4 5 6 7 8

zbytek 2™ pii déleni 7 2 4 1 2 4 1 2 4

zbytek n? pii déleni 7 1 {41224 ]1]o |1

Z tabulky vidime, Ze 23 =1 (mod 3), pro vSechna celd nezédpornd ¢isla
k, j plati 235+ = (23)" 27 = 27 (mod 3). Zbytky &isel 2" p¥i délenf sedmi
se budou opakovat s periodou 3. Pro v8echna celd nezaporna cisla k dale
plati

k+D)"—k"=7T(k+7" "+ Fk+7"k+k+7)" K+ +k"),
proto zbytky pii déleni sedmi &sel n? se budou opakovat s periodou 7.
Celkem tedy vidime, 7e zbytky pii déleni sedmi ¢isel 2" — n? se budou

opakovat s pediodou 21.
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Nyni najdeme vSechna pfirozena ¢isla n z mnoziny Noy = {1,2,...,21},
pro ktera ¢&isla 2™ a n? ddvaji pri déleni sedmi stejné zbytky. Uvazujme
vSechny mozné zbytky cisel 2.

— Zbytek 1 d4va ¢islo 2" pron = 0 (mod 3) a ¢islo n? pron =1 (mod 7)
nebo n =6 (mod 7). VSechna takova ¢isla z mnoZiny N jsou 6 a 15.
Zbytek 2 dava €islo 2" pron = 1 (mod 3) a ¢islo n? pron = 3 (mod 7)
nebo n =4 (mod 7). VSechna takova ¢isla z mnoZiny N jsou 4 a 10.
Zbytek 4 dava ¢islo 2" pron = 2 (mod 3) a ¢islo n? pron = 2 (mod 7)
nebo n =5 (mod 7). V8echna takova ¢isla z mnoziny Nay jsou 2 a 9.

Viechna ¢isla n z mnoziny Nop, pro ktera je ¢islo 2" —n? délitelné sedmi
jsou ¢isla
2,4,6,9,10 a 15.

Plati 2007 = 95 - 21 + 12. Vzhledem k tomu, ze zbytky pii déleni sedmi
¢isla 2™ — n? se opakuji s periodou 21, je pocet viech ¢sel mengich nez
2008, pro néz je 2" — n? délitelné sedmi, roven 95 -6 + 5 = 575.

Spravné feseni zaslali Anton Hndth z Moravan, Jan Capek z G v Du-
chcové, David Klaska, Samuel Riha a Adam Zemek, vichni z G v Brné,
tr. Kpt. JaroSe, Miroslav Klimos, Lucie Mohelnikovd a Eliska Nekvapilovd,
vsichni z GMK v Bilovci, Jan Mdca z G v Trebici, Jan Matéjka z G v Ces-
kych Budéjovicich, Jirovcova, Martin Michalek z GJKT v Hradci Kralové,
Josef Ondiej z G v Roznové pod Radhostém, Libor Peltan z G v Ces-
kych Budé&jovicich, Jirovcova, Ceska, Josef Tkadlec z GJK v Praze a Jan
Varihara z G v HoleSové.

Netplné feseni zaslali Miloslav Hiibsch z Prahy 5, Alena Peterovd z G
v Dobrusce a Jana Sormovd z G v Brné, ti. Kpt. Jaroge.
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