Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 139 a 140, jejichz zadani byla zvefejnéna v devatém
¢isle lonského (16.) roc¢niku naseho Casopisu.

Uloha 139
Urcete vSechny dvojice a, b prirozenych ¢isel, pro néz jsou hodnoty
odmocnin va? — 8b a Vb2 — 8a cela isla.

Jaromir Simsa
Reseni:

Piedpoklddejme, Zze m = v/a? — 8b a n = v/b> — 8a jsou celd nezdporné
¢isla. Bez Gjmy na obecnosti, s ohledem na symetrii vyrazd, predpokla-
dejme, Ze a > b. Z této nerovnosti a z nerovnosti a®> — 8 > 0 plyne
a® > 8b > 8a. Podle podminek talohy je &slo a pfirozené, tedy a > 8.
Odtud a z nerovnosti b> — 8a > 0 plyne b > 8. Tedy a, b jsou pfirozena
Cisla, pro ktera plati

a>b>8. (1)

V dalsich Gpravach uzijeme vztah (1) a dostaneme
a’®>a®>—8b>a’—8a+8(8—a) = (a—8)? (2)

proto
a>m=+a?>—8b>a-_8.

Protoze ¢islo 8b je sudé, maji ¢isla a a m stejnou paritu a podle pfedchoziho
vztahu plati
m € {a—8,a—6,a—4,a— 2}.

Kazdou z téchto mozZnosti vySetfime zvI4st.

Necht m = a—8, potom v (2) nastane rovnost, tedy platia =baa = 8.
Snadno ovérime, ze ¢isla a = 8 a b = 8 vyhovuji podminkam tlohy.
Necht m = a — 6. Potom z definice ¢isla m plyne

3a—9
2

8=0a>—-m?=12a—36, tedy b=
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a plati

2 __ 12 _90’2_8604—81_(30/—43—3)2_119&
meroses 4 = 1 :

Postupnymi Gpravami dostaneme

43\
1120 =9 (3(1— ?> —36n% = (9a — 43 + 6n) (9a — 43 — 6n) .

Z nerovnosti 9a > 9 -8 > 43 vidime, Ze oba Cinitele na pravé strané
predchozi rovnosti jsou prirozend ¢isla. Tato ¢isla navic pri déleni tiremi
davaji zbytek 2 a ¢islo 9a — 43 + 6n je vétsi nez 9a — 43 — 6n. VSechny
rozklady ¢isla 1120 na sou€in pfirozenych cisel, kterd pti déleni ¢islem 3
davaji zbytek 2, jsou vySetfeny v nasledujici tabulce:

9a —43—-6n| 2| 5| 8|14]20]|32
9a — 43 4 6n | 560 | 224 | 140 | 80 | 56 | 35

93 73 11 1
35 17
a 36| 5| 13|10 9|5
b o= Bo0 15 |9

Dvojice a = 13, b = 15 nevyhovuje predpokladu a > b, tedy v pripadé
m = a — 6 vyhovuje Gloze jedind dvojice ¢isel (a,b), a to dvojice (9;9).
Necht m = a — 4. Potom z definice ¢isla m plyne

8b=0a’—m?=8a—16, tedy b=a—2

a plati
n? = —-8a=a’—12a+4 = (a—6)* - 32.

Tento vztah dale upravime
32=(a—6)?-n’=(a—6—-n)(a—6+n).
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Z nerovnosti @ > 8 vidime, Ze oba Cinitele na pravé strané predchozi rov-
nosti jsou prirozena c¢isla. Vzhledem k tomu, ze rozdil ¢initelt na pravé
strané je 2n, maji oba Cinitele stejnou paritu, pfitom a —6—n < a—6+n.
Vsechny rozklady ¢isla 32 na soucin pfirozenych ¢isel, ktera maji stejnou
paritu, jsou vySetfeny v nasledujici tabulce:

a—6—n| 2| 4
a—6+n|16| 8
n 7| 2
a 15|12
b=a—-2]13|10

V pfipadé m = a — 4 vyhovuji Gloze dvé dvojice ¢isel (a,b), a to dvojice
(15;13) a (12; 10).
Necht m = a — 2. Potom z definice ¢isla m plyne

8b=0a’>-m>=4a—4, tedy a=2b+1

a plati
n? =0 —8a="b>—-16b—8 = (b—8)* — 72.

Tento vztah dale upravime
2=0b-82?-n>=(b-8—-n)b-8+n).

Z nerovnosti b > 8 vidime, ze oba ¢initele na pravé strané piedchozi rov-
nosti jsou prirozena c¢isla. Vzhledem k tomu, ze rozdil ¢initel na pravé
strané je 2n, maji oba Cinitele stejnou paritu, ptitom b—8 —n < b—8+n.
Vsechny rozklady ¢isla 72 na soucin pfirozenych ¢isel, kterd maji stejnou
paritu, jsou vysetifeny v nasledujici tabulce:

b—8—-n| 2| 4| 6
b—8+n|36]18|12
n 17 7 3
b 27119|17
a=2b+1|55|3935

V piipadé m = a — 2 vyhovuji tloze tfi dvojice ¢isel (a,b), a to dvojice
(55;27), (39:19) a (35;17).
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Je-li (a,b) dvojice pfirozenych ¢isel, kterd fesi ilohu, pro kterou plati
a > b, potom i dvojice (b, a) fesi tlohu. VSechny dvojice (a,b) pfirozenych
¢isel, pro néz jsou hodnoty odmocnin va2 — 8b a /b2 — 8a cel ¢&isla, jsou
Z MNoziny

{(8;8),(9;9),(12;10), (15; 13), (35; 17), (39; 19), (55; 27),
(10;12), (13; 15), (17; 35), (19; 39), (27;55)}

Spravné teseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Miloslav Hiibsch z Pra-
hy 5, Jozef Mészaros z Jelky, Vladimir Pavel z Blovic, Miroslav Klimos
z GMK v Bilovci a Samuel Riha z G v Brné, t¥. Kpt. Jaroge.

Netplné feSeni zaslali Anton Hndth z Moravan a Le Duc Khanh Chuong
z GChD v Praze.

Uloha 140
Necht a, b, ¢ jsou délky stran trojihelniku ABC' a g polomér kruznice
jemu vepsané. Pak plati nerovnost

1
_2<

1 . 1 . 1
a? b2 402
Dokazte a zjistéte, kdy nastava rovnost.
Jaroslav Svrcek
Reseni:
Nejprve dokdZeme tvrzeni: Necht «, 83, v jsou velikosti vnitfnich Ghla
v trojihelniku. Potom plati

a f3 B, v
tg—tg — +tg—tg =
8585 Tie ey

’)/ «
te Ltg = = 1.
g te g (3)

Dikaz: Soucet velikosti vnitfnich Ghld v trojihelniku je 180°, plati tedy
2=90°-% — g 5- Vyjadiime tg 3 pomoci zbyvajicich ahli.

1
tg%-tg(goo—§—§>:COtg<%+§>:ﬁ:
tg (5 +
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_l-tggtgh

tg%+tg§
Odtud jiz plyne
a S B. v v, o Y, « g a, p
tgStgl +tgtg L +tgLtg s =tgL (tg s +tgl ) +tgtgl =
gyley Tleytey tigytey g2<g2+g2 g tey
1-tg5tgh B

= (ta+t >+tatﬂ—1

tg%+tg§ g5 TS 85 %5 )
coz jsme chtéli dokazat.

Nyni pristupme k feSeni dané tlohy. Velikosti vnitinich thld pfi vrcho-
lech A, B, C trojuhelniku ABC oznacme «, 3, 7. Ozna¢me dale S stied
kruZnice vepsané trojuhelniku ABC a K jeji dotykovy bod se stranou AB.
Bod S je prisec¢ikem os thldt CAB a CBA, velikosti thla SAK a SBK

jsou po fadé £, 2 (viz obr.). Mame

c=|AB| =|AK|+ |KB| = |SK|cotg%+|SK|cotg§ =

a B
=0 cotg§+c0tg§ .

Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primeérem cisel
cotg 5 a cotg g plati

cotg % + cotg g > 24/ cotg % cotg g,
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pfitemz rovnost nastane, pravé kdyz a = 3. Odtud ziskdme

c=0 <cotg % + cotg g) > 204/ cotg % cotg g,

coz upravime na tvar

1 < 1 to &t 8
2 =42 BBy
Cyklickou zdménou dale dostaneme
1 1 v« 1 1 B8~
—<tgatgs, — < -otgstga.
=42 B9 BY @ =192 ©3 875

Sectenim téchto vztahdl a uzitim identity (3) ziskdme

Ll o (0P i te Yt g Bt B) = 2
@ TR T2 g By Ty T | T

coz jsme chtéli dokazat. Rovnost zde nastane, pravé kdyz a = 8 = v, tedy
pro rovnostranny trojihelnik.

Jiné resent:
Pro obsah P trojthelniku ABC plati P = sp, kde s = £(a + b + ¢).
Podle Heronova vzorce obsah trojahelniku vypocteme

P=+/s(s—a)(s—b)(s —c).

Tedy plati v/s(s — a)(s — b)(s — ¢) = sp, odkud plyne

1 s _(s—a)+(s—b)+(s—c):

402 4(s—a)(s—b)(s—c)  4(s—a)(s—b)(s—c)
B 1 1 1 4

A —b—0o ds-a(s—0 s-a(s=b)

Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem pro
kladnd (podle trojahelnikové nerovnosti) ¢isla s — a a s — b plati

c=(s—a)+(s—b) >2y/(s —a)(s—D),
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pricemz rovnost nastava, pravé kdyz a = b. Tuto nerovnost upravime na
tvar
1 1

2 = 4(s—a)(s—b)
Cyklickou zdménou dostaneme
1 1

- < l<;
a? ~ 4(s—=b)(s—c)’ b2 T 4(s—a)(s—c)’

Secteni téchto tii nerovnosti s vyuzitim (4) dostaneme
1 n 1 n 1 < 1 n 1 n 1 1
a? b2 2 A(s—Db)(s—c¢) 4(s—a)(s—c)

d(s —a)(s —b)  49%’

coz jsme chtéli dokézat. Rovnost nastava, pravé kdyz a = b = ¢, tedy pravé
kdyz je dany trojihelnik rovnostranny.

Jin€ feseni (podle Karola Gajdose):
Podle vztahu (4) plati

5 _ a+b+c
402 4(s—a)(s—b)(s—c) (—a+b+c)a—b+ec)la+b—rc)

a dand nerovnost je ekvivalentni s nerovnosti

b2 + a® + a®b? 1 1

1
P @ pEs -
1 a+b+c (5)
<—‘— .
~49> (—a+b+c)la—b+c)la+b—c)

Uvédomme si, ze plati

DA (—a+b+c)a—b+c)a+b—rc) =

=bvc*(—a+b+c)(a®—(b—c)) = (6)

= b2 (—a+b+c)a® - b*c*(—a+b+c)(b—c)’.
Vynéasobime obé strany nerovnosti (5) jmenovateli vyrazi na obou stra-

nach této nerovnosti, vyrazy na levé strané upravime podle (6) a po Gpravé

dostaneme nerovnost ekvivalentni s (5) ve tvaru
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—b*cF(—a+b+c)(b—c)? —cFa*(a—b+c)(c—a)—
—a*b*(a+b—c)(a — b)*+
+a’b?’c(—a+b+c) +a*b*c*(a — b+ c) + a*b*c*(a +b—c) <
< a’b’cPla+b+c).

Tato nerovnost je ovSem ekvivalentni s nerovnosti
0 < b’ (—a+b+e)(b—c)? +ca*(a—b+c)(c—a)® +a*b*(a+b—c)(a—Db)?,

kterd ziejmé plati, jelikoz vyrazy na pravé strané jsou podle trojihelnikové
nerovnosti vesmés nezapornd cisla. Rovnost v této nerovnosti nastane,
pravé kdyz a = b =c.

Poznamka. Lze ukazat, Ze identita (3) plati i v obracené podobé. Necht z,
y, z jsou kladné redlnd ¢isla takova, ze plati

oy +yz+zxr =1,

potom existuje trojahelnik s vnitinimi Ghly «, 3, v takovy, ze plati

p 0y

@

Spravné teSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van, Miloslav Hiibsch z Prahy 5, Jozef Mészdros z Jelky, Jan Capek z G
v Duchcové, Martin Michdlek z GJKT v Hradci Kralové a Josef Ondrej
z G v Roznové p. Radho$tém.

Netplné feSeni zaslali Viadimir Pavel z Blovic a Le Duc Khanh Chuong

z GChD v Praze.

Cestou do redakce naseho Casopisu se zatoulala spravna reSeni lloh 135
a 136 Karola Gajdose z Trnavy, ¢imz se mu omlouvame a zafazujeme ho
mezi uspésné fesitele téchto tloh.
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