
Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv
d�me �e�en� �loh ��� a ���� jejich� zad
n� byla zve�ejn�na v dev
t�m
��sle lo'sk�ho ��$�� ro�n�ku na�eho �asopisu�

�loha �


Ur�ete v�echny dvojice a� b p�irozen�ch ��sel� pro n�� jsou hodnoty

odmocnin
p
a� � %b a pb� � %a cel
 ��sla�

Jarom�r �im�a


e�en��
P�edpokl
dejme� �e m  

p
a� � %b a n  p

b� � %a jsou cel
 nez
porn

��sla� Bez �jmy na obecnosti� s ohledem na symetrii v�raz	� p�edpokl
�
dejme� �e a � b� Z t�to nerovnosti a z nerovnosti a� � %b � � plyne
a� � %b � %a� Podle podm�nek �lohy je ��slo a p�irozen�� tedy a � %�
Odtud a z nerovnosti b� � %a � � plyne b � %� Tedy a� b jsou p�irozen

��sla� pro kter
 plat�

a � b � %� ���

V dal��ch �prav
ch u�ijeme vztah ��� a dostaneme

a� � a� � %b � a� � %a� %�%� a�  �a� %��� ���

proto
a � m  

p
a� � %b � a� %�

Proto�e ��slo %b je sud�� maj� ��sla a am stejnou paritu a podle p�edchoz�ho
vztahu plat�

m � fa� %� a� $� a� �� a� �g�
Ka�dou z t�chto mo�nost� vy�et��me zvl
�(�

Nech( m  a�%� potom v ��� nastane rovnost� tedy plat� a  b a a  %�
Snadno ov���me� �e ��sla a  % a b  % vyhovuj� podm�nk
m �lohy�
Nech( m  a� $� Potom z de�nice ��sla m plyne

%b  a� �m�  ��a� �$� tedy b  
�a� �
�
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a plat�

n�  b� � %a  �a� � %$a� %�
�
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�a� ��

�

�� � ����

�

�
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Postupn�mi �pravami dostaneme

����  �

�
�a� ��

�

��

� �$n�  ��a� �� � $n� ��a� ��� $n� �

Z nerovnosti �a � � � % � �� vid�me� �e oba �initele na prav� stran�
p�edchoz� rovnosti jsou p�irozen
 ��sla� Tato ��sla nav�c p�i d�len� t�emi
d
vaj� zbytek � a ��slo �a � �� � $n je v�t�� ne� �a � �� � $n� V�echny
rozklady ��sla ���� na sou�in p�irozen�ch ��sel� kter
 p�i d�len� ��slem �
d
vaj� zbytek �� jsou vy�et�eny v n
sleduj�c� tabulce�

�a� ��� $n � # % �� �� ��

�a� �� � $n #$� ��� ��� %� #$ �#

n ��

�

��

�
�� ��

�
� �

�

a �$ ��

�
�� �� � ��

�

b  �a��
�

�# �

Dvojice a  ��� b  �# nevyhovuje p�edpokladu a � b� tedy v p��pad�
m  a� $ vyhovuje �loze jedin
 dvojice ��sel �a� b�� a to dvojice ��� ���
Nech( m  a� �� Potom z de�nice ��sla m plyne

%b  a� �m�  %a� �$� tedy b  a� �

a plat�
n�  b� � %a  a� � ��a� �  �a� $�� � ���

Tento vztah d
le uprav�me

��  �a� $�� � n�  �a� $� n��a� $ � n��
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Z nerovnosti a � % vid�me� �e oba �initele na prav� stran� p�edchoz� rov�
nosti jsou p�irozen
 ��sla� Vzhledem k tomu� �e rozd�l �initel	 na prav�
stran� je �n� maj� oba �initele stejnou paritu� p�itom a�$�n � a�$�n�
V�echny rozklady ��sla �� na sou�in p�irozen�ch ��sel� kter
 maj� stejnou
paritu� jsou vy�et�eny v n
sleduj�c� tabulce�

a� $� n � �
a� $ � n �$ %

n & �
a �# ��

b  a� � �� ��

V p��pad� m  a�� vyhovuj� �loze dv� dvojice ��sel �a� b�� a to dvojice
��#� ��� a ���� ����
Nech( m  a� �� Potom z de�nice ��sla m plyne

%b  a� �m�  �a� �� tedy a  �b� �

a plat�
n�  b� � %a  b� � �$b� %  �b� %�� � &��

Tento vztah d
le uprav�me

&�  �b� %�� � n�  �b� %� n��b� % � n��

Z nerovnosti b � % vid�me� �e oba �initele na prav� stran� p�edchoz� rov�
nosti jsou p�irozen
 ��sla� Vzhledem k tomu� �e rozd�l �initel	 na prav�
stran� je �n� maj� oba �initele stejnou paritu� p�itom b�%�n � b�%�n�
V�echny rozklady ��sla &� na sou�in p�irozen�ch ��sel� kter
 maj� stejnou
paritu� jsou vy�et�eny v n
sleduj�c� tabulce�

b � % � n � � $
b � % � n �$ �% ��

n �& & �
b �& �� �&

a  �b� � ## �� �#

V p��pad� m  a� � vyhovuj� �loze t�i dvojice ��sel �a� b�� a to dvojice
�##� �&�� ���� ��� a ��#� �&��
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Je�li �a� b� dvojice p�irozen�ch ��sel� kter
 �e�� �lohu� pro kterou plat�
a � b� potom i dvojice �b� a� �e�� �lohu� V�echny dvojice �a� b� p�irozen�ch
��sel� pro n�� jsou hodnoty odmocnin

p
a� � %b a pb� � %a cel
 ��sla� jsou

z mno�iny

f�%� %�� ��� ��� ���� ���� ��#� ���� ��#� �&�� ���� ���� �##� �&��
���� ���� ���� �#�� ��&� �#�� ���� ���� ��&� ##�g

Spr
vn� �e�en� zaslali Karol Gajdo� z Trnavy� Miloslav H�bsch z Pra�
hy #� Jozef M�sz�ros z Jelky� Vladim�r Pavel z Blovic� Miroslav Klimo�
z GMK v B�lovci a Samuel 
�ha z G v Brn�� t�� Kpt� Jaro�e�

Ne�pln� �e�en� zaslali Anton Hn�th z Moravan a Le Duc Khanh Chuong
z GChD v Praze�

�loha ���
Nech( a� b� c jsou d�lky stran troj�heln�ku ABC a � polom�r kru�nice

jemu vepsan�� Pak plat� nerovnost
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�
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�
�
c�

� �
���

�

Doka�te a zjist�te� kdy nast
v
 rovnost�
Jaroslav �vr�ek


e�en��
Nejprve dok
�eme tvrzen�� Nech( �� �� � jsou velikosti vnit�n�ch �hl	

v troj�heln�ku� Potom plat�
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D�kaz� Sou�et velikost� vnit�n�ch �hl	 v troj�heln�ku je �%��� plat� tedy
�
�
 ��� � �

�
� �

�
� Vyj
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�
pomoc� zb�vaj�c�ch �hl	�
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Odtud ji� plyne

tg
�

�
tg

�

�
� tg

�

�
tg

�

�
� tg

�

�
tg

�

�
 tg

�

�

�
tg

�

�
� tg

�

�

�
� tg

�

�
tg

�

�
 

 
�� tg �

�
tg �

�

tg �
�
� tg �

�

�
tg

�

�
� tg

�

�

�
� tg

�

�
tg

�

�
 ��

co� jsme cht�li dok
zat�
Nyn� p�istupme k �e�en� dan� �lohy� Velikosti vnit�n�ch �hl	 p�i vrcho�

lech A� B� C troj�heln�ku ABC ozna�me �� �� �� Ozna�me d
le S st�ed
kru�nice vepsan� troj�heln�ku ABC a K jej� dotykov� bod se stranou AB�
Bod S je pr	se��kem os �hl	 CAB a CBA� velikosti �hl	 SAK a SBK
jsou po �ad� �

�
� �
�
�viz obr��� M
me

c  jABj  jAKj� jKBj  jSKj cotg �
�
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Podle nerovnosti mezi aritmetick�m a geometrick�m pr	m�rem ��sel
cotg �

�
a cotg �

�
plat�

cotg
�

�
� cotg

�

�
� �

r
cotg

�

�
cotg

�

�
�

��� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



p�i�em� rovnost nastane� pr
v� kdy� �  �� Odtud z�sk
me

c  �

�
cotg

�

�
� cotg

�

�

�
� ��

r
cotg

�

�
cotg

�

�
�

co� uprav�me na tvar
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Cyklickou z
m�nou d
le dostaneme
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Se�ten�m t�chto vztah	 a u�it�m identity ��� z�sk
me
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co� jsme cht�li dok
zat� Rovnost zde nastane� pr
v� kdy� �  �  �� tedy
pro rovnostrann� troj�heln�k�

Jin� �e�en��
Pro obsah P troj�heln�ku ABC plat� P  s�� kde s  �

�
�a � b � c��

Podle Heronova vzorce obsah troj�heln�ku vypo�teme

P  
p
s�s� a��s� b��s� c��

Tedy plat�
p
s�s� a��s� b��s� c�  s�� odkud plyne

�
���

 
s

��s� a��s� b��s� c�
 
�s� a� � �s� b� � �s� c�
��s� a��s� b��s� c�

 

 
�

��s� b��s� c�
�

�
��s� a��s� c�

�
�

��s� a��s� b�
�

���

Podle nerovnosti mezi aritmetick�m a geometrick�m pr	m�rem pro
kladn
 �podle troj�heln�kov� nerovnosti� ��sla s� a a s� b plat�

c  �s� a� � �s� b� � �
p
�s� a��s� b��
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p�i�em� rovnost nast
v
� pr
v� kdy� a  b� Tuto nerovnost uprav�me na
tvar

�
c�

� �
��s� a��s� b�

�

Cyklickou z
m�nou dostaneme

�
a�

� �
��s� b��s� c�
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� �
��s� a��s� c�

�

Se�ten� t�chto t�� nerovnost� s vyu�it�m ��� dostaneme

�
a�
�
�
b�
�
�
c�

� �
��s� b��s� c�
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��s� a��s� c�
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�
��s� a��s� b�
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co� jsme cht�li dok
zat� Rovnost nast
v
� pr
v� kdy� a  b  c� tedy pr
v�
kdy� je dan� troj�heln�k rovnostrann��

Jin� �e�en� �podle Karola Gajdo�e��
Podle vztahu ��� plat�

�
���
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��s� a��s� b��s� c�
 

a� b� c

��a� b� c��a� b� c��a� b� c�

a dan
 nerovnost je ekvivalentn� s nerovnost�

b�c� � c�a� � a�b�

a�b�c�
 
�
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�
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�
�
c�

�
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���

 
a� b� c

��a� b� c��a� b� c��a� b� c�
�

�#�

Uv�domme si� �e plat�

b�c���a� b� c��a� b� c��a� b� c�  

 b�c���a� b� c�
�
a� � �b� c��

�
 �$�

 b�c���a� b� c�a� � b�c���a� b� c��b� c���

Vyn
sob�me ob� strany nerovnosti �#� jmenovateli v�raz	 na obou stra�
n
ch t�to nerovnosti� v�razy na lev� stran� uprav�me podle �$� a po �prav�
dostaneme nerovnost ekvivalentn� s �#� ve tvaru
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�b�c���a� b� c��b� c�� � c�a��a� b� c��c� a���

�a�b��a� b� c��a� b���

� a�b�c���a� b� c� � a�b�c��a� b� c� � a�b�c��a� b� c� �

� a�b�c��a� b� c��

Tato nerovnost je ov�em ekvivalentn� s nerovnost�

� � b�c���a�b�c��b�c���c�a��a�b�c��c�a���a�b��a�b�c��a�b���

kter
 z�ejm� plat�� jeliko� v�razy na prav� stran� jsou podle troj�heln�kov�
nerovnosti vesm�s nez
porn
 ��sla� Rovnost v t�to nerovnosti nastane�
pr
v� kdy� a  b  c�

Pozn�mka� Lze uk
zat� �e identita ��� plat� i v obr
cen� podob�� Nech( x�
y� z jsou kladn
 re
ln
 ��sla takov
� �e plat�

xy � yz � zx  ��

potom existuje troj�heln�k s vnit�n�mi �hly �� �� � takov�� �e plat�

x  tg
�

�
� y  tg

�

�
� z  tg

�

�
�

Spr
vn� �e�en� zaslali Karol Gajdo� z Trnavy� Anton Hn�th z Mora�
van� Miloslav H�bsch z Prahy #� Jozef M�sz�ros z Jelky� Jan �apek z G
v Duchcov�� Martin Mich�lek z GJKT v Hradci Kr
lov� a Josef Ond�ej
z G v Ro�nov� p� Radho�t�m�

Ne�pln� �e�en� zaslali Vladim�r Pavel z Blovic a Le Duc Khanh Chuong
z GChD v Praze�

Cestou do redakce na�eho �asopisu se zatoulala spr
vn
 �e�en� �loh �
�
a �
� Karola Gajdo�e z Trnavy� ��m� se mu omlouv
me a za�azujeme ho
mezi �sp��n� �e�itele t�chto �loh�
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