Reseni. Pro sud4 n je dand aloha fesitelnd, protoze lze nalézt cestu vy-
chézejici z rohového pole tak, ze postupné projdeme celou Sachovnici po
sousednich blocich typu 2 x n. Ukazme, ze pro lichd n > 3 takova cesta ne-
existuje. Uvazujme Sachovnici s ¢ernym polem v rohu. Kazdy tah ,Sikmo“
spoji dvé pole stejné barvy ze sousednich fad Sachovnice. Pro lichd n je
v8ak pocet Cernych poli v libovolnych dvou sousednich radach odlisny.
Proto miniméalné jedno pole v prvni fadé a jedno pole v posledni radé
neni mozno spojit ,8ikmo“ s jinym polem Sachovnice. Vzhledem k tomu,
Ze obé pole nemohou byt koncovym polem cesty (cesta muZe konéit ta-
hem ,primo“, ktery spojuje dvé sousedni pole rizné barvy, ale takové pole
miZe byt jen jedno), neni mozné danou Sachovnici pfedepsanym zptsobem
projit.

Pozndmka. Invariant, ktery lze pii feSeni této ilohy pouzit, je dan rozdilem
poc¢tu Cernych poli na lichych tadcich a poctu ¢ernych poli na sudych
tadcich 8achovnice n x n. Tento rozdil je v pripadé lichého n roven cislu
n. Pfi dodrZeni v8ech podminek ze zadani (kazdé ¢erné pole ze sudé rady
je spojeno s néjakym Cernym polem z liché rfady) vSak mize tento rozdil
byt roven maximalné ¢islu 1.
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Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni uloh 137 a 138, jejichz zadani byla zvefejnéna v sedmém
¢isle lonského (16.) roc¢niku naseho Casopisu.

Uloha 137
V oboru nezapornych realnych ¢isel urcete vSechna feSeni soustavy rov-
nic
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2r) + 25 = T3,
21y + 73 = a3,
2x3 + 27 = 3.
Pavel Caldbek
Reseni:

Nejprve piedpokladejme (bez Gjmy na obecnosti), Ze napt. x; = 0.
Z druhé rovnice dané soustavy plyne zo = x3 = 0. Zkouskou snadno
ovéiime, ze trojice (0;0;0) je feSenim dané soustavy rovnic.

Nyni hledejme feSeni dané soustavy rovnic v oboru kladnych reilnych
¢isel. Oznatme m = min{z;,z2,23} > 0 a M = max{zy,zs,23} > 0.
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze 1 = m. Z druhé rovnice dané
soustavy vyplyva

m? =z} = 2xy + 23 > 2m + m?,

tedy
m?® —m? —2m =m(m +1)(m —2) > 0.

Protoze m je kladné &islo, plyne odtud m € (2; +00).
Podobné zjistime, ze
M3 < 2M + M?.

Odtud M € (0;2).
Vzhledem k tomu, ze m < M, plyne z obou predchazejicich vztahd

m=M =2.

Pokud tedy existuje feSeni dané soustavy v oboru kladnych realnych cisel,
musi nutné platit 1 = x5 = x3 = 2. Zkouskou snadno ovérime, ze trojice
(2;2;2) je také feSenim dané soustavy.

Dané soustava ma dveé feSeni v oboru nezdpornych ¢isel. Jsou jimi trojice
(0;0;0) a (2;2;2).
Pozndmka. Jelikoz je dand soustava cyklickd, mizeme bez Gjmy na obec-
nosti predpokladat, ze jedna ze slozek reSeni je naptiklad nejvétsi, nelze
vsak predpokladat, ze slozky feSeni jsou usporadany v jistém poradi. Toto
si bohuzel neuvédomili autofi nékterych netplnych reseni.

Matematika - fyzika - informatika 17 2007/2008 81



Spravné teSeni zaslali Anton Hndth z Moravan a Miloslav Hiibsch
z Prahy 5.

Netplné teseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Jozef Mészdros z Jelky
a Viadimir Pavel z Blovic.

Uloha 138

Do daného ¢tverce ABC D vepiste obdélnik K LM N tak, aby jeho vr-
choly K, L, M, N lezely po tadé na stranich AB, BC, CD, DA uvazo-
vaného Ctverce a pritom aby pétithelniku KLCMN bylo mozno vepsat
kruZnici (tj. aby byl te¢novy).

Jaroslav Svrcek
Reseni:

Necht vrcholy K, L, M, N obdélniku KLMN lezi po fadé na stra-
nach AB, BC, CD, DA ¢tverce ABCD. Potom jsou ziejmé trojuhelniky
(viz obr. 1) NAK a LCM resp. KBL a M DN shodné, pfitom trojihel-
niky NAK a KBL jsou podobné s koeficientem k. Oznacme a, b po fadé
velikosti odvésen NA a AK pravouhlého trojihelniku NAK. Potom pro
velikosti stran AB a BC' ¢tverce ABCD plati

|AB| = |AK| + |KB| = b + ka,
|BC| = |BL| + |LC| = kb + a.

D ka M b C
kb a
N
L
¢ kb
A b K ka B
Obr. 1

Ze shodnosti stran AB a BC' plyne
b+ ka = kb+ a,
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coz upravime na tvar

(b—a)(1—k)=0.

Z rovnosti k = 1 plyne, ze KLM N je ¢tverec, coz odporuje zadani. Nutné
tedy plati a = b, odtud jiz dostaneme, ze isecky M N a LK jsou 0sové sou-
mérné podle thlopiicky AC, resp. usecky LM a KN jsou osové soumérné
podle thlopticky BD.

Ozna¢me ¢ kruznici vepsanou pétithelniku K LCM N. Kruznice £ se
dotyké stran BC', C'D ¢tverce ABCD, jeji stfed S tedy lezi na ose thlu
BCD, coz je uhloptictka AC ¢tverce ABC'D.

Obdélnik K LM N sestrojime pomoci stejnolehlosti. Necht ¢’ je libovolna
kruznice se stfedem S’, kterd se dotyka poloptimek CB a C'D. Sestrojime
obdélnik K'L'M'N' takovy, ze K'N' je tetna ke kruznici £’ kolmé na
poloptimku CA, K'L’ resp. M'N’ jsou teény ke kruznici ¢’ rovnobézné
s piimkou AC a body L', M' lezi po fadé na polopiimkich CB, CD (viz
obr. 2). Takovy obdélnik K'L'M'N’ miZeme sestrojit pravé jednim zpi-
sobem. Ozna¢me N prisecik polopfimky C'N' s Gise¢kou DA a uvazujme
stejnolehlost h se stfedem C, kterd prevadi obdélnik K'L'M'N' v obdél-
nik KLM N, ktery je vepsan pozadovanym zptsobem do ¢tverce ABC'D.
Obrazem kruZnice ¢’ je pak kruZznice ¢ vepsand pétithelniku KLCMN.
Tim je (jednoznac¢né) uréen obdélnik K LM N danych vlastnosti.

D M M C
S’ I
N Y
L
A’I
A K B

Obr. 2
Spravné teSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-

van, Miloslav Hibsch z Prahy 5. Jozef Mészaros z Jelky a Viadimir Pavel
z Blovic.
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