
Zaj�mav� matematick� 	lohy

Uv�d�me �e�en� �loh ��� a ���� jejich	 zad�n� byla zve�ejn�na v p�t�m
��sle tohoto ��

� ro�n�ku na�eho �asopisu


�loha ���

Ur�ete v�echny dvojice �x� y� cel�ch ��sel� pro kter� plat�

x� � y� � �x� ����y � ���

Pavel Cal�bek

�e�en�� Rovnici uprav�me na tvar

�x� y�� � �x� �y � ���

Pro libovoln� cel� ��sla x� y je v�raz na prav� stran� ��slo d�liteln� dv�ma�
tedy i v�raz na lev� stran� mus� b�t d�liteln� dv�ma
 Pokud m� rovnice
�e�en� v oboru cel�ch ��sel� existuje cel� ��slo k tak� 	e plat�

x� y � �k�

�x� �y � �� � �k��

Odtud

x �
�k� � �k � �

�
� y �

�k� � �k � �

�
�

Nech$ ��slo k d�v� p�i d�len� p�ti zbytek j� tedy existuj� cel� ��sla m a j�
kde j � f#� �� �� �� �g� tak� 	e plat� k � ��m� �� � j
 Potom

x � �#m� � ��m� �mj � �j � � �
�j� � �j � �

�
�

y � �#m� � ��m� �mj � �j � �� �
�j� � �j � �

�
�

���

Vzhledem k tomu� 	e m a j jsou cel� ��sla� jsou x a y cel�� pr�v� kdy	
��sla �

�
��j� ��j � �� a �

�
��j� � �j � �� jsou cel�� tj
 pr�v� kdy	 j � f�� �g


Na�li jsme nutnou podm�nku existence �e�en�
 Na druhou stranu zkou�kou
snadno ov���me� 	e ka	d� z dvojic �vznikl�ch ze vztahu ��� volbou j � ��
j � ��
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�x� y� � ��#m� � �m� �� �#m� � ��m� ��

�x� y� � ��#m� � �m� �� �#m� � �m�

���

���

pro libovoln� cel� ��slo m vyhovuje dan� rovnici

Dan� rovnici vyhovuje nekone�n� mnoho cel�ch ��sel� ka	d� z nich se

d� zapsat jedn�m ze zp�sob� ��� nebo ���� kde m je libovoln� cel� ��slo


Spr�vn� �e�en� zaslali� Karol Gajdo� z Trnavy� Jozef M�sz�ros z Jelky
a Vladim�r Pavel z Blovic


Ne�pln� �e�en� zaslal Anton Hn�th z Moravan


�loha ���

V rovnostrann�m troj�heln�ku ABD se stranou d�lky � ozna�me C

st�ed stranyBD
 Tento troj�heln�k rozst�ihneme na polovinu pod�l p��mky
AC
 Troj�heln�kABC z�stane pevn� na m�st� a troj�heln�k ACD se kolem
n�j oto�� takto� Nejprve se oto�� kolem bodu A do polohy AC �B� pak se
oto�� kolem bodu B do polohy A�CB a nakonec se oto�� kolem bodu C do
p�vodn� polohy ACD
 Ur�ete obsah rovinn�ho �tvaru� kter� pokryje p�i
tomto pohybu troj�heln�k ACD


Jaroslav Zhouf

�e�en�� V��ka rovnostrann�ho troj�heln�ku se stranou d�lky � je jACj �
�
p
�
 Vid�me� 	e troj�heln�k ACD pokryje p�i sv�m pohybu oblast� kter�

je sjednocen�m kruh� kA�A% ��� kB�B% �� a kC�C%
p
�� bez vnit�ku troj��

heln�ku ABC �viz obr�zek� kde jsou z�rove� tmav�� barvou zv�razn�ny
kl��ov� polohy troj�heln�ku ACD�
 Ozna�me P pr�se��k kru	nic ka�A% ��
a kc�C%

p
��� Q pr�se��k kru	nic ka a kb�B% ��


Troj�heln�k ABQ je rovnostrann�
 Troj�heln�k ACP je rovnoramenn�
se z�kladnou AP d�lky � a rameny d�lek

p
�
 Pro velikost � �hlu PAC

plat�

cos� �
jAP j
� jACj �

p
�

�
�

Jeliko	 v dal��m textu budeme hledat obsahy kruhov�ch v�se��� uv�d�jme�
na rozd�l od za	it�ch zvyklost�� velikosti �hl� v obloukov� m��e
 Tedy

� � arccos

p
�

�
a sin� �

p
�� cos� � �

r
�

�
�
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Oblast pokrytou pohybem troj�heln�ku ACD rozd�lme na n�kolik ��st��

a� Kruhov� v�se� kruhu kA ohrani�en� body P a Q
 Velikost nekonvexn�ho
�hlu PAQ je

�� � j�QABj � j�BACj � j�CAP j � �� � �

�
� �

�
� � �

��

�
� ��

tedy velikost jemu odpov�daj�c� kruhov� v�se�e kruhu kA je

S� � ��
�

�
� � �

��
� �� � ���

b� Rovnostrann� troj�heln�k ABQ% jeho obsah je

S� �
p
��

c� Kruhov� v�se� kruhu kB ohrani�en� body Q a A�
 Velikost �hlu A�BQ

je

j�A�BCj� j�CBAj� j�ABQj � �

�
�
�

�
�
�

�
� �
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a velikost kruhov� v�se�e kruhu kB ohrani�en� body Q a A� je

S� �
�

�
� �� � ���

d� Troj�heln�k A�BC% jeho obsah je

S� �

p
�

�
�

e� Kruhov� v�se� kruhu kC ohrani�en� body A� a P 
 Jestli	e velikost vnit��
n�ho �hlu p�i z�kladn� AP rovnoramenn�ho troj�heln�ku APC je �� po�
tom velikost vnit�n�ho �hlu p�i vrcholu C je ����
 Velikost �vedlej��ho�
�hlu A�CP potom je

� � j�ACP j � � � �� � ��� � ��

a velikost jemu odpov�daj�c� kruhov� v�se�e kruhu kC je

S� � �� � ��
��

� ���

f� Troj�heln�k ACP � jeho obsah je

S� �
�

�
jACj � jAP j � sin j�CAP j � �

�
� �
p
� � sin� �

p
� �
r

�

�
�
p
��

Obsah plochy� kterou pokryje p�i sv�m pohybu troj�heln�k ACD je tedy

S� � S� � S� � S� � S� � S� � ��� � ��� �
p
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p
�
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p
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Spr�vn� �e�en� zaslali� Anton Hn�th z Moravan a Vladim�r Pavel z Blo�
vic


Ne�pln� �e�en� zaslal Karol Gajdo� z Trnavy

Pavel Cal�bek
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