Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni Gloh 145 a 146, jejichz zadani byla zvefejnéna v patém
¢isle tohoto (17.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 145
Urcete vSechny dvojice (x,y) celych éisel, pro kterd plati
@ +y? = (z +3)(2y +4).
Pavel Calabek

Reseni: Rovnici upravime na tvar
(x —y)? =4z + 6y + 12.

Pro libovolna celd ¢isla x, y je vyraz na pravé strané ¢islo délitelné dvéma,
tedy i vyraz na levé strané musi byt délitelny dvéma. Pokud ma rovnice
feSeni v oboru celych cisel, existuje celé ¢islo k tak, ze plati

x—y =2k,
4z + 6y + 12 = 4k>.
Odtud

_ 2k*4+6k—6 2k> — 4k — 6
T= y=—7% -
Necht ¢islo k dava pri déleni péti zbytek j, tedy existuji celd cisla m a j,
kde j € {0,1,2,3,4}, tak, ze plati k = 5(m — 1) + j. Potom

. 252 + 6 —
w:10m2—14m+4mj—4j+4+%M,
. . (1)
2j% — 45 — 6
y:10m2—24m+4mj—4j+14+%.

Vzhledem k tomu, ze m a j jsou celd ¢isla, jsou x a y celd, pravé kdyz
disla 1(25% + 65 — 6) a £(25% — 45 — 6) jsou celd, tj. pravé kdyz j € {3,4}.
Nasli jsme nutnou podminku existence feseni. Na druhou stranu zkouskou
snadno ovéfime, Ze kazda z dvojic (vzniklych ze vztahu (1) volbou j = 3,
j=4)
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(z,y) = (10m® — 2m — 2,10m> — 12m + 2) (2)
(z,y) = (10m> + 2m — 2,10m?> — 8m) (3)
pro libovolné celé ¢islo m vyhovuje dané rovnici.

Dané rovnici vyhovuje nekonecné mnoho celych ¢isel, kazdé z nich se
d4 zapsat jednim ze zpisobt (2) nebo (3), kde m je libovolné celé ¢islo.

Spravné feSeni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Jozef Mészdros z Jelky
a Vladimir Pavel z Blovic.

Netplné feseni zaslal Anton Hndth z Moravan.

Uloha 146
V rovnostranném trojihelniku ABD se stranou délky 2 oznacme C
stfed strany BD. Tento trojuhelnik rozstfihneme na polovinu podél primky
AC'. Trojuhelnik ABC zstane pevné na misté a trojuhelnik AC'D se kolem
néj otodi takto: Nejprve se oto¢i kolem bodu A do polohy AC’'B, pak se
oto¢i kolem bodu B do polohy A'C'B a nakonec se oto¢i kolem bodu C do
pavodni polohy AC'D. Urcete obsah rovinného atvaru, ktery pokryje pii
tomto pohybu trojahelnik ACD.
Jaroslav Zhouf

Reseni: Vygka rovnostranného trojihelniku se stranou délky 2 je |AC| =
= /3. Vidime, 7e trojthelnik AC'D pokryje pii svém pohybu oblast, ktera
je sjednocenim kruhti k4(4;2), kg(B;2) a kc(C;/3) bez vnitiku troja-
helniku ABC' (viz obrazek, kde jsou zaroven tmavsi barvou zvyraznény
klicové polohy trojahelniku ACD). Oznaéme P prisecik kruznic k,(A;2)
a k.(C;/3), Q prisecik kruznic k, a ky(B;2).

Trojahelnik ABQ je rovnostranny. Trojihelnik AC'P je rovnoramenny
se zékladnou AP délky 2 a rameny délek v/3. Pro velikost ¢ thlu PAC
plati

AP _ V3

21AC| 37
Jelikoz v dal§im textu budeme hledat obsahy kruhovych vyseci, uvadéjme,
na rozdil od zazitych zvyklosti, velikosti Ghlt v obloukové mire. Tedy

2
@:arccos? a Sin@:m:\/;-

cosp =
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Oblast pokrytou pohybem trojihelniku AC'D rozdélme na nékolik ¢asti:

a) Kruhové vysec kruhu k4 ohrani¢end body P a . Velikost nekonvexniho
uhlu PAQ je

21 — |LQAB| — |/BAC| — |LCAP| =2n — 2 - Z _p =22 _

tedy velikost jemu odpovidajici kruhové vysece kruhu k4 je

3
2™ —

51 =A4r o

(p:37r—2g0.

b) Rovnostranny trojahelnik ABQ); jeho obsah je

Sy = V3.

¢) Kruhovd vyse¢ kruhu kg ohrani¢end body @ a A’. Velikost Ghlu A’ BQ
je

+ o=

|£ZA'BC| +|£CBA| + |ZABQ| = % + %

w| A
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a velikost kruhové vysece kruhu kp ohranicené body @ a A’ je

1
5325'47{:27‘(.

d) Trojthelnik A’ BC} jeho obsah je
3
Sy = %

e) Kruhova vyse¢ kruhu k¢ ohrani¢end body A’ a P. JestliZe velikost vniti-
niho thlu pii zdkladné AP rovnoramenného trojihelniku APC je ¢, po-
tom velikost vnitfniho thlu pfi vrcholu C' je m—2¢p. Velikost (vedlejsiho)
Ghlu A’CP potom je

7 —|LACP| =7 — (1 —2¢) =2¢

a velikost jemu odpovidajici kruhové vysece kruhu k¢ je

f) Trojahelnik ACP, jeho obsah je

1 1 2
56:§|AC|-|AP|-sm|40AP|:52-\/§-sin<p:\/§-\/;:\/i.

Obsah plochy, kterou pokryje p¥i svém pohybu trojihelnik ACD je tedy
V3
Si+ Sy + 83+ Ss+ S5 + Se :(37r—2<p)+\/§+27r+7+34p+\/§:

3 3 3
:57T+<p+§\/§+\/§:57r+arccos§+§\/§+\/§m20,68.

Spravné feSeni zaslali: Anton Hndth z Moravan a Viadimir Pavel z Blo-
vic.

Netplné teseni zaslal Karol Gajdos z Trnavy.
Pavel Calabek
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