Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 131 a 132, jejichz zadani byla zvefejnéna v prvnim
¢isle tohoto (16.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 131
V trojihelniku ABC' pii obvyklém oznaceni stran, ahli a vySek plati
rovnost
1 1 1
2@ e

pravé kdyz jeden z Ghla v, |a — ] ma velikost 90°. Dokazte.
Jaromir Simsa
Reseni:

Uvazujme libovolny trojihelnik ABC. Ozna¢me V. patu vysky z vr-
cholu C' ke strané AB. Je-li a < 90°, potom v pravoihlém trojihel-
niku AV.C s pravym thlem pii vrcholu C plati v. = bsina (obr. la).
Pokud je a > 90°, potom v pravothlém trojuhelniku AV,.C plati v. =
= bsin(180° — @) = bsin« (obr. 1b). Pro a = 90° plati rovnéz v. = bsin a.
Proto v libovolném trojahelniku ABC' plati
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Rovnost ze zadéani tlohy je tedy ekvivalenti s rovnosti

1 sin? 8 sin’a

R +
2 2 2
UC UC UC
kterd je ekvivalentni s rovnosti
1 = sin® o 4 sin? B. (1)

Postupnymi pravami pravé strany vztahu (1) dostaneme déle

sin® a 4 sin® B = 2(1 — cos2a) + (1 — cos 2B) =
=1— 1(cos2a + cos2f) = 1 — cos(a + ) cos(a — ).

Rovnost (1) je tedy ekvivalenti s rovnosti
cos(a + ) cos(a — 3) = 0. (2)

Vzhledem k tomu, Zze « a 3 jsou velikosti vnitinich Ghld v trojihelniku,
je tato rovnost ekvivalentni s jednou ze tii rovnosti a + 3 =90°, a — 3 =
= —90° a a — 8 = —90°. V prvnim pripadé plati v = 90°, druhé dva
pripady davaji |a — 3| = 90°, coz jsme chtéli ukazat.

Jiné Teseni (podle Zbynka Konecného):

Necht V. je pata vysky z vrcholu C' ke strané AB. Uvazujme po radé
obrazy A’, V!, B' bodi A, V., B v kruhové inverzi podle kruZznice se
stfedem v bodé C a polomérem 1. Potom

1 1 1
cAl==,  ICVi=—, [CB|=j.

)
a Ve

Protoze body A, V., B lezi v pfimce a piimka CV, je na tuto piimku
kolmd, z vlastnosti uvazované kruhové inverze plyne, ze body A', V!, B’
a C lezi na kruznici s pramérem CV, (obr. 2).

Pokud bod V; (tedy i bod V) lezi uvnit¥ Ghlu ACB, je rovnost ze za-
déani podle Pythagorovy véty a vlastnosti Thaletovy kruznice ekvivalentni
s podminkou v = 90°.
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Uloha 132
Dokazte, ze pro libovolna kladnd redlné cisla a, b, ¢ plati nerovnost

a b c 27
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Zjistéte, kdy nastane rovnost.

Jaroslav Svrcek
Reseni:
Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primeérem pro
kladné realnd ¢isla b + ¢, ¢+ a, a + b plati

(b+c)+(c+a)+(a+b
3

) > Y aeraath),

pricemz rovnost nastava, pravé kdyz b+ c = c+ a = a + b, tj. pravé kdyz
a = b = c. Tato nerovnost je ekvivalentni s nerovnosti

(@a+0b+c)
(b+c)(c+a)(a+D)

27
>_7
- 8

kterou jiz snadno upravime na tvar

a b c 27
> —.
<1+b+c> <1+c+a> <1+a+b> - 8

Rovnost zde nastava, praveé kdyz a =b = c.

Spravné feSeni zaslali: Anton Hndth z Moravan, Miloslav Hiibsch z Pra-
hy 5, Josef K¥istan z Plzné, Hana Bendovd z G v Ceské Lipé, Aneka
Faltynkovd z GJS v Pierové, Tomds Jeziorsky, Miroslav Klimos, Vojtéch
Kozdk, Lucie Mohelnikovd, Vit Orava Tomds Racek, a Miroslav Stufka,
véichni z GMK v Bilovci, Jan Kominek, Zbynék Konecny, Samuel Riha,
Jiri Rihdk, Hana Sormovd a Petr Velan, vsichni z G v Brnég, tf. Kpt.
Jarose, Jan Korbel z G v Jihlavé, Jana Medkovd z G v Brné, Kienova
a Tomds Princ z WG v Ostravé-Porubé.

Netplné feseni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy a Frantisek Jdchim z Vo-
lyné.
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Obr. 2

Necht bod V. nelezi uvnit¥ thlu ACB. Jak rovnost ze zadani ulohy, tak
podminky pro ahly vylucuji, ze by mohl lezet na jeho ramenech. Pfed-
pokladejme, ze tthel CAB je tupy. Oznatme A" bod soumérné sdruzeny
s bodem A podle bodu V.. Plati |CA"| = b. Nyni pata vysky z vrcholu C
ke strané A" B trojahelniku A”BC lezi uvnitf Ghlu A”CB (obr. 3). Rov-
nost ze zadani je tedy ekvivalentni s podminkou, ze thel A"CB je pravy.
Vzhledem k tomu, ze |[ZCA"A| = |[ZCAA"| = 180° — a, je tato podminka
ekvivalentni s rovnosti (180° — a) + 8 = 90°, tedy a — 8 = 90°. V piipadg,
ze tthel CBA je tupy, bychom obdobné ukazali, ze rovnost ze zadani lohy
je ekvivalentni s podminkou 8 — a = 90°.
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Obr. 3

Spravné feSeni zaslali: Anton Hndth z Moravan, Miloslav Hiibsch z Pra-
hy 5, Josef Kristan z Plzné, Miroslav Klimos z GMK v Bilovci, Zbynék
Konecnyj, Samuel Riha, Jiri Rihdk, Hana Sormovd a Petr Velan, viichni
z G v Brné, t¥. Kpt. Jarose a Tomas Princ z WG v Ostravé-Porubé.

Netplné reseni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Frantisek Jdachim z Vo-
lyné a Jana Medkovd z G v Brné, Kfenova.
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