Zajimavé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 127 a 128, jejichz zadéani byla zvefejnéna v sedmém
¢isle lofiského (15.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 127
Necht K, L, M jsou stiedy a D, E, F libovolné vnitini body po radé
stran BC, C A, AB trojuhelniku ABC'. Oznac¢me K', L', M’ stfedy Gseéek
AD, BE a CF. Pfimky AD, BE a CF se protinaji v jednom bodé, pravé
kdyz se v jednom bodé protinaji pfimky K K', LL" a M M'. DokaZte.
Jaroslav Svrcek
Reseni:

Body K', L', M' lezi po fadé na stfednich prickach LM, MK, KL
trojthelniku ABC (obr. 1). Protoze stfedni ptitka LM je rovnobézna se
stranou BC, plyne z podobnosti trojihelnikit AM K' a ABD, resp. ALK'
a ACD
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Vynésobenim vztaht (1), (2) a (3) obdrZime

|AF| |BD| |CE| |KL'| |LM'|l |MK'|
|FB| |DC| |EA| |L'M| |M'K| |K'L|"

Podle Cevovy véty v trojuhelniku ABC' se ptimky AD, BE a CF protinaji
v jednom bodé, pravé kdyz plati
|AF| ' |BD| ' |CE|
|FB| |DC| |EA|l

L
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tedy pravé kdyz
|[KL| |LM'| |MK'| _

. =1
|L'M| |M'K| |K'L|

To podle Cevovy véty v trojuhelniku K LM nastane, pravé kdyz se v jed-
nom bodé protinaji pfimky K K', LL" a MM'.

Spravné teseni zaslal Karol Gajdos z Trnavy.

Nelplné feSeni zaslal Anton Hndth z Moravan.

Uloha 128
Kolika zptisoby mutzeme roziezat obdélnik 10x2 na obdélniky 2x1
a Ctverce 1x17
(Dvé roziezani obdélniku povaZujeme za riznd, pokud se lisi poctem
ziskanych Gtvart nebo polohou alespon jednoho fezu.)
Pavel Calabek

Resent:

Pro libovolné prirozené cislo n ozna¢me a, pocet moznych rozrezani
obdélniku nx2 na obdélniky 2x1 a ¢tverce 1x1. Ozna¢me dale H,,, resp.
D,, Sestithelnik, ktery je slozen ze dvou pasi nx1 a (n — 1)x1, pfi¢emz
delsi péds je nahore resp. dole (obr. 2). Necht h,,, resp. d, udavaji pocet
jejich rozifezani na obdélniky 2x1 a ctverce 1x1.
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Obr. 2

Ziejmé plati a; = 2 (bud jeden obdélnik 2x1, nebo dva ¢tverce 1x1),
as =7 (obr. 3).

Obr. 3

Sestitthelnik H,, je osové soumérny s Sestitthelnikem D,,. Tedy pro viech-
na prirozena c¢isla nutné plati h,, = d,. Snadno se vidi, ze hy = d; = 1,
he = dy = 3 (pro he viz obr. 4)

T~ [F

Obr. 4

Predpokladejme, ze n > 3 je libovolné pfirozené cislo a uvazujme né-
jaké pripustné roziezdni obdélniku nx2. Pocet vSech moznych roziezani
takovych, ze v pravém hornim rohu je ¢tverec 1x1 je d,,. Pocet vSech moz-
nych roziezani takovych, ze vpravo je obdélnik 1x2 (postaveny na vysku)
je a,_1. Pocet vSech moznych roziezani takovych, ze vpravo je obdélnik
2x1 (postaveny na S§ifku) a pod nim vpravo dole étverec 1x1 je dp—;.
Pocet vsech moznych roziezani takovych, ze vpravo jsou pod sebou dva
obdélniky 1x2 (postavené na $itku) je a,—o. Tento vycet udava viechny
moznosti roziezani podle Gtvaru vpravo nahore a vSechny moznosti rozie-
zani jsou evidentné navzdjem rizné. Plati proto

ap =dp +dp_1+ap_1 + an_2.
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Predpokladejme, ze n > 3 a uvazujme néjaké pripustné roziezani Sestit-
helniku H,,. Vpravo nahofe se nachazi bud étverec nebo obdélnik, viechna
takova rozifezani jsou navzajem rdzna, plati proto

hp =ap_1 +dp_1.
Pro vSechna pfirozené c¢isla n > 3 plati

hn =ap—1+ hnfla
an = hp +hp_1 +ap_1 + ap_s.

Jelikoz zndme hodnoty a;, a2, hy a he, mizeme podle predchozich vztaht
dosazovat do nasledujici tabulky

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
hn 1 3 10 32 103 331 1064 | 3420|10993|35335
an 2 7 22 71 228 733 | 2356 | 7573 |24342|78243

Obdélnik 10x2 muzeme roziezat na obdélniky 2x1 a ¢tverce 1x1 celkem
78 243 riznymi zpusoby.

Netplné reseni zaslal Anton Hndth z Moravan.

Pozndmka. Pokud bychom v dloze 128 pozadovali, aby kazdé roziezani
daného obdélniku obsahovalo alespon jeden ctverec 1 x 1 a alespon jeden
obdélnik 2 x 1, je v ¢lanku E. Caldy: D1azdéné plochy a ¢isla Fibonacciova
(MFI, ro¢. 7, €. 7, s. 396-400) ukazano, ze celkovy pocet moznych rozfezani
daného obdélniku n x 2, na obdélniky 2 x 1 je 89, pfitom existuje pravé
jedno roziezani obdélniku n x 2 na ¢tverce 1 x 1. Proto by existovalo celkem
78 153 roziezdni pozadovanych vlastnosti.
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