Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime teseni Gloh 135 a 136, jejichz zadani byla zvefejnéna v patém
¢isle aktualniho (16.) ro¢niku nageho ¢asopisu.

Uloha 135
Necht a, b, ¢ a d jsou obvykle oznacené délky stran konvexniho Ctyi-
uhelniku ABCD a e, f délky jeho thlopricek AC a BD. Dokaite, Ze plati

e+ f)*<(a+c)+(b+ad)>
Pro jaké konvexni ¢tyfuhelniky nastane rovnost?
Radek Horensky
Reseni:

Uvazujme posunuti, které zobrazi bod D na bod B. Ozna¢me A’ a C'
po fadé obrazy bodt A, C' v tomto posunuti. Plati tak |AB| = a, |A'B| =
=|AD| =d, |C'B| = |CD| = ¢, |CB| = b (obr. 1). Ctyithelnik AA’C'C je
rovnobéznik v némz plati |AC| = |A'C’'| = e, |AA'| = |CC’| = f. Pro Ghly
ACC" a CAA' pritom plati cos |[ZACC'| = — cos|LC AA'|. Podle kosinové
véty je

|AC'|? = |AC|* + |CC'|? — 2|AC| - |CC'| - cos |£ACC|,
|A'C|? = |AC]> + |AA')? —2|AC| - |AA'| - cos |ZCAA|.
Sectenim obou vztahti dostaneme

|AC'|2 + |A'C|? = 2(e* + £?).

Jelikoz 2(e? + f2) = (e + f)? + (e — f)? a ¢islo (e — f)? je nezdporné, plati
nerovnost

(e+f)* <|AC'P + |A'CP.

Rovnost v ni nastane, pravé kdyz e = f. Uzitim trojihelnikové nerovnosti
pro trojuhelniky ABC' a A'BC dostaneme

|AC'| < |AB|+|C'Bl|=a+c¢ a |A'C|<|A'B|+|CB|=d+b.
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Rovnost v téchto nerovnostech nastane pouze v pfipadech, kdy body A, B,
C' resp. A', B, C lezi na jedné pfimce. Spojenim poslednich t¥{ nerovnosti
ziskdme dokazovanou nerovnost

(e+ f)?> < (a+c¢)? + (b+d)?,

pri¢emz rovnost v ni nastane, pravé kdyz bod B je prusecikem whlopii-
¢ek rovnobézniku AA'C’'C se shodnymi stranami. Tato situace nastane,
pravé kdyz ctyifuhelnik ABC'D ma shodné thlopticky a dvojice protileh-
lych stran, tedy pravé kdyz ABCD je pravothelnik (obdélnik nebo ¢tve-
rec).
Jiné feseni (podle Jozefa Mészdrose)

Ozna¢me E, F po fadé stiedy thloptiéek AC a BD (obr. 2). Pro délky
téznic BE a DFE po fadé v trojihelnicich ABC' a ACD plati

1 1 1 1
|BE|* = 3 (JAB|* +|BC)?) — Z|AC|2 =3 (a? +b?) — 162,
IDEF? = L (14D +1DCP?) - HAc) = L (2 +¢t) - L2

Sectenim téchto vztaht dostaneme

BE|? + DE2:1 a? + b2+ +d?—e?).
| 2
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Obr. 2

Pro délku téznice |E'F| trojuhelniku BDE plati

1 1 1
|EF|> = = (|BE” + |DE|2)—Z|BD|2 =7 (> + 0>+ +d* — 62)—Zf2.

1
2
Jelikoz |EF|* je nezéporné ¢islo, dostaneme tpravou piedchézejictho

vztahu
A+ <+ e+
pritemz rovnost nastava, pravé kdyz E = F, tedy pravé kdyz ABCD je
rovnobéznik.
Podle Ptolemaiovy nerovnosti pro ¢tyifahelnik ABCD dale plati
ef <ac+bd,

pfitemz rovnost nastava, pravé kdyz je ¢tyruhelnik ABCD tétivovy. Pii-
¢tenim dvojnasobku tohoto vztahu k predhéazejici nerovnosti ziskdme

e? +2ef + f2 < a® + 2ac+ 2 + b + 2bd + d°,
coz po upravé dava dokazovanou nerovnost
(e+£)?* < (at0)?+(b+a).

Rovnost nastava, pravé kdyz je ABC D tétivovy rovnobéznik, tedy pravé
kdyz ABCD je pravouhelnik.

Spravné feSeni zaslali: Anton Hndth z Moravan, Miloslav Hiibsch z Pra-
hy 5 a Jozef Mészaros z Jelky.
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Netplné tfeSeni zaslali: Viadimir Pavel z Blovic a Jifi Steckbauer
z Kvétné.

Uloha 136
Dokazte, ze neexistuje realné cislo ¢, pro které by cisla

z1 =(c—1)(c—2)...(c—2006), 2 = (c+1)(c+2)...(c+2006)
byla koteny kvadratické rovnice

22+ (¢ —12)(c* —2%) ... (c® —2006%) = 0.

Jaroslav Zhouf

Reseni:
Uvazujme polynom

P(c) = (c+1)(c+2)...(c+ 2006)
s kladnymi (celo¢iselnymi) koeficienty. Jelikoz 2006 je sudé ¢islo, plati
P(—c) =(—c+1)(—c+2)...(—c+2006) = (¢ — 1)(c = 2)...(c—2006).

Polynom P(c) + P(—c) je sudé funkce a jeho koeficienty jsou dvojnasobky
koeficientli polynomu P(c) u sudych mocnin proménné ¢, tedy kladna ¢isla.
Proto pro vSechna realné ¢isla ¢ plati

0< P(c) + P(—c) = x1 + z2.

Podle vztahti mezi kofeny a koeficienty kvadratické rovnice budou ¢isla
1 a xy pro néjaké redlné cislo ¢ koreny dané kvadratické rovnice, pravé
kdyz 1 + z» = 0, coz ale neni mozné.

Neexistuje tedy redlné ¢islo ¢, pro které by cisla z; a z2 byla kofeny
dané kvadratické rovnice.

Spravné feseni zaslali: Anton Hndth z Moravan, Miloslav Hiibsch z Pra-
hy 5, Jozef Mészdros z Jelky a Viadimir Pavel z Blovic.
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