
Zaj�mav	 matematick	 �lohy

Uv�d�me �e�en� �loh � � a � !� jejich� zad�n� byla zve�ejn�na v p�t�m
��sle aktu�ln�ho ��!�� ro�n�ku na�eho �asopisu�

�loha ���
Nech� a� b� c a d jsou obvykle ozna�en� d�lky stran konvexn�ho �ty�	

�heln�ku ABCD a e� f d�lky jeho �hlop���ek AC a BD� Doka�te� �e plat�

�e� f�� � �a� c�� � �b� d���

Pro jak� konvexn� �ty��heln�ky nastane rovnost�

Radek Horensk�

�e
en��
Uva�ujme posunut�� kter� zobraz� bod D na bod B� Ozna�me A� a C �

po �ad� obrazy bod
 A� C v tomto posunut�� Plat� tak jABj � a� jA�Bj �
� jADj � d� jC �Bj � jCDj � c� jCBj � b �obr� ��� 'ty��heln�k AA�C �C je
rovnob��n�k v n�m� plat� jACj � jA�C �j � e� jAA�j � jCC �j � f � Pro �hly
ACC � a CAA� p�itom plat� cos j�ACC �j � � cos j�CAA�j� Podle kosinov�
v�ty je

jAC �j� � jACj� � jCC �j� � � jACj � jCC �j � cos j�ACC �j�

jA�Cj� � jACj� � jAA�j� � � jACj � jAA�j � cos j�CAA�j�

Se�ten�m obou vztah
 dostaneme

jAC �j� � jA�Cj� � ��e� � f���

Jeliko� ��e� � f�� � �e� f�� � �e� f�� a ��slo �e� f�� je nez�porn�� plat�
nerovnost

�e� f�� � jAC �j� � jA�Cj��

Rovnost v n� nastane� pr�v� kdy� e � f � U�it�m troj�heln�kov� nerovnosti
pro troj�heln�ky ABC � a A�BC dostaneme

jAC �j � jABj� jC �Bj � a� c a jA�Cj � jA�Bj� jCBj � d� b�
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Obr� �

Rovnost v t�chto nerovnostech nastane pouze v p��padech� kdy body A� B�
C �� resp� A�� B� C le�� na jedn� p��mce� Spojen�m posledn�ch t�� nerovnost�
z�sk�me dokazovanou nerovnost

�e� f�� � �a� c�� � �b� d���

p�i�em� rovnost v n� nastane� pr�v� kdy� bod B je pr
se��kem �hlop��	
�ek rovnob��n�ku AA�C �C se shodn�mi stranami� Tato situace nastane�
pr�v� kdy� �ty��heln�k ABCD m� shodn� �hlop���ky a dvojice protileh	
l�ch stran� tedy pr�v� kdy� ABCD je pravo�heln�k �obd�ln�k nebo �tve	
rec��

Jin� �e
en� �podle Jozefa M�sz�rose�
Ozna�me E� F po �ad� st�edy �hlop���ek AC a BD �obr� ��� Pro d�lky

t��nic BE a DE po �ad� v troj�heln�c�ch ABC a ACD plat�

jBEj� �
�
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�
jABj� � jBCj�
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�

�
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d� � c�

�
�

�
$
e��

Se�ten�m t�chto vztah
 dostaneme

jBEj� � jDEj� �
�
�

�
a� � b� � c� � d� � e�

�
�
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Obr� �

Pro d�lku t��nice jEF j troj�heln�ku BDE plat�

jEF j� �
�
�

�
jBEj� � jDEj�

�
�
�
$
jBDj� �

�
$

�
a� � b� � c� � d� � e�

�
�
�
$
f��

Jeliko� jEF j� je nez�porn� ��slo� dostaneme �pravou p�edch�zej�c�ho
vztahu

e� � f� � a� � b� � c� � d��

p�i�em� rovnost nast�v�� pr�v� kdy� E � F � tedy pr�v� kdy� ABCD je
rovnob��n�k�

Podle Ptolemaiovy nerovnosti pro �ty��heln�k ABCD d�le plat�

ef � ac� bd�

p�i�em� rovnost nast�v�� pr�v� kdy� je �ty��heln�k ABCD t�tivov�� P�i	
�ten�m dvojn�sobku tohoto vztahu k p�edh�zej�c� nerovnosti z�sk�me

e� � �ef � f� � a� � �ac� c� � b� � �bd� d��

co� po �prav� d�v� dokazovanou nerovnost

�e� f�� � �a� c�� � �b� d���

Rovnost nast�v�� pr�v� kdy� je ABCD t�tivov� rovnob��n�k� tedy pr�v�
kdy� ABCD je pravo�heln�k�

Spr�vn� �e�en� zaslali� Anton Hn�th z Moravan� Miloslav H�bsch z Pra	
hy � a Jozef M�sz�ros z Jelky�
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Ne�pln� �e�en� zaslali� Vladim�r Pavel z Blovic a Ji�� Steckbauer
z Kv�tn��

�loha ���
Doka�te� �e neexistuje re�ln� ��slo c� pro kter� by ��sla

x� � �c� ���c� �� � � � �c� ���!�� x� � �c� ���c� �� � � � �c� ���!�

byla ko�eny kvadratick� rovnice

x� � �c� � ����c� � ��� � � � �c� � ���!�� � ��

Jaroslav Zhouf

�e
en��
Uva�ujme polynom

P �c� � �c� ���c� �� � � � �c� ���!�

s kladn�mi �celo��seln�mi� koe�cienty� Jeliko� ���! je sud� ��slo� plat�

P ��c� � ��c� ����c� �� � � � ��c� ���!� � �c� ���c� �� � � � �c� ���!��

Polynom P �c��P ��c� je sud� funkce a jeho koe�cienty jsou dvojn�sobky
koe�cient
 polynomu P �c� u sud�ch mocnin prom�nn� c� tedy kladn� ��sla�
Proto pro v�echna re�ln� ��sla c plat�

� � P �c� � P ��c� � x� � x��

Podle vztah
 mezi ko�eny a koe�cienty kvadratick� rovnice budou ��sla
x� a x� pro n�jak� re�ln� ��slo c ko�eny dan� kvadratick� rovnice� pr�v�
kdy� x� � x� � �� co� ale nen� mo�n��

Neexistuje tedy re�ln� ��slo c� pro kter� by ��sla x� a x� byla ko�eny
dan� kvadratick� rovnice�

Spr�vn� �e�en� zaslali� Anton Hn�th z Moravan� Miloslav H�bsch z Pra	
hy �� Jozef M�sz�ros z Jelky a Vladim�r Pavel z Blovic�

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� !��


