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1. Uvod

V roce 1825 &esky p¥irodovédec Jan Evangelista Purkyné® (1787 — 1869)
objevil bunécné jadro, aniz tusil, ze vlastné objevil obrovskou databanku
informaci. Genetick4 informace v jadfe bunky je totiZ zaznamenéna v chro-
mozémech digitalné, provedeme-li nap¥. ztotoznéni

A=00, C=01, G=10, T =11, (1)

kde A, C, G a T postupné oznacuji nukleotidy adenin, cytosin, guanin
a thymin. Ty jsou soudasti dvojsroubovice molekuly kyseliny DNA obsa-
zené v jadre kazdé bunky. Na dvojsroubovici DNA proti sobé vidy stoji
béaze A a T, které jsou propojeny dvéma vodikovymi mustky, a baze C a G
propojené t¥emi vodikovymi mustky (srov. obr. 1). Napfiklad jadro lidské
buiiky obsahuje pfiblizné 3 - 10° takovych nukleotidovych parf. To podle
pfifazeni (1) odpovid4 Sesti miliarddm bitd (tj. nul a jedniéek). UvaZime-li,
ze 1 byte je 8 bitd, zjistime, Ze jadro kazdé lidské bunky obsahuje 750 MB
informace, coZ je zhruba kapacita jednoho CD. Hustota zéznamu infor-
mace v jadie lidské buiiky je ale podstatné vétsi nez na CD, nebot pramér
jadra €ini pouhych 5 pm.

1V r. 1824 Purkyng& popsal t¥i zékladni daktyloskopické obrazce (oblouk, smycka
a vir) a zjistil, Ze jsou d&di¥né — viz [14].
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Obr. 1. Schematické znazorn&ni struktury fetézci DNA. Nukleotidy oznafené sym-
boly A, T, C a G jsou propojeny vodikovymi mistky, coZ jsou velice slabé chemické
vazby. Molekuly cukru deoxyribézy (oznalené pé&tithelniky) a molekuly kyseliny fos-
fore&né (oznalené krouzky) jsou spojené silnymi kovalentnimi vazbami a chrani tak
genetickou informaci pied poSkozenim. Ve skutenosti je celd molekula DNA zkroucena
do dvojité pravotolivé spirdly.

Horni vlakno z obr. 1 odpovidé podle pfifazeni (1) posloupnosti
...001011010111....

Pfiroda tedy ,vynalezla“ dvojkovou (nebo chcete-li étyfkovou) soustavu
k zapisu dédi¢né informace. Dolni vldkno z obr. 1 odpovida posloupnosti
...110100101000... . Vidime, Ze piiroda ,vynalezla® i unarni operaci ne-
gace.

V tomto ¢lanku si struéné pripomeneme dilezité udalosti, které pod-
statné piispély k rozvoji relativné nového oboru — matematické genetiky,
kter4 je styénou disciplinou matematiky, informatiky a biologie.

2. Mendelovské a postmendelovské obdobi

V roce 1865 pfednisel brnénsky augustinidnsky knéz Johann Gregor
Mendel o svych pokusech s kfizenim hrachu na schiizich P¥irodovédného
spolku. Zvefejnil je v prikopnické praci [12], kterd ovSem zapadla pfe-
devsim proto, ze védeckd vefejnost nepochopila mozné souvislosti biolo-
gie a matematiky. Hlavni vysledky jeho prace jsou dnes znamy jako tfi
Mendelovy zdkony (o uniformité miSencl, o $té€peni znakd, o volné kom-
binovatelnosti vloh).? Ke stejnym z&vértim nezivisle dospéli na pocatku

2Casto se setkdvame se i s jingm pojmenovanim Mendelovych zékonfl, nap¥. z4-

kon o stejnosti kffZencl prvni generace, zdkon dominance a rozdéleni vlastnosti rodi¢d
v druhé generaci a zdkon o rasové istoté pohlavnich bunék.
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20. stoleti Hugo de Vries, Carl Correns, Erich von Tschermak a William
Bateson (viz [1]), ktef{ Mendela nazvali otcem nového védniho oboru —
genetiky.® Mendelovy zdkony tak postupné vesly ve vSeobecnou znamost
po celém svété (viz [15] a [16]). Mendel vlastné nepiimo objevil zakladni
jednotky dédi¢nosti, které dnes nazyvame geny.

Zcela rozhodujici pro Mendelv Gspéch bylo to, ze mél velice dobré
zéklady z matematické statistiky a fyziky. Na studiich ve Vidni* navitévo-
val napt. pfednégky Christiana Dopplera z experimentalni fyziky. Peclivé
studoval Ettingshausenovu uéebnici Die kombinatorische Analysis (1826),
z niz se naucil kombinatorice a matematickym modelim potfebnym pro
vysledky svého pozdé&j§tho vyzkumu. Dilezitou oblasti Mendelova zajmu
byla i astronomie a meteorologie, pfi jejichz studiu se naudil zpracovavat
netické pokusy bylo dlouhodobé §lechténi rozmanitych odrd hrachu, az
ziskal tzv. ¢isté linie (srov. obr. 2). Ty pak vzajemné kii7il a zkoumal vlast-
nosti potomkd. Pfitom se mj. soustiedil na dédi¢nost nasledujicich sedmi
znakl:

. tvar zralych semen (kulaty, svrastély),

. zbarveni semen (bilé, Zluté, zelené),

. zbarveni osemeni (bilé, Sedivé, Sedohnédé aj.),

. tvar zralych luskl (jednodu8e klenuty, hluboce zagkrceny),
. zbarveni nezralych luski (jasné Zluté, zelené),

. postaveni kvt (axilni, termindlni),

. délka hlavniho stonku (kratky, dlouhy).

N O U W N =

Je zajimavé, Ze jiz tehdy poznal, Ze tyto znaky jsou na sobé nezavislé.
Dnes vime, pro¢ tomu tak je. Kazdy z téchto sedmi znak je totiz uloZen na
jiném chromozému a hrach ma praveé 7 pard chromozémi — viz tabulku 1.

V roce 1905 W. Bateson poprvé uzil pojmu genetika (viz [16, str. 17]),
ktery se zahy vzil, pfestoze tato nova védni disciplina nebyla vzdy pfiji-
ména s porozuménim. Termin gen zavedl W. Johannsen v roce 1909 (viz
[9]). V dnesni dobé pod timto oznadenim rozumime tsek molekuly nukle-
ové kyseliny, ktery nese zakladni jednotku dédi¢né informace — gen. VétSina

3Jen malokomu se poda¥i zaloZit zcela novy v&dni obor; z Zeskych v&dci lze je¥ts

jmenovat nositele Nobelovy ceny Jaroslava Heyrovského, ktery zaloZil polarografii.
4Ne¥ odjel na studia do Vidng, u&il matematice ve Znojmé& a Brng.
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Po&ty chromozémi u rdznych organisma
druh organismu | polet chromozémi | druh organismu | polet chronozému
gkrkavka kotiska 2 Elovék 46
komér pisklavy 6 §impanz 48
octomilka 8 brambor 48
moucha 12 prase 60
Fasa Sroubatka 12 ovce 66
hrach sety 14 pes 78
skokan zeleny 24 holub 80
lilie zlata 24 lipa 82
nezmar 32 kapr 104
koc¢ka 38 rak 116
kralik 44 Zabronozka 168
Tab. 1

gent existuje alespoii ve dvou rozdilnych forméach (viz [5, str. 33]), které
oznatujeme jako alely (tj. alelomorfni geny). Napfiklad gen odpovidajici
krevnim skupindm?® systému ABO m4 t¥i zékladni alely I*, I® a i.

Dvojice odpovidajicich si parovych chromozém nese vzdy 2 alely ur-
¢itého genu, z nichZ jedna pochazi od otce a druha od matky. Tyto alely
mohou byt stejné (homozygot) nebo razné (heterozygot). Alelu a nazveme
recesivni, jestlize se jeji charakteristicky znak projevuje jen tehdy, kdyz
druhé alela na odpovidajicim chromozému z dvojice je také a. V opac¢ném
piipadé nazveme alelu dominantni.® Uéinek recesivniho genu u heterozy-
gota se tedy neprojevuje (viz obr. 2). Objevuje se pouze u homozygota.
Alely I#, IB krevntho systému ABO jsou dominantni, zatimco alela i je
recesivni. Alely I* a I® se nazyvaji kodominantni, coz znamena, %e jsou
navzajem rovnocenné a nezavislé.

5Na objevu krevnich skupin se vyznamng podilel &esky léka¥ Jan Jansky (1873 -
1921).

SNap¥. hn&d4 barva odpovids dominantnf alele genu BEY?2, ostatni barvy o&i svéd&i
o pfitomnosti obou recesivnich alel tohoto genu.
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Obr. 2. Schematické znazorné&ni Mendelovych pokust s délkou hlavniho stonku u hra-
chu. Dominantni alela A odpovidd dlouhému stonku a recesivni alela a kratkému
stonku. V8ichni potomci rodi¢t s alelami AA a aa maji pouze alely Aa. Naproti tomu
v dal$i generaci ma &tvrtina potomkd alely AA, polovina potomkd Aa a zbyvajici
&tvrtina aa.

3. Hardydav-Weinbergav zikon

Na pocatku 20. stoleti vznikaly prace, v nichz se stale vice objevovala
snaha popsat Mendelovy genetické zakonitosti matematicky. Roku 1908
formuloval slavny matematik G. H. Hardy (1877 — 1947) a nezévisle té%
W. Weinberg vysledek (viz [7] a [21]), ktery je dnes zndmy jako zdkon
Hardytv-Weinberglv o stalosti relativni ¢etnosti alel. Abychom si tento
zakon pfiblizili, uvazujme pro jednoduchost gen, ktery ma jen dveé alely A,
resp. a. Kazda pohlavni buiika obsahuje bud alelu A, anebo alelu a. Jejich
vyskyt ve vySetfované populaci je uréen relativnimi ¢etnostmi (pravdépo-
dobnostmi) p = p[A] > 0, resp. ¢ = g[a] > 0, pro néz plati vztah

plA] +¢[a] = 1. (2)
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Symboly v hranatych zivorkich budou nadéale oznacovat, kterych alel se
tyka kvantitativn{ 4daj pfed zavorkou.

Nepohlavni buiiky” obsahuji vZdy jednu alelu od matky a jednu od otce.
Necht je vySetfovana populace dostateéné velka a necht je panmiktickd, coz
znamena, ze je v ni zarucen naprosto ndhodny vybér kiizeni partnert. Dale
pfedpokladejme, ze v ni nedochizi k zadnym migracim ani mutacim, ze
pramérnd plodnost vSech jedinch je stejnéd atp. Potom pravdépodobnost
vzniku jedince s dvojici alel AA je zfejmé rovna soudinu p[A] - p[A]. Po-
dobné zjistime pravdépodobnosti vzniku jedinch s dvojicemi alel Aa, aA,
resp. aa. Polozme proto

pg[Aa] = gplaA] = p[A] - ¢[a],

p’[AA] = p[A] - p[A],
} (3)
¢°[aa] = q[a] - g[a].

Umocnénim rovnice (2) na druhou a pomoci (3) dostaneme rovnici
p’[AA] + 2pg[Aa] + ¢*[aa] = 1.

UZitim vztahl (3) lze pak uréit relativni Cetnosti alel A, resp. a v dalsi
generacl. Ty jsou podle (2) dany vztahy (srov. obr. 3)

p>+2pg/2=p(p+q)=p, Ttesp. ¢ +2pq/2=q(q+p)=q.

Odtud plyne, ze relativni ¢etnosti vyskytu obou alel ziistavaji stejné jako
piivodni relativni Cetnosti a alely pohlavnich bunék novych jedinci budou
opét splitovat vztah (2). Této vlastnosti se ¥ika Hardydv- Weinbergiv zdkon.

Grafické znazornéni situace z obr. 3 si miZzeme osvétlit na nasledujicim
pfikladu. Pro jednoduchost piedpokladejme, Ze populace ma pravé 100
jedincil a necht pro tuto skupinu plati nasledujici rozdéleni alel:

7Vgechny nepohlavni butiky ur&itého jedince obsahuji teoreticky naprosto toto¥nou
genetickou informaci. Naproti tomu libovolné dv& pohlavni butiky téhoZ jedince obsahuji
obecné rtznou genetickou informaci, coZ je zpiisobeno tzv. pfekfiZzenim chromoz6é6mu pfi
vzniku pohlavnich bungk. Je zajimavé, Ze prekiiZeni nerespektuje hranice jednotlivych
gent. Proto &im je gen kratsi, tim m4é v&t3{ Sanci pfezit beze zmény.
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genotyp AA | Aa | aa | soucet
pocet jedinc | 40 | 50 | 10 | 100
pocet alel A | 80 | 50 0 130
pocet alel a 0 | 50 | 20 70

Tab. 2

Protoze dany gen ma vidy dvé alely, ma 100 jedinc celkem 200 alel.
Z tohoto poctu, jak ukazuje tabulka 2, je celkovy pocet alel A roven
P(A) = 130 a celkovy pocet alel a je Q(a) = 70. Pro relativni etnosti
p[A] a g[a] dostavime:

130 70
Al=—=0,65 = — = .
plA] = 555 = 0,65, gla] = 5 = 0,35
PIA] qla]
plA]
gla]

Obr. 3. Grafické zndzornéni Hardyova-Weinbergova zdkona. Na horni (resp. levé)
strang jednotkového &tverce je zndzornéna relativni &etnost alel pro p[A] = 0,65 a g[a] =
0,35 samé&ich (resp. sami&ich) pohlavnich bun&k. Riizn& obarvené &isti &tverce odpovi-
daji relativni &etnosti alel A, a v nepohlavnich buiikidch potomk.

Hardytv-Weinberglv zakon lze matematickou indukci jednoduSe rozsifit
i na vice alel (viz [20]). Zavérem tohoto odstavce si ukaZme opét na pii-
kladu, jak tento zdkon pouzit na alely krevniho sytému ABOQ. Pro jedno-
duchost pisme A, B, 0 misto alel T4, I®, i a oznaéme p = p[A], ¢ = ¢[B]
a r = r[0]. Pak plati

p+qgq+r=1, p,q,r>0. (4)

Relativni ¢etnosti jednotlivych genotypt systému ABO udava néasledujici
tabulka:
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genotyp AA | A0 | BB |BO| 00 AB
krevni skupina A B 0 AB
relativn{ Getnost | p> +2pr | ¢> +2¢r | r 2pq

Tab. 3

Ze vztahu (4) vidime, Ze soudet v8ech relativnich Cetnosti z tabulky 3 je
roven jedné:

P +2pr+ ¢ +2qr+r*+2pg=(p+q+7): =1

Krevni skupinu 0 mé asi 45 % celosvétové populace a tato hodnota se
v disledku Hardyova-Weinbergova zakona v ¢ase pfili§ neméni, i kdyz sku-
pina 0 odpovid4 recesivni alele. Krevn{ skupinu A, resp. B méa 42 %, resp.
9 % populace. Na zdklad& t&chto informaci se pokuste vyFesit nasledujici
Glohu.

Uloha. Pro vyse uvedend data urcete podle tabulky 3 relativni ¢etnosti
p, q ar. Zkuste pro tuto situaci nakreslit obrazek podobny obr. 3.

Poznamenejme jesté, Ze jedinec s krevni skupinou AB je univerzalni
pfijemce, zatimco jedinec se skupinou 0 je univerzalni darce, pokud ovSem
oba maji stejny Rh faktor (viz orientovany graf na obr. 4).

QW

C—D

Obr. 4 Sipky oznatuji, %e trasfuze krve mezi odpovidajicimi krevnimi skupinami je

mozné.
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4. Informace obsaZzena v DNA

V roce 1926 T. H. Morgan ukazal, ze geny jsou ulozeny v chromozbémech
za sebou [13]. O sedm let pozdé&ji za to dostal Nobelovu cenu. V roce 1944
O. T. Avery, C. M. MacLed a M. McCarty zjistili, Ze nositelkou dédi¢né
informace je kyselina DNA, kterd je uloZzena v chromozémech. Proto se
vyzkum soustiedil na studium jejich struktury. V roce 1949 Erwin Chargaff
zjistil, ze pocCet bazi adeninu, resp. cytosinu je vzdy stejny jako pocet
bézi thyminu, resp. guaninu bez ohledu na mnoZstvi a pivod DNA (viz
[8, str. 120]). V roce 1952 Rosalind Franklinovd pofidila prvni fotografie
DNA pomoci elektronového mikroskopu. Na jejich zikladé pak James D.
Watson (USA) a Francis H. C. Crick (VB) objasnili strukturu DNA (viz
[17], [19] a obr. 1), za co% jim byla udélena Nobelova cena v r. 1962.3
P#i tomto fundamentilnim objevu sehrala dilezitou roli skutecnost, Ze
Crick byl fyzikem (viz [18)). Jiz v roce 1950 si uvédomil, Ze pokud budeme
stejné molekuly (napf. molekuly tvofené cukrem deoxyribézou a kyselinou
fosforeénou — srov. obr. 1) spojovat naprosto stejnym zpisobem, budou
leZet na prostorové Sroubovici (v meznich p¥ipadech na kruZnici & p¥imce).
Watson si zase povsiml, ze par adenin-thymin je stejné ,,dlouhy“ jako par
cytosin-guanin (viz [18, str. 131]).

V roce 1956 J. H. Tjio a A. Levan prokézali, Ze Clovék mé v kazdé
nepohlavni buiice 46 parovych chromozém, zatimco primati jich maji 48
(polovina, z nich pochdzi od matky a druhd polovina od otce).® Tento
nahly skok v poc¢tu chromozémi se odehral v pribéhu evoluce primati.
Dnes je zndmo, %e druhy lidsky chromozém!? vznikl spojenim dvou opi¢ich
chromozémi.

Z praci zndmého fyzika G. Gamowa vyplynulo (viz. napf. [6]), Ze ge-
neticky kéd by mél byt tripletni, tj. za vflenén{ urcité aminokyseliny do
proteinového fetézce by méla odpovidat vzdy pouze trojice nukleotidi.
Velky pfevrat v matematické genetice nastal v roce 1966, kdy M. W. Ni-
renberg stanovil geneticky kod sestavenim tabulky tripletd nukleotid pro
v8echny aminokyseliny (viz tabulka 2), za coZ dostal Nobelovu cenu v r.
1968. Tento kéd je univerzalni v tom smyslu, Ze plati (a% na drobné nuance)
v ramci celé organické fiSe na Zemi, tj. pocinaje viry a konce Clovékem.

8R. Franklinovs se bohuZel Nobelovy ceny nedofkala, nebot pred¥asnd zemfela na
rakovinu. Nicméné jeji spolupracovnik M. F. H. Wilkins dostal Nobelovu cenu spolené
s Watsonem a Crickem.

91idsk4 pohlavni butika m4 jen 23 chromozémd.

10Chromozémy jsou o&fslovany podle délky od nejdel$tho k nejkratdimu.
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V &léanku [10] popisujeme, jak se z aminokyselin syntetizuji bilkoviny po-
moci genetického kédu a operaci replikace, transkripce a translace, coz lze
schematicky znazornit takto:

transkri transl .
replikace @NA TAETIPCC RNA transpee protein

V osmdesatych letech se James D. Watson dirazné zasazoval o piec¢teni
lidského genomu, tj. piecteni celé informace uloZené v DNA ¢lovéka. Defi-
nitivni tabulku lidského genomu v8ak pfedlozil az v roce 2001 John Craig
Venter. Podrobnosti o tomto vyznamném objevu jsou shrnuty v knize [4].
Rozborem DNA péti jedinch z riznych kontinentil svéta bylo zjisténo, Ze
jejich genetickd informace je z 99,8 % identick4. Jinymi slovy, ve t¥ech mi-
liardach partd vzajemné komplementarnich bazi lidského genomu je 6 mi-
liond parh bézi, v nichZ se jednotlivi lidé od sebe vzajemné lig (kromé
jednovajeénych sourozenci, ktefi maji identické genomy).

Druhy nukleotid
U C A G
[ . ucu UAU . UGU . U
R fenylalanin tyrosin cystein

U vuc ; vce serin UAC UuGe - C

UUA |oucin UCA ™ UAA ochre UGA opal A

uuG ucaG UAG amber UGG tryptofan G

cuU cecu CAU istidi CGU u

histidin

Tl C ouo leucin ¢ee prolin cAC ¢GC arginin ¢ ]
3 CUA CCA CAA 1 . CGA Al E
8 glutamin o
~ cuG coa CAG [eleres G j"
=1 3
s El
= AUU Acu AAU | AGU vl 2
z AUC isoleucin | ACC Aac BPEEEN | pao ST |2
alal’ treonin / =

AUA ACA AAA lysin AGA arginin A

AUG metionin ACG AAG AGG G

GUU GCU GAU < GGU U

asparat
GuUC : Gee . GAC GGC ;. c
el valin alanin glycin
GUA GCA GAA s GGA A
glutamat
GUG GCG GAG GGG G

Tab. 4 Geneticky kéd. Nukleotidy molekuly ribonukleové kyseliny RNA jsou ozna-
Ceny zalateCnimi pismeny pfislugnych bazi U, C, A, G. Symbol U oznaduje uracyl, ktery
v RNA stoji na misté, kde v odpovidajici molekule DNA stoji thymin. KaZd4 trojice
béazi kéduje uréitou aminokyselinu nebo ozna&uje polétek & ukoneni syntézy proteinu.

Informace z lidské DNA je tedy pfectena. Dalsi prace lidstvo ale ¢eka.
Ptedevsim je tfeba dekddovat, co tato informace znamend. Zatim je znadm
smysl jen nékolika malo ¢4sti lidské molekuly DNA. Stanovenim pofadi
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jednotlivych pismen genetické abecedy v DNA a jejich interpretaci se za-
byva pomérné novy védni obor — genomika, jeZ je soucasti bioinformatiky.

5. Zavér

Po piecteni tohoto €lanku si Ctenaf jisté polozi otazku, kde se takové
slozité molekuly, jaké maji nukleové kyseliny, a informaéni procesy s nimi
spojené ve vesmiru vzaly. Doglo k tomu pravdépodobné nasledujicim zp-
sobem.

V pozorovatelné &4sti vesmiru je vice nez 10! galaxii, z nich% kazd4
obsahuje alespoii 10! hvézd. Kolem hvézd obihaji mensi télesa (planety
a jejich mésice, planetky, komety) a na nékterych z nich panuji podminky
vhodné pro zivot. Primitivni Zivot na Zemi se objevil pfiblizné pfed 3,5
miliardami let,!! o ¢emZ svédéi Getné paleontologické nalezy. P¥iroda tedy
méla od okamZiku velkého tfesku'? p¥iblizné 10 miliard let (= 4 - 10'7 s)
¢asu na experimentovani spojené se vznikem zivota. Déle je tieba si uvédo-
mit, %e povrch nasi Zemé& m4 zhruba 500 000 000 000 000 m?, coZ, jak jisté
uznate, je nesmirné obrovska (bio)chemicks laborato¥. Rozborem spekter
z mezihvézdného prostoru bylo zjisténo, %e ve vesmiru (mimo nasi Zemi)
existuji nékteré aminokyseliny (nap¥. glycin). Navic ned4dvné experimenty
ukazuji, ze pfi dopadu komet mohou aminokyseliny polymerovat v kratké
bilkovinné fetézce. Pfitom stacilo, aby vznikla néjaka samoreplikujici se
molekula, kterd se mutacemi mohla dale ,,zdokonalovat“. Darwinova evo-
lu¢ni teorie o vzniku druhd pfirodnim vybérem v konkurenénim prostiedi
(viz [3]) pak vysvétluje, pro¢ viibec existuje vyspély Zivot na nasi planetg.
Zajemcim o genetiku doporucujeme zejména knizky [2], [4], [5], [8], [11],
[16], [17], [18].
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Prakticka extremalni loha o vyrobé
stanu

SEFKET ARSLANAGIC*)
Prirodno—matematitki fakultet, Univerzita Sarajevo, BOSNA a HERCEGOVINA

V tomto piispévku uvedeme jedno feSeni praktické Glohy o vyrobé stanu

uzitim diferencidlniho poctu. S prezentovanou metodou se mohou Zici
stfednich 8kol setkat v samotném zavéru bloku zikladniho kurzu mate-
matiky, popf. v ucebnici [1].

Pséno pro MFI. Z n&meckého originalu ptelo%il Filip Surcek.
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Formulace problému
Jista tovarna ma ve svém vyrobnim programu vyrobu stant téhoz typu,
viz obr. 1. Pf¥itom bylo dohodnuto, 7e stan ma mit nasledujici parametry.
a) Podstava stanu (z pogumované plachtoviny), m4 mit obsah je 4 m2.
b) Vyska stanu nemd byt v&tsi neZ nez 1,5 m.
c) Celkovy vnit¥ni prostor stanu musi byt minimalné 4 m3.

Obr. 1

V této souvislosti si mizeme polozit tuto zajimavou otazku: Jak vyrobit
stan spliujici vySe uvedené parametry tak, aby jeho vyroba byla co mozn4
nejlevnéjsi, tj. aby se na jeho vyrobu celkové spotfebovalo co nejméné
materialu.

Nékoho mozna napadne, 7e stan, ktery by vyhovoval podminkam tlohy,
md rozméry h =0,5m, 2 =1m, 2 =2 m, y = 2 m (viz obr. 1). Snadno
v8ak lze spocitat, kolik materidlu na vyrobu takového stanu spotiebujeme.
Oznadime-li P; obsah pouZité celtoviny, pak plati formule

h 2
P1:xy+2(xz+yz)+2%+2y\/h2+xz.

Pouzitim vySe uvedenych konkrétnich hodnot tak dostaneme
P~ 1747 m?.

PoZadavky a) — ¢) pro vyrobu jsou sice u takového stanu splnény, av8ak
zlistava nezodpovézena otazka, zda nelze vyrobit jiny stan, ktery by rovnéz
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vyhovoval nagim pozadavkim, a jehoz vyroba by byla levnégjsi. Ukazeme,
ze takovy stan skuteéné existuje.

Reseni: Preformulujme nejprve nage poZadavky pro vyrobu stanu do ma-
tematické podoby, tj. provedme matematizaci této situace. Soucasné tak
(pro minim&lni, resp. maximalni poZadované hodnoty) musi platit

h
zy =4; z+h=15; xyz+%-y:4.

Ze posledni podminky plyne zy(2z + h) = 8. VyuZitim prvni podminky
tak dostavame 2z +h =2, tedy 2=0,5a h=1.

Pro celkové mnozstvi materialu, ktery na vyrobu jednoho stanu spotie-
bujeme, pak plati

x
P_4+2(§ +x+2—1/ Z
4 2
P=dtort+ ot 145
T 4

Nagim tkolem je nyni stanovit minimum funkce P(z), ktera je definovand
pro libovolné kladné realné z, kde

4 8 2
Plx)=4+2x+ = —1/1 = 1
(z) +x+x+x +4 (1)

Pro 1. derivaci P'(z) funkce P(z) pak plati

Plz)=2- F
J:
4

22 x? 4+ 22

tj.

t.
P(z)=2-

a po Gpravé

22%V/A4 + 22 —4V/A + 22 — 4(4 + %) + 422
224 + 22
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UZitim nutné podminky pro nalezeni lokalniho extrému (zde lokalniho mi-
nimay) funkce P(z) dosp&jeme k fefeni rovnice P'(z) = 0 v oboru kladnych
realnych ¢isel. Dostaneme tak

2(z* —2)v/4+ 22 =16,

tj.
4(z? — 2)%(4 + 2*) = 256.

Po Gpravé tak obdrzime algebraickou rovnici 6. stupné
2% —122% — 48 =0.

K tomu, abychom urdili jeji kladné realné kotfeny, je nutno vySetiit pribeh
funkce
f(z) = 2% —122% — 48.

pro kladnd realnd z. Plati
f'(z) = 62° — 24z = 62(2® — 2)(z* + 2),
a tedy

<0 proze€ (0;v2),
fllz){ =0 proz=+2,
>0 proz € (V2;+00).

Odtud plyne, %e na intervalu (0;/2) je funkce f(z) klesajici, a na intervalu
(v/2; +00) je naopak rostouci. Pro = v/2 nabyv tedy f(z) své nejmensi
hodnoty, tzn. min{f(z)} = f(V2) = —64. Dale také plati, 7e f(2) =
=-32<0a f(3) =573 > 0. Navic, funkce f(z) je sud4 a jeji prib&h pro
nezaporné hodnoty z je znazornén na obr. 2.

Je zfejmé, Ze funkce f(x) mé pro kladné hodnoty proménné z pravé
jeden nulovy bod, ktery lezi uvnit¥ intervalu (2; 3). Déle ur¢ime jeho hod-
notu xg. Danou tlohu je vSak nutno FeSit uzitim pfibliznych metod. P¥i
uziti metody sefen (metoda regula falsi) je nutno vyjadfit rovnici seény
AB grafu funkce (obr. 2). Plati

573 4+ 32

—573=
y 3_2

(x—3).
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y B[3, 573]

48

Obr. 2

Polozime-li y = 0 v poslednim vztahu, obdrzime hodnotu prvni aproximace
z1 hledaného nulového bodu uvazovaného polynomu. Plati

1 %2,05

Cely postup nyni zopakujeme; misto bodu A uvaZujeme v8ak bod
Ai[z1; f(z1)] atd. Po nekolika krocich tak dostaneme aproximaci bodu
zo 8 pozadovanou presnosti. V naSem piipadé se spokojime s pfesnosti na
dvé desetinna mista, tj.

o — 2,17 .

Protoze ale plati zoyo = 4, mame
Yo = 1,84,

a z (1) pak plyne
Prin = P(z) = 15,62 m?.

Porovname-li P, a Ppy, zjistime, Ze pfi vyrobé jednoho stanu jsme tak
ugetfili 1,85 m2. Vidime tedy, Ze prvni volba nebyla zdaleka tak idealni,
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jak by se na prvni pohled mohlo zdat. Na zavér si zkuste pfedstavit, kolik
materiilu tak uSet¥ime napiiklad p#i vyrobé 1 000 stani!

Literatura

[1] Hruby, D. - Kubdt, J.: Matematika pro gymnézia (diferencidlni a integralni podet),
Prometheus, Praha 1997.

54. ro¢nik matematické olympiady
Ulohy I. kola

KATEGORIE Z6

76-1-1
Kladné desetinné ¢islo nazveme vyvdZené, jestlize je soudet ¢islic lezicich
pfed desetinnou ¢arkou roven souctu ¢aslic za desetinnou ¢arkou. Napf.
¢islo 25,133 je vyvazené. Napis
a) nejmensi,
b) nejvétsi vyvaZené ¢islo, jehoZ Zadné dvé Eislice nejsou stejné.
(S. Bedndfovd)

76-1-2

Obdélnik jsme rozdélili na tii trojihelniky jako na obrazku. Odmérili
jsme v8echny vnit¥ni Ghly v téchto trojahelnicich a ziskali nasledujici hod-
noty: 20°, 30°, 30°, 40°, 50°, 60°, 90°, 90° a 130°. Dopis je na spravna
mista v obrazku. (Pozor, obrizek miZe byt nepfesny, nevyplati se méfit.)

(S. Bedndfovd)

Matematika - fyzika - informatika 14 2004/2005 17



Z6-1-3

V zemi ,,Ciselkovo“ Ziji jen pfirozend &fsla. MuZi a chlapci jsou suda
éisla, zeny a divky jsou licha &isla. Manzelé maji ihned po svatbé déti,
a to v8echna éisla, ktera déli jejich soucin beze zbytku. Kterého napadnika
z Cisel 2, 8, 14 si m4 vybrat sleéna Sedmicka, jestlize chce mit

a) co nejvice déti,

b) stejny pocet dcer jako syn?

(M. Dillingerovd)

76-1-4

Na karti¢ce mam napsané sudé ¢tyfmistné ¢islo. Rozstfihnu ji tak, ze
ziskam dvé dvojmistna ¢isla, jejichz soudin je 2 562. Které ¢tyrmistné ¢éislo
jsem méla napsané na karticce?

(M. Raabovd)

Z6-1-5
Na obrazku je mnohothelnik slozeny z jedenacti stejnych ¢tverecki.
a) Zjisti jeho obvod, jestlize vite, Ze jeden maly ¢tvereéek mé obvod
2cm.
b) Které dva ¢&tvereéky mnohothelniku je nutno pfemistit, aby vznikl
novy mnohothelnik s co nejvétsim obvodem?

(S. Bedndfovd)

76-1-6

V Petitkove, Botikoveé a Tomikoveé Zije celkem 6 000 obyvatel. V kazdé
z téchto t¥{ vesnic pfipadd v praméru na 20 obyvatel 1 pes a na 30 obyvatel
1 kocka. V Petitkoveé a Botikoveé zije celkem 234 psi, v Bofikové a Tomikoveé
Zije celkem 92 kocek. Kolik obyvatel maji jednotlivé vesnice?

(S. Ptackovd)
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KATEGORIE Z5

Z5-1-1

Vendelin zaviel do bedny v8echna dvojmistnd ¢isla, kterd pii déleni
péti davaji zbytek 3, avak na jedno z nich zapomnél. Kdyz ¢isla v bedné
spravné secetl, dostal souéet 911. Na které ¢islo zapomnél?

(L. Hozovd)

7Z5-1-2

Andulka a Marugka mély sraz presné v 17:30 pfed kinem. Andulka si
myslela, ze ji jdou hodinky o 4 minuty napfed, ale ve skutecnosti se ji
zpozdovaly o 8 minut. Maruska si myslela, %e se ji hodinky o 8 minut
zpozduji, ale 8ly ji o 4 minuty napfed. Kdy kterd z divek pf¥isla na sraz,
jestlize si obé myslely, Ze pFisly pfesné v 17:307

(S. Ptackovd)

Z5-1-3

Tti bratii princové §li na mnohohlavého draka. Prvni princ mu levou
rukou usekl polovinu hlav a pravou rukou jesté dalsi dvé. Totéz udélali se
zbylymi hlavami druhy a tfeti princ. Potom drak padl. Na kolikahlavého
draka se princové vydali?

(S. Ptackovd)

Z5-1-4
Na obrazku je mnohothelnik slozeny z jedenacti stejnych ¢tverecki.
a) Zjisti jeho obvod, jestliZe vi8, Ze jeden maly ¢tverecek mé obvod 2 cm.
b) Které dva ¢tveretky mnohothelniku je nutno ubrat, aby vznikl novy
mnohotthelnik s co nejvétsim obvodem?

Namaluj aspon jedno FeSeni.

(S. Bedndfovd)
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Z5-1-5

Hraci kostka ma puntiky rozmistény tak, Ze jejich soucet na protilehlych
sténach je vidy 7. Kostka na obr. 1 stoji na sténé s jednim puntikem, takze
na podlozce zanechd otisk 1. Kdyz pfrevalime kostku doprava na sténu se
dvéma puntiky, zanecha na podlozce otisk 2. Kdyz pak pfevalime kostku
smérem k sobé, zanechd otisk 3. Pii tomto valeni dostaneme stopu na
obr. 2. Soucet ¢isel této stopy je 6. Jestlize vychozi postaveni kostky je na
obr. 1,

a) jaky bude soulet na stopé na obr. 37

b) Jak bude vypadat stopa, na niZ je soucet 227

1
® o °
e o o 1 2
L ]
e |5
[ ]
Obr. 1 Obr. 2 Obr. 3

(L. Hozovd)

Z5-1-6

Ivanka si stavi z kostek kominy. VSechny kostky jsou stejné a maji
rozméry 1cm, 1cm a 2 cm. Ted postavila jednopatrovy duty komin z péti
kostek na ploge 12 cm? (viz obr.). Rozhodla se ale, %e postavi duty komin na
ploge 36 cm? z 260 takovych kostek. Jaky nejvyssi komin mohla postavit,
jestlize ji z4dné kostka nezbyla a komin byl nahofe rovny?

(S. Ptackovd)
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Zajimavé matematické tlohy

Nage pravidelna rubrika zahajuje jiz 12. roénik své existence. Byla za-
loZena, v roce 1993 z podnétu tehdejsiho redaktora pro matematiku Stani-
slava Zidka a po dobu prvnich jedenécti let jeji existence se o ni nepfetrzité
staral sou¢asny redaktor pro matematiku Jaroslav Svréek. Od nového roé-
niku v8ak dochdzi ke zméné, kdyz garanci za chod této rubriky pfebira
Pavel Caldbek. Soucasné upozorhujeme nafe ¢tenéie, 7e vechny dal$i né-
lezitosti, tykajici se uvedené rubriky, zistavaji v platnosti.

Reseni prvni dvojice tiloh nového roéniku miizete zaslat nejpozdéji do
20. 10. 2004 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, t¥. Svobody 26, 771 46
Olomouc. Jejich feSeni lze zaslat také elektronickou cestou (pouze
v8ak v TEXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfi@upol.cz. Zajimava a origindlni feSeni dloh radi uvefejnime.

Uloha 111
V roviné je dan pravoahly trojahelnik ABC s pravym thlem p¥i vr-
cholu C. Urclete, jaké jsou velikosti jeho vnitfnich Ghld pfi vrcholech A

a B, prochazi-li osa vnitiniho hlu pfi vrcholu B stfedem té&Znice z vr-
cholu C.

Jaroslav Suréek

Uloha 112

Na stole lezi jeden list papiru, na némz je napsano ¢islo 2. V kazdém
kroku vezmeme libovolny jeden dil papiru (za dil povaZujeme i pivodni
list), ktery lezi na stole. Je-li na ném napsano éislo k, vymaZeme je a tento
dil rozstithame na k mensich dild. Na kazdy z nich pak napi8eme éislo
k + 1 a polozime jej zpét na, sthl.

Zjistéte, pro ktera pfirozena ¢isla n nelze timto zpisobem ziskat na stole
n dild papiru.

Pavel Caldbek
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