Na zaver 21. roéniku MFI

Koné¢i 21. ro¢nik ¢asopisu Matematika — fyzika — informatika a sou-
casné kondéi i jeho tradi¢ni podoba tisténého periodika. Od 22. roc¢niku
bude ¢asopis vychéazet jako periodikum internetové, dostupné na dvou ad-
resach uvedenych na obéalce casopisu. Méni se také termin a periodicita
jednotlivych ¢isel MFIL. Casopis uz nebude podiizen organizaci $kolniho
roku a 1. ¢islo nasledujiciho roéniku vyjde v lednu 2013.

Casopis Matematika-fyzika-informatika vznikl jako pokracovatel fady
didaktickych Casopist, jako byla Matematika ve Skole, Prirodni védy ve
skole, Fyzika ve skole. Pfimou vazbu ma na posledni z téchto ¢asopisii,
kterym byla Matematika a fyzika ve Skole, jejiz vydavani skoncilo 4. ¢islem
21. ro¢niku v roce 1990. Casopis MFI tak vlastné ze viech téchto ¢asopist
vychézel v tradi¢ni papirové podobé nejdéle.

Rozhodujicim momentem znovuobnoveni tolik potiebného didaktického
Casopisu v roce 1991 byla vstiicnost tehdejsi redakce matematiky a fyziky
SPN, ze které se v roce 1993 konstituovalo dnesni tispésné nakladatelstvi
Prometheus, spol. s r. o. Situace se do jisté miry opakuje i nyni, kdy
se vedeni nakladatelstvi rozhodlo podporit finan¢né vznik internetového
Casopisu a tak casopis bude bezplatné dostupny vSem zajemcim.

Redakce casopisu dékuje vSem autoriim, kteii se na tvorbé casopisu
svymi prispévky podileli, a véri, ze se budeme i nadale s jejich ¢lanky
setkavat v dalSich ro¢nicich MFI. Zvlastni dik patii doc. RNDr. Stanislavu
Travnickovi, CSc., ktery po celou dobu existence casopisu aktivné vyko-
naval funkci redaktora pro informatiku, a nyni pozadal o uvolnéni z této
funkce (viz prispévek na s. 630). Nase podékovani patii i vSem dalsim
spolupracovnikim redakce, ktefi zejména zajistovali technické zpracovani
tiskové predlohy casopisu a jeho distribuci. Velmi si vazime pocetné obce
nasich ¢tenaiu ze vsech typu skol, pro néz bude elektronicky ¢asopis mozna
dostupnéjsi nez v tradi¢ni podobé. Na internetové stranky je prenesen ar-
chiv ¢asopisu, kde jsou od 15. ro¢niku uloZeny ve forméatu pdf vSechny
prispévky hlavnich rubrik a redakce hodla archiv déle rozsitovat.

Piejeme vSem Ctenaiim, autorim a spolupracovnikim pékné prazdniny
a tésime se na setkani na webovych strankach 22. ro¢niku MFT.

Redakce
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MATEMATIKA

Interpolacni polynomy v tlohach

PETR KASAL
Skoda Auto Vysoks skola, Mlad4 Boleslav

V sou¢asné dobé vyuka matematiky na SS obvykle téméf viibec nezasa-
huje do problematiky numerickych metod feseni tloh. Zajimavé pfitom je,
7e uz v roce 1966 u nés vysla ucebnice pro SVVS (L. a II. ro¢nik) [4], kterd
se problematikou numerickych vypocta docela podrobné zabyva. Jak je
tomu dnes, kdy kvalita a rozsifeni pocitacové techniky od té doby vyrazné
pokrocila?

V niz8ich rocnicich na stfedni 8kole se zaci postupné seznamuji v riz-
nych kapitolach s nékolika zptsoby, jak nalézt predpis funkce, kterd pro-
chdzi dvéma body (pfimka) nebo t¥emi body (napiiklad parabola). V obou
pfipadech se jednd o situaci, kdy hledand rovnice mé tvar polynomu (prv-
nfho resp. druhého stupné). Jak ovSem postupovat v piipadé, Ze pocet
predepsanych bodi, kterymi funkce prochézi, je vétsi nez t¥i? Tato pro-
blematika (tzv. interpolace) nachézi pomérné $iroké uplatnéni v riznych
oborech (napiiklad poc¢itacova grafika nebo statistika). V ¢lanku nastinime
nékteré moznosti, jak lze pojem interpolace priblizit studentiim vysSich
ro¢nikd na stfedni gkole (naptiklad v rdmci specidlniho seminére) a déle
zobecnime nékteré poznatky, s nimiz se pri vyuce jiz setkali.

Interpolace je nejen Gc¢innym nastrojem numerické analyzy, ale lze ji
efektivné vyuzit také pfi feSeni obtiznéjsich tloh — napiiklad v nékterych
matematickych soutézich.

Chceme-li najit funkci, kterd je urcena svymi funkénimi hodnotami
v n + 1 riznych bodech zg,z1,...,z, (v uzlech) svého definiéniho oboru,
hovofime o tzv. interpolaci této funkce. Ta muze byt rizného typu: poly-
nom, raciondlni funkce, trigonometricka funkce, exponencialni funkce atd.
Nejcastéjsi a nejjednodussi je najit predpis polynomické funkce. V takovém
pripadé hovorime o polynomicke interpolaci neboli interpolaci polynomem.
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Lze dokazat, Ze pro kazdou skupinu takto zadanych n + 1 boda (s rtz-
nymi z-ovymi soufadnicemi) existuje pravé jeden polynom uvaZzovaného
tvaru stupné nejvyse n. Jednim ze zpusobu jeho vyjadieni je tzv. Lagran-
geuv tvar interpolacniho polynomu.

Véta (Lagrangeova)

Je dano n + 1 bodtt A;[x;,y;] € R?, kde i € {0,1,...,n} a pro viechna
i,j € {0,1,...,n} plati ; # z,. Potom existuje pravé jeden polynom
f(x)! stupné nejvyse n, pro ktery plati

n n
r—I;
f(m)zzyi H 7”_;,:
i=0 j=0,#i "

_ (x —z1)(z —x2) ... (T — Ty)
— Y (xo — x1)(T0 — 22) ... (T0 —xn)+

(x —xo)(x —x2) ... (T — )

+y1 (331 — Cﬂo)(wl — ZL”Q) . (561 — :L”n)

+ ...

(x —zo)(x — 1) ... (T — Tp—1)
(T —20)(Tn — 1) .- (T — Tp_1)’

R

(1)

ktery prochazi véemi danymi body A;[z;, yi].
Diikaz. Nejprve dokézeme, ze polynom f(z) prochdzi kazdym z bodd
Ai[zi,yi], kde i € {0,1,... ,n}. UvaZujme vyraz
n
T, — Ty

J=0,j7#1

(x —zo)(x — 1) ... (. —mi—1)(x — Tiq1) - - (. — 2p)
(z; —wo) (i — 1) - (s — i 1) (T — Tig1) - (T — Tn)

(2)

Dosadime-li do (2) za = = x;, je evidentni, Ze bude nabyvat hodnoty 1,
pro ostatni € {0,1,...,n} bude nulovy. Proto interpola¢ni polynom (1)
nabyva v kazdém uzlovém bodé z; hodnoty ;.

Nyni dokazeme, ze je tento polynom urcen jednoznac¢né. Dukaz pro-
vedeme sporem. Piedpokladejme, Ze existuji dva rizné takové polynomy

ltzv. Lagrangeiiv interpolagni polynom
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f(z) # g(z) stupné nejvyse n. Potom existuje polynom p(x) = f(z)—g(z),
ktery je nenulovy, nejvyse n-tého stupné. Protoze pro vSechny uzly z; plati
f(x;) = g(x;) = yi, tak polynom p(x) mé v kazdém uzlu z; nulovou hod-
notu, tedy ma n + 1 riznych nulovych boda. To je ovSem spor s disledky
zékladni vty algebry (polynom n-tého stupné s redlnymi koeficienty mé
nejvyse n nulovych bodt). Tim je dikaz proveden.

Yy s

V dalsi ¢asti ukdzeme nékteré jednodussi aplikace uvedeného vysledku.

Priklad 1
Uzitim formule (1) uréete rovnici pfimky p, kterd prochézi body A[—2; 7]
a B[1;1].

Reseni. Hledejme rovnici piimky p ve smérnicovém tvaru p : y =
= kx + q. Prava strana rovnice je polynom prvniho stupné, ktery lze psat
ve tvaru (1):

x—1 z—(-2) 7 7 1 2
Yy ="7- 1- =—c -+ - =-2 3.
Py _2_1+ 1— (<2 3x+3+3w+3 T +

Tato Gloha byla jen ilustrac¢ni, samoziejmé vime, ze ji mizeme vytesit
jednodussim zpuasobem. Obdobné lze postupovat pri hledani polynomd,
které prochazeji tfemi, ¢tyimi nebo i vice body, jak uvidime v dalsi Gloze.
Zaroven muZeme (na obr. 1) sledovat, jak grafy polynomu z nasledujici
tlohy odpovidaji funkci f : y = 8z/2%, jejiz graf prochézi stejnymi uzlo-
vymi body.

Obr. 1
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Priklad 2

Urcete Lagrangeovy interpolaéni polynomy druhého (resp. tfetiho stup-
né), které prochézeji témito body:

a) A[L; 4], B[2;4], C'[4;2],

b) A[l;4], B[2;4], C[4;2], D[0;0].

Reseni.
Uzitim vztahu (1) dostaneme postupné v jednotlivych piipadech:

_, (@=2)(z -4 z—1)(z —4) (z-D(x-2) _
9@ =4 a0y T eooe-y T aoyay)
1, 10
b)
. (@=2)(x—-4)(z-0) (z —1)(z —4)(z —0)
o) =4 T na-0 4 e-ne-ne=o0

5 5 13, 41
A-DE-20d-0 " 0-Do-20-4 12" 17 E"

Priklad 3
Najdéte Lagrangetiv interpola¢ni polynom, ktery prochézi body
A[10;0], B[20;0], C[30;0], D[40;2], E[41;0].

Na této tloze chceme nézorné ukazat (obr. 2), Ze interpola¢ni polynom
miize za urcitych okolnosti vykazovat zejména v okoli krajnich uzli ,nepa-
t¥i¢né kmit4ni“. Uloha je jiz pomérné pracna a zdlouhavé a bylo by dobré
uvazovat o vhodném vyuziti pocita¢ové podpory pfi jejim zpracovani. Na-
priklad je mozné pouzit webové aplikace MAW — Matematické vypocty
online nebo Wolfram alpha. Hledat interpola¢ni polynomy umi i program
Geogebra. Nabizi se i moznost potrapit zaky zpracovanim tohoto problému
v programu Excel nebo pouzit néktery specializovany statisticky software
(napf. Statgraphics).
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Obr. 2
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Regeni. Dosazenim do formule (1) a postupnymi ipravami dostaneme

1, 101 , 89, 511
S S T g B R V)
f(@) 30007 T 30007 " 77 T 30

IV vevs

Na zavér vyfesime nasledujici (obtiznéjsi) alohu .

Priklad 4

Jsou dény body A[1;1], B[2;2], C[3;4], D[4;8], E[5;a]. Urcete, jakych
hodnot mtize nabyvat realné ¢islo a tak, aby témito body prochézel poly-
nom nejvyse 4. stupné, ktery mé pro x — +o0o limitu +oo.
Reseni. Staéi si uvédomit, Ze o limité polynomické funkce rozhoduje vy-
hradné ¢len s nejvys$sim exponentem. Pozadujeme-li, aby limita byla 400,
musi byt tento ¢len kladny. Je tedy potieba hledat takové a, aby polynom
byl bud 4. stupné s kladnym koeficientem u z* nebo 3. stupné (pokud je
oviem jeho koeficient u z* kladny). Snadno se lze presvédcit, ze nizstho
stupné byt nemuze.

Predpokladejme, Zze polynom je 4. stupné, a pokusme se obecné vyja-
drit koeficient s nejvyssim exponentem. VyuZijeme toho, Ze polynom je
s ekvidistantnimi uzly xy = k. Polynom (1) tedy lze upravit na tvar

O |

—
im0 j=ogzi ' 7
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< z-(r-1-...-(x—i+l)-(z-i-1)-...-(z—n)
_;y’z'-(i—1)-...-3-2-1-(—1)-(—2)-...-(—(n—z’))'

Koeficient s nejvyssim exponentem ma proto hodnotu

- 1 1 « n!
Zy”u(n —)l(=Dm i  nl ;yii!(n — (=D (=1)

= CUT SN iy (1):

n! 4 i
1=0

Tento koeficient ma byt kladny (popf. nezédporny) a v nasem piipadé je
n = 4. Proto

(=)o () == () (oo

Dale s vyuzitim binomické véty ziskame

a tedy

2-1)*=2"+a>0,

a > 15.

Zbyvé, ovéfit, ze pro a = 15 mé polynom 3. stupné kladny koeficient u 3.

f@=Yu]] —L=
i=0 j=0,j#i " J
—2)(z -3)(z—4) (z-1)(z —2)(z—4)

@
=l iy TP eoneae-0 "
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B-1B-20B-4 '~ @-DE-24-3 6 2 3
Zavér. Zadani ulohy vyhovuji vSechna realné ¢isla a > 15.
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EINESNEN SN

Pomocnik pro ucitele geometrie
— automatické vyhodnocovani
konstrukénich tloh

SARKA GERGELITSOVA — TOMAS HOLAN
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

MoZnosti navrzeného systému

Nedilnou soucasti vyuky planimetrie je feseni konstrukénich dloh. Ty
jsou pro mnohé zaky velkym problémem nejen proto, ze jsou spojené s ry-
sovanim, ale zejména proto, ze spésnost, vyzaduje jistou zkusenost, ziska-
nou az vyreSenim vétsiho poc¢tu tloh. Je znamo, ze nejvétsi efekt prinaseji
ulohy, které zaci vyresi sami, s tim jsou ale spojeny obtize na strané zaki
i na strané ucitele.

Pro ucitele je zadavani a zejména kontrola spravnosti odevzdanych te-
Seni obtizna a ¢asové naroc¢néa. Pro zaky je zase dulezité, aby se o pripadné

584 Matematika - fyzika - informatika 21 2011/2012



chybé ve svém teSeni dozvédéli co nejdiive a hlavné aby dostali prilezi-
tost chybny krok nalézt a opravit. A pokud opravené reSeni stale nebude
spravné, aby dostali dalsi prilezitost. Tento pozadavek je ovSem pfi stava-
jici podobé domacich Gkola na papite, které zak dnes vyresi, zitra odevzda
a treti den se dozvi hodnoceni, tézko splnitelny.

Vedeni snahou odstranit uvedené problémy jsme vytvofili systém (na-
zvany GeoTest, viz [4]), ktery umoziiuje zZakiim po provedeném rozboru
zadané konstrukéni tllohy realizovat vlastni konstrukci online a okamzité
ziskat informaci o spravnosti provedeného feSeni. To jim umozni, aby své
feSeni bezprostiedné prehodnotili a pfipadné ihned (nebo i kdykoliv poz-
déji) opravili. Ulohy mohou Z4ci Fesit ¢i opravovat opakované.

Systém ma oddélené prostiedi pro zaky a pro ulitele. Poté, co se zak
prihlési, vidi na displeji seznam zadanych tloh, které pak samostatné resi
v prostiedi GeoGebra appletu a ihned po odevzdani feSeni dostava jeho
hodnoceni, tak, jak je vidét na obr. 1.

Pro ucitele je pripraveno prostiedi, ve kterém zadavaji ulohy a sleduji
postup feseni svych zaki. Ucitel zaradi zvolené tlohy do skupin, které pak
tvofi vZdy jeden tkol (celek). Pro vyteSeni tloh skupiny, kterd zpravidla
obsahuje nékolik tloh, stanovi ucitel casovy limit.

@PeoTest

s Satys Stpmant G Rales

| Oloha 16: Trojdhelnik AB, tc, a
Skupina: 42: G

oceni dlohy

= o
rojdhelnik AB, tc, 3

Mﬁ&yﬁéj‘bj mmg mnmmgmém iranai 4B, Kk na st g«mm « sttmnxﬁ
: AR SESOINE WrChON POSKUNE ©F G2 .

\w\(«:g. wuig g

> y-189
Sen sy

Skupina: 42: G
Uloha: 16: Trojuhelnik AB, tc, a

Vyberne

Obr. 1 Prostiedi pro feSeni tloh a vyhodnoceni feseni
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Zadavané tlohy jsou vétsinou polohové. Systém GeoTest vyhodnoti jako
spravny kazdy regulérni, obecné platny postup feseni tilohy. Pfi feseni tiloh
v tomto systému neprocvicujeme u zdku grafické dovednosti, ale vyhradné
logickou spravnost a presnost navrzeného algoritmu freseni.

Pripravené tlohy

Uéitelé mohou tlohy vybirat z tloh pfipravenych (a otestovanych) au-
tory systému (nemohou v8ak sestavovat dalsi vlastni tlohy). Vybér tloh
ukazuje obr. 2. Aktudlng systém GeoTest obsahuje 200 tloh. P¥ipravené
ulohy mtzeme podle obtiznosti rozdélit do nékolika kategorii.

Prvni kategorii jsou cvic¢né ilohy, zamérené na ovéreni schopnosti zakt
konstruovat v systému GeoGebra. Nejde tedy o klasické konstrukéni tilohy,
kde je tfeba provést rozbor a navrhnout logicky spravny postup konstrukce.

o

2 St¥ed dvou bodi {ny vyziausent; B

62 {23 Cverec B8 L B
Buntlie A 2 8 sesteote body € 8 B, ferd budow tyofit wicholy Soverce ACBDL

Obr. 2 Prostfedi, v némz ucitel vybira tlohy
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Cilem téchto tloh je sezndmit zaky s principy feseni tiloh v systému a s kon-
strukénimi nastroji, které jsou v GeoGebie k dispozici. Predpoklada se, ze
zéci budou tlohy tesit pravé pfimym vyuzitim nabizenych néastroji, niko-
liv striktné ,pravitkem a kruzitkem®. P#i zvoleném postupu je podstatné,
aby zaci zjistili, ze tlohy je tieba resit obecné tak, aby rfeSeni zistalo
spravné i pti zméné polohy ¢i vychozi hodnoty zadanych prvki. Zadanymi
prvky je mozno v appletu pohybovat, a tim c¢asteéné kontrolovat sprav-
nost pouzitého postupu. Z didaktického pohledu je dilezité, aby resitel
presné dodrzel zadani a podminky tlohy, véetné spravného pojmenovani
vystupnich prvkd konstrukce. Zak musi peclivé precist zadani a sprévné
mu porozumét. Zadna chyba neni ,nepodstatna®, p¥i nedodrzeni podmi-
nek systém ohlasi chybu. Tu je mozno ihned opravit. Pokud opravdu jde
o chybu z nepozornosti, opravi ji zaci obvykle snadno. Opravit ji vSak
musi, jinak systém nepovazuje tilohu za vyfeSenou?.

Druhou kategorii jsou typické konstrukcni ilohy, které maji rozdilnou
obtiznost. Poéinaje tilohami, které procvicuji ucivo ZS — které by mély
byt (ale mnohdy nejsou) samoziejmym zdkladem pro stiedoskoldky — pres
zakladni ilohy o mnohothelnicich a kruznicich az po Ulohy obtiznéjsi,
které vyzaduji disledny rozbor a precizni logickou tivahu. U kazdé tlohy
navic ucitel vidi kromé slovniho zadani i doplhujici adaje: jednak atri-
buty, které ur¢uji typ, cilovou skupinu a obtiZnost Glohy (podrobnéji viz
http://drupal.geometry.cz/geotest-ulohy), jednak ¢iselny adaj, ktery uda-
v, kolikrat tuto tilohu jiz ucitelé pouzili — tj. zaradili do néjakého tkolu.

V tlohéch se pozaduje sestrojit vyjmenované prvky (napifiklad chybéjici
vrchol trojihelniku, kruZnici, pfimku), pficemz v zadani je vzdy uvedeno,
zda se pozaduje konstrukce vSech feseni ¢i libovolného z moznych feSeni.
Zadané prvky je mozno dynamicky premistovat, pokud se tim nezméni
pocet feSeni dané tlohy. ReSeni tilohy piitom musi zfistat spravné, musi
tedy byt dostateéné obecné. Pravé v tom miize spocivat tiskali nékterych
uloh a je velmi uzite¢né, aby si ucitel zadané tlohy nejprve sdm vyzkou-
Sel (to systém umozhuje) a piesvéd¢il se o tom, Ze vybrand tloha je pro
zamySleny kol vhodna.

Treti kategorii tvoii nékteré zakladni, rutinni tlohy z deskriptivni geo-
metrie ¢i kinematiky. Takové tilohy jsme zatim vytvorili jen jako ukdzkové.

2Na mozné problémy pii fefeni tloh upozoriinji dva navodné texty, na nd% vede
ze stranek systému primy odkaz. Prvni z nich stru¢né vysvétluje zakladni principy

konstruovani v GeoGebre, druhy vysvétluje nejcastéjsi chyby, kterych se reSitelé tloh
dopoustéji.
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V budoucnu uvazujeme o jejich dal§im rozsifeni, bude-li o né mezi uciteli
zajem.

Priklad vyuziti systému v hodinach planimetrie

V nésledujicim textu uvadime (na ukazku) moZné vzorové vyuziti sys-
tému ve vyuce planimetrie. Odpovida kurzu planimetrie v prvnim ro¢niku
stiedni §koly. Uvodni ¢4sti navrzeného postupu je mozno vyuzit pii praci
se zaky zakladni skoly. Z pomérné Siroké nabidky nabizenych tloh je po-
chopitelné mozné vytvorit — podle zdméru ucitele — jiné postupy a sady
uloh.

Procviéeni prace s GeoGebrou

Podle zkusenosti vlastnich i zkuSenosti kolegi, ktefi systém GeoTest
vyuzili, navrhujeme nejprve zadat skupinu tloh zamérenych na ovladani
systému GeoGebra. Pokud Zici dosud program GeoGebra® neznaji, je
(v rdmci vyuky) vhodné nejprve prostiedi programu prozkoumat a spo-
le¢né provést nékolik jednoduchych konstrukci. Poté je jiz mozné predsta-
vit zakim systém GeoTest, nechat je pfihlasit se do systému a jesté ve
vyucovaci hodiné vytesit nékolik jednodussich tloh. Obvykle pfitom nara-
zime na nejcastéjsi chyby a problémy, které mtzeme ihned vysvétlit. Neni
nutné, aby zaci méli program GeoGebra na svych pocitac¢ich nainstalovan.
Pracuji pouze v jeho specifickém prostiedi — v GeoGebra Appletu.

Ukazka vyuZiti ve vyuce
1. navrhovand sada loh: 1, 4, 7, 9, 1002, 1004.

Jednd se o sadu cviénych tloh, konkrétné: konstrukci stfedu tsecky,
sestrojeni primky urcené dvéma body, prusecika, kruznice dané stfedem
a bodem, vedeni rovnobézky bodem a zejména sestrojeni kruznice s danym
stredem a polomérem urc¢enym hodnotou proménné — spravné interaktivni
feSeni vyzaduje zadani nikoliv okamzité hodnoty parametru, ale proménné
(vyrazu).

Poté je vhodné zadat zaktim navazujici sadu tloh uréenou pro samo-
statnou doméci praci. Kromé procviceni prace s GeoGebrou a zautomati-
zovani postupt pri prihlagovani do systému a odesilani tiloh k vyhodnoceni

3Pro praci s GeoGebrou lze najit velké mnozstvi inspirativnich didaktickych mate-
ridlt ve zdrojich [1] a [2], jako u&ebnice pak muZe poslouZit [3].
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ovéfime, zda nemaji zaci néjaké technické problémy se zobrazenim java-
appletii ¢i s povolovanim zobrazovani stranek prohlizecem.

2. navrhovanda sada uloh: 8, 14, 1003, 1005, 1006, 1007, 1010.

V této sadé fesime tlohy na konstrukci rovnostranného trojihelniku,
rovnobézky v dané vzdalenosti, kolmice z bodu, kruznice nad primeérem,
osy usecky a thlu, tézko dostupnych praseciki.

Navrhovang ¢as na reseni: nékolik dnil, nejdéle do planovaného zacatku
vyuziti systému k feSeni konstrukénich tloh.

Pouzivame-li systém pouze k ovéfeni schopnosti ziki pracovat s Geo-
Gebrou a neminime bezprostredné pokracovat fesenim konstrukénich aloh,
vytvoiime sadu tloh ze zbyvajicich tloh s atributem C' (cviéné tlohy). Na
feSeni ponechdme Zakim dostatek ¢asu (jeden az dva tydny). UmoZnime
jim tim, aby mohli tlohy vyfeSit opravdu vsichni a aby se mohli k net-
spédné feSenym tlohdm vracet i v nékolika dnech a skuteéné pak (tfeba
i po poradé se spoluzéky) vSechny Glohy spésné vyresit.

Opakovani zékladnich konstrukci (na ZS zikladni konstrukéni
dlohy)

Opakujeme-li v tvodu planimetrie znamé konstrukce ze zakladni skoly,
mizeme dalsi sadu Gloh zadat bez dal§iho komentére. Vysledky zakd (je-
jich Gspénost p¥i feSeni Gloh) ndm pomohou jako orientaéni ukazatel je-
jich vychozich schopnosti a umozni lépe odhalit nedostatky a problémy
ve znalostech, které by jiz mély byt zdkladem, na némz potfebujeme pii
konstrukénich tlohach déle stavét.

3. navrhovand sada wloh: 10, 100, 101, 102, 103, 121, 122, 1017

V této sadé fesime konstrukei trojihelniku podle vét sss, sus a usu,

v

konstrukce tézisté, ortocentra, stiedu opsané a vepsané kruZnice.

Navrhovang c¢as na 7eseni: do nasledujici hodiny matematiky s tim, ze
po vyhodnoceni problémi budou Zaci v feSeni pokracovat (systém dovoluje
fesit i lohy skupin, kterym jiz vyprsel termin odevzdani).

Pii vyuziti na zakladni skole zadame uvedené ulohy po ¢astech, vzdy
az po jejich procviceni rysovanim do sesitu.
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Konstrukce trojihelnika

Mame-li pii hodiné pristup do pocitacové laboratotre, pak pro objas-
néni podstaty reseni konstrukéni ilohy doporucujeme pripravit do vyuco-
vaci hodiny sadu nékolika tloh, které v hodiné vyfesime (provedeme jejich
rozbor a diskusi) a nechdme zdky samostatné sestrojit a odeslat (nechat
vyhodnotit) jejich FeSeni. Mizeme tak bezprostfedné komentovat piipadné
neuspéchy a nedorozumeéni.

4. navrhovand sada wloh: 120, 123, 141, 181

Jde o klasické konstrukce — rovnostranny trojihelnik, véta usu, vlast-

nosti tézisté, vysky trojuhelniku.

Po dalsi vyucovaci hodiné vénované konstrukcim trojihelnikét mtzeme
zakium zadat samostatnou domaci praci. Tou muze byt napriklad nasledu-
jici sada uloh.

5. navrhovand sada dloh (zdkladni ulohy): 12, 15, 16, 17, 126, 128, 140,
1042 (snaz8i konstrukce trojihelniku z danych délek stran, vy-
ek, ... ).

6. navrhovand sada iloh (obtiznéjsi ilohy): 18, 124, 125, 142, 180, 182
(konstrukce trojuhelniku z délek téZnic, ortocentra, ... ).

Navrhovany c¢as na TeSeni: pokud nerozdélime ulohy do dvou sad —
ulohy, které maji vytresit diive a tlohy obtiznéjsi, na které jim dame vic
Casu — pak zaktm ponechdme na feSeni tloh dostatek ¢asu (pfiblizné dva
tydny), aby méli ¢as vracet se k netspésné feSenym tlohdm opakované.
Rozdélime-li tlohy navrhovanym zptsobem do dvou sad, je vhodné na
prvni sadu ponechat tyden casu.

Vyhodnoceni dosaZené irovné — test (p¥i hodiné v pocitacové ucebné).

Do testu zaradime nékteré z tloh, které byly zahrnuty ve skupinach
uloh pro domaci praci. Ucitel ma pii prohlizeni prehledi odevzdanych
feSeni prehled o casech, kdy Zaci feSeni tloh odevzdavali a tak je mozné,
aby si vytvoril pribliznou predstavu o ¢asové naroc¢nosti feseni zadavanych
uloh. Déle navrhujeme zaradit ty tlohy, kde je vlastni postup konstrukce
spise kratsi (vyzaduje méné konstrukénich kroki).

7. navrhovand sada uloh: 12, 15, 16, 121.

Navrhovany ¢as na TeSeni: 25 minut.
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Obr. 3 Prostiedi, v némz ucitel sleduje vysledky zakt

Vyse uvedend ukazka je pouze jednou z mnoha a zdaleka nezahrnuje
celé téma stiedoskolské planimetrie. Dédle mtizeme pokracovat ve vyuziti
systému pri konstrukci trojihelniki s vyuZitim podobnych a shodnijch zob-
razeni ¢i konstrukci kruznic.

Pozndmka. Kolegové, kteii se systémem pracuji, voli rizné zptsoby vy-
uziti. Vétsinou prevazuje vyuziti pro samostatnou domaci praci. Vsichni
zpravidla nejprve predvedli a vyuzili systém pri vyucovaci hodiné. Neékteri
vyuzili systém pro ndasledné reseni tloh zadanych pro doméci praci v ho-
diné, nékteri zadali obtiznéjsi z pripravenych tloh pro samostatnou praci
s ,prémiovym“ bodovym ohodnocenim v seminaii z matematiky.

Piehled dosavadniho vyuziti systému GeoTest

V jedendcti t¥idach na péti skolach, kde zatim (do 12. 12. 2011) GeoTest
vyuzili, zadali ucitelé svym zaktm 43 tkold s riznym poctem tloh. Nékteré
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ze skupin tloh predstavovaly domaci tkol, jiné pisemku, jiné bonusové
tlohy pro zajemce. Nékterym skupindm jesté neuplynul termin, kdy bylo
tieba lohy vyfesit. Pokusime-li se presto nahlédnout, jak Gspésné zaci
dané ulohy tesi, dostavame tyto udaje:

Z4ci, kteif zadané tlohy skutecné feili (tj. odeslali alespoi jeden pokus
o feSeni), zacali fesit 84 % z wloh, které jim byly zaddny. Ze zapocatych
iloh dovedli az ke spravnému feseni 93 %, coz piedstavuje 78 % ze vsech
zadanych tloh. Zapoéitame-li do celkového poétu i zaky, ktefi (z nejriz-
néjsich pfi¢in) nefesili ani jedinou tlohu (a zapoéitdme-li jim zadané Glohy
jako nevyfesené), je primérné procento zcela spravné vyfeSenych tloh ve
t¥idé 67 %. Ve zminénych t¥idach bylo celkem 341 z4k a ti odevzdali 6 693
spravnych Feseni, to je v prameéru 19 zcela spravné vyresenych uloh na kaz-
dého Zdka (vCetné nefesicich), pfi¢emz feSeni ve tfech t¥idach jesté nebylo
ukonceno. Ve vsech tdajich je kazda tloha zapocétena pro kazdého zaka
pravé jednou, tj. nepocitame pocet pokust potiebnych k jejimu vyteseni.

Jiné zndzornéni vidime na grafu 1, ktery ukazuje pirehled odevzdanych
feSeni z pohledu primérné Gspésnosti feseni zadané tlohy Zakem (odchylka
jednoho procenta je zpiisobena zaokrouhlenim).

I kdyz hlavni zasluhu na tom ma aktivita téchto uciteld i schopnosti
jejich zaki, jedna se o Cisla pfi ,papirovém“ feSeni, odevzdavani a opra-
vovani jen tézko predstavitelnd.

8 2ak nefesi zadnou Glohu
B zék fesi jiné dlohy
B Z4k Glohu fesi, ale dosud ji nedoresil

Ozék vyfesil danou tlohu

Graf 1: Usp&$nost fefeni zadané tlohy %4kem (primérné hodnoty)
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Zavér — pro¢ systém pouZivat

Systém predstavuje prostiedek, pomoci néhoz muze ucitel snadno zada-
vat i vyhodnocovat tlohy a v némZ mohou Zaci nezvyklou formou hledat
jejich spravné feseni.

S potésenim zjistujeme, Ze mnozi zaci v piipadé chybného fesSeni vytr-
vaji a snazi se resit ilohu opakované, do té doby, dokud ji nevytesi. Pfitom
(na rozdil od Gloh rysovanych na papire) spravné feSeni neni mozné uhad-
nout (ani ,uhédat®).

Soucasti feSeni je nutnost volit spravné nastroje potifebné ke konstrukei.
Tato schopnost vice souvisi s logikou postupu feSeni (tedy se schopnosti
nalézt spravny algoritmus), nez se schopnosti ovlddat prostiedi programu.

GeoTest samoziejmé nemuze byt jedinym néastrojem ¢i prostiedim po-
uzitym prii feSeni konstrukénich dloh, je ale pomocnikem, ktery umozni
vyznamné zvysit pocet FeSenych konstrukcnich tloh, u nichz zak ziska
zpétnou vazbu, pti soucasné vyrazné tspoie casu a usili ucitele.

Zdroje

Podrobny popis systému GeoTest 1ze najit na adrese http://drupal.geo-
metry.cz/geotest. Jsou zde také komentaie k tlohadm a dal$i materialy a ak-
tudlni informace. Do systému se (zkuSebné) prihlasite na adrese http://geo-
test.geometry.cz. O ucitelsky tcet si ndm napiste na adresu geotest@geo-
metry.cz.

Systém je k pouziti volné a bezplatné, stejné jako GeoGebra, kterou
Vyuziva.
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Lukasiewiczova logika a logické
paradoxy

IVAN CHAJDA

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Cilem logiky je odhalovat a formulovat zakony, kterymi se ¥idi nase
spravné uvazovani, a pomoci nichz Ize z danych fakti odvodit spravny
dtsledek. Na prvni pohled se zdéa, ze takova logika miize byt pouze jedna,
nebot je-li popsan tsudek, kterym ziskdme z danych predpoklada platny
zavér, nelze jinymi pravidly odvodit jiny zavér, ktery by s piivodnim nebyl
ve shodé. OvSem nase kazdodenni uvazovani je pomérné slozité a v riznych
situacich je zapotrebi uplatnit rizna pravidla a razné zptsoby mysleni.

V dobé antické sestavil Aristoteles souhrn pravidel, kterd nazval logikou.
V pribéhu doby byla tato pravidla upravovana, doplhovana a formalizo-
véna, nicméné Aristotelova logika je stéle (ve své formalizované podobé)
zakladem spravného uvazovani v deduktivnich védach, zejména v mate-
matice.

Ovsem uz v letech 1910-1913 vydédvaji B. Russel a A. N. Whitehead
trisvazkovou monografii ,,Principia Mathematica“, kde ptichazeji s kritikou
klasické logiky. Objevuji totiz prvni paradoxy teorie mnozin, ¢imz otidsli
dogmatickou virou v nezménitelnost logickych principi. Disledkem byl
vznik celé fady alternativnich logickych systémii. Principy Aristotelovy
logiky nebyly v novych logickych systémech zavrzeny, ale soubor novych
logickych principid byl rozsiten a doplnén tak, aby bylo mozné popsat
a formalizovat situace, které Aristotelovou logikou zohlednit nelze.

Nové logické systémy vznikaly zejména v letech 1920-1930. Vynechdme
zde logiku intuicionistickou a ze vzniklych vicehodnotovych logik se bu-
deme vénovat pouze logice Lukasiewiczové.

Historicky prvni je trojhodnotova logika. Jan Lukasiewicz svou moti-
vaci pro trojhodnotovou logiku zdivodnoval jednak problémem modality,
jednak rozporem mezi determinismem a indeterminismem. Zajimalo ho,
jakym zptisobem zabudovat do logiky modalni c¢astice ,je mozné, ze“, ,je

3Podporeno projektem Algebraické metody v kvantové logice, CZ.1.07/2.3.00/20.0051.
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nutné, ze“, ,neni mozné, ze“, ,neni nutné, ze“. Lukasiewicz se ptivodné po-
kousel rozsirit systém klasické dvouhodnotové vyrokové logiky o tyto ¢as-
tice pomoci smysluplnych zakoni. Dosel vSak k zdvéru, ze to neni mozné.

Oznac¢me Mp vyrok ,je mozné, ze p“. Pak pfedchozi modalni ¢as-
tice, aplikované na vyrok p, lze symbolicky vyjadfit jako —(Mp), M (—-p),
=(M (—p)). Tyto ¢tyfi druhy vyrokid odpovidaji étyfem modim stiedovéké
modalni logiky, vychézejici z Aristotela: possibile, impossibile, contingens
a necessarium. Pro né pak formuluje logické zakony

p = Mp,
=(M(=p)) = —p,

a tudiz pokud vyrokova logika obsahuje zakon dvoji negace, pak
~(M(=p)) = p.
Intuitivné by ovSsem modalita méla obsahovat i tezi
sjestlize —p, pak neni mozné, ze p“

a tezi
,»bro nékteré vyroky p plati, Ze je mozné, ze p i —p“.

Z prvni teze ovSem formalizaci obdrzime Mp = p, z druhé pak ,existuje
p tak, ze Mp a M(—p)“.

V Aristotelové logice tyto formulace nejsou prijatelné. Ovsem ziekneme-
li se jich, pak modalita nevyjadrfuje, co se intuitivné ocekavalo. Lukasiewic-
ze to privedlo k nazoru, 7e vina je na strané klasické logiky. Proto prichazi
s myslenkou logiky se tfemi hodnotami.

Jiz ve starovéku byl princip dvouhodnotovosti zpochybnovan v souvis-
losti s vyroky, hovoricimi o budoucich udalostech. Lukasiewicz vychézi
z prikladu vyroka o budoucnosti. Uvazuje vyrok , 1. srpna pfistiho roku
bude prset“. Ptejme se, zda je tento vyrok pravdivy ¢i nikoliv. Dnes neni
pravdivy ani nepravdivy. Z toho Lukasiewicz usuzuje, Zze v nasem bézném
jazyce existuji vyroky, které nejsou pravdivé ani nepravdivé, a jimz tedy
musime pfifadit néjakou tieti hodnotu. Oznacuje ji %, jako prostiedni hod-
notu mezi ,,pravdou”, coz je 1, a ,nepravdou”, coz je 0. V této nové logice
jsou pak vyrokové spojky disjunkce V, konjunkce A, negace —, implikace
= dany tabulkami
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Vsimnéme si, Ze dvouhodnotova Aristotelova logika zde neni popfena.
Pokud budeme uvazovat pouze pravdivostni hodnoty 0 a 1, pak ndm tyto
tabulky davaji spréavnou interpretaci logickych spojek v klasické logice.

N4 z

Nova logika je tedy rozsitenim logiky klasické o novou pravdivostni hod-
notu i. Platnymi formulemi, tj. zdkony této trojhodnotové logiky, jsou
vSechny ty formule, které pro vSechny hodnoty svych argument nabyvaji
hodnoty 1. Napf. zde plati formule p — ((p = ¢) — ¢), které odpovida

odvozovacimu pravidlu modus ponens

p=(p=4a) =),
plati zédkony dvoji negace
p=—"p, —p=p,
ale neplati klasické zdkony neprimého dukazu

(-p=Dp) =D,
(r=q) = ((p=—q9) = ),

nebot napf. posledni formule pro p = % = ¢ nabyva hodnoty %

Nelze zde ale napt. definovat disjunkci pomoci negace a implikace, tj.
—p = q, jako v klasické logice. Pak by totiz platil zakon vylouceného tre-
titho, tj. pV —p, ktery v Lukasiewiczové logice neplati. Neplati rovnéz zdkon
sporu, tj. =(p A —p), nebot pro p = % dava hodnotu % Podle Lukasiewice
je neplatnost zakona vylouceného tretiho a zdkona sporu charakteristicka
pro trojhodnotovou logiku, a pravé ona ma byt vyjadienim neplatnosti za-
sady dvouhodnotovosti. Naopak, v této logice je snadné vyjadrit modalitu

M, a to nasledujici tabulkou:

p| Mp
111
i1
0] 0
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Nutnost N, tj. Np = =(M(-p)), je pak vyjadiena tabulkou:

Ol =83
.
OO»—A@Z

Takto definovand modalita je ve shodé s predchozimi tezemi, ziejmé
plati

p= Mp, Np=p, Np= Mp.

Co se tyka vyse uvedené prvni teze, nelze ji formalizovat formuli —p =
- Mp, kterd neplati, ale v oslabené formé plati

—p = (=p = =(Mp)).
Druha teze je pak formalizovana formuli
Mp A M(=p),

kterd je platnd, nebot i pro p = % nabyva hodnoty 1. Je tedy odtuvodnéné
tvrdit, Ze
wexistuje p takové, ze Mp a M (—p)“.

V nasledujicim textu se budeme zabyvat otazkou, zda jsou logické para-
doxy logické. Zdanlivy protimluv vychézi z jednoduché avahy. Paradox
neni ndhodnym seskupenim vyroki, které si vzajemné odporuji, ale je vy-
sledkem dosti sofistikované tivahy. Jestlize tedy logika slouzi jako systém
pravidel, kterym se ridi naSe usuzovani, musi se i formulace paradoxu né-
jakou logikou ridit.

Nejprve si vysvétlime, co jsou logické paradoxy. Nejstarsim paradoxem
je asi Epimenidiv paradox (Epimenidés z Knosu, asi 600 let pf. n. 1.).
Epimenidés byl Krétan a tdajné pronesl vyrok: ,Vsichni Kréfané jsou
lhari“. Tim vznikl logicky spor. Je-li tento vyrok pravdivy, pak jelikoz
ho pronesl 1har, musi byt nepravdivy. Je-li nepravdivy, pak, ze stejného
dtvodu, musi byt pravdivy. V modernéjsi verzi se nazyva paradoz lhdre.
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Tento paradox poukazuje na jisty problematicky rys obecného jazyka,
totiz na odkazovani sama na sebe, resp. na svou vlastni pravdivost (sa-
movztaznost, anglicky self-reference). Paradox lze vyjad¥it pomoci dvou
vyroki p, g takto:

vyrok p: ,vyrok q je pravdivy“,
vyrok ¢: ,vyrok p je nepravdivy“.

Ve 20. stol. byly odhaleny dalsi dva logické paradoxy, které jsou ponékud

Russeltiv paradox vychézi z intuitivné spravné tvahy, ze mnoziny mo-
hou jako prvky obsahovat jiné mnoziny. Mtzeme se tedy ptat, zda existuje
,mnozina vsech mnozin, které neobsahuji samy sebe jako prvky“. Je tato
mnozina prvkem sama sebe? Jestlize je, pak neni, a jestlize neni, pak je.
Diivodem tohoto paradoxu je opét tzv. self-reference. Aplikuje se zde odkaz
,byt svym prvkem®. Formalni popis je:

AecA =-(AcA),
~(A€eAd)=> Ac A

Druhy paradox, tzv. paradox holice, je vyrok: ,Holi¢ ve mésté M holi
pravé vSechny muze z M, ktefi neholi sami sebe.“ Otazka tedy zni: holi
tento holi¢ sam sebe? Opét, pokud se holi, pak se neholi, pokud se neholi,
tak se holi. Ozna¢me H mnozinu v8ech muzi z mésta M, ktefi se sami
neholi. Necht h oznacuje holice. Pak paradox lze formalizovat takto:

heH=h¢H,
h¢ H=heH.

Souvislost paradoxu holi¢e s Russelovym paradoxem je formélné evi-
dentni. Oba se zabyvaji objekty, které se v moderni logice nazyvaji ab-
normdlni objekty. Jsou to objekty typu {A A =A; A € P}, kde P je jista
mnozina formuli daného jazyka.

Odlisnost paradoxu holi¢e od Russelova paradoxu tkvi v tom, Ze in-
tuitivné predpokladé existenci holi¢e h. Je-li U mnozina vSech muzi ve
mésté M, pak dle paradoxu plati

he HNn (U \ H).
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Pokud popreme, Ze takovy prvek h existuje, paradox prestane existovat.
U Russelova paradoxu je ovSem existence mnoziny vSech mnozin zcela
zasadni a byla zdrojem axiomatizace teorie mnozin na pocatku 20. stoleti.

Vyse uvedené paradoxy jsou ovSem zalozené na tsudku, ze vyrok ,oba
vyroky p a —p jsou pravdivé“ je formalni kontradikci. Tak tomu v klasické
dvouhodnotové logice skutecné je. Podivejme se ale na tyto paradoxy tii-
hodnotovou logikou Lukasiewiczovou.

Jak jsme vidéli, vyrok p A =p neni nutné kontradikci, pro p, jehoz hod-
notou je 1, nabyva hodnoty 1. Uvazujeme-li tedy, Ze abnormélni objekty
maji hodnotu %, mé paradox opét pravdivostni hodnotu % Je tedy do jisté
miry (rovné %) pravdivy. OvSem do jisté miry (rovné %) je také nepravdivy.
V kazdém pripadé ovsem neodporuje zdkontim této logiky.

Pokud pristoupime na oslabenou verzi, tj. misto vyroku p budeme uva-
zovat jeho modalitu Mp, tj. ,.je mozné, ze p*, pak, jak bylo ukdzano vyse,

Mp A M(=p)

je v Lukasiewiczové tithodnotové logice dokonce tautologii, tj. vzdy plat-
nym vyrokem.

Lze tedy pristoupit na Lukasiewiczovu mySlenku, Ze ,zavadou“ neni nas
obecny jazyk, umoznujici formulaci paradoxi a abnormalnich objekta, ale
princip dvouhodnotovosti. Pokud tento princip popieme, lze formalizovat
Sirsi ramec logickych Gvah, dokonce lze prisoudit logickou spravnost i lo-
gickym paradoxtim.

Ve svétle téchto faktt se zda velmi prekvapujici, ze Lukasiewiczova
logika, ktera byla z ptivodné tithodnotové rozsifena na vicehodnotovou
a pozdé&ji na nekonecnéhodnotovou, poslouzila jako formalni kalkul pro
formalizaci kvantové mechaniky. Opét se prokazalo, ze co bylo logicky pa-
radoxni v kvantové mechanice (ve srovnani s klasickou mechanikou), bylo
ve skuteénosti ovlivnéno pouze dvouhodnotovosti klasického kalkulu. Je
s podivem, jak Gizasnd byla pronikavost Lukasiewiczovych myslenek a jaka
byla jeho predvidavost.
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime teseni tloh 185 a 186, jejichz zadani byla zvefejnéna v patém
Cisle tohoto (21.) ro¢niku naSeho ¢asopisu.

Uloha 185
Dokazte, ze

10 10
2+ —=+{2——F=
\/ V27 \/ V27
je prirozené cislo.
Stanislav Trdvnicek

Reseni. Oznacme

u—32+£ v—32—£ a r=u-+v
V2T’ V27 ’

Potom u® + 0% =4 a

e {6 2) o) 3

Odtud z* = (u+v)* = v +v3 + 3uv(u+v) =4+3- 3 -2 =4+ 2z. Cislo
x je tedy redlnym kofenem rovnice 23 — 22 — 4 = 0. Ale 23 — 22 — 4 =
= (z —2)(z*+ 2z + 2), pfitom rovnice 2° + 22 + 2 = 0 nem4 realné koteny,
jak snadno ovéfime naptiklad pomoci jejiho diskriminantu. Proto rovnice
2% — 22 — 4 = 0 m4 jediny redlny kofen 2, a tedy & = 2, coz je piirozené
¢islo, jak jsme méli dokazat.

Jin€ feseni (podle Jozefa Mészdrose a Vladimira Pavla). Snadno vidime,
ze

(H%):H;_g_? . <1_%)3=2_;_g_7.
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Odtud dostaneme

\3/2+%+\3/2—\}—3_7=<1+%>+<1_%>:2’

coZ je prirozené Cislo.

Spravné feseni zaslali Zdenék Bufka z Ceské Lipy, Karol Gajdos z Tr-
navy, Anton Hndth z Moravan, Jozef Mészaros z Jelky, Vladimir Pavel
z Blovic, Jiri Steckbauer z Kvétné a Martin Raszyk z G v Karviné.

Uloha 186
Je dén rovnobéznik ABC'D a bod E, ktery nelezi na jeho hranici. V bo-
dech A, B, C, D jsou v daném poradi sestrojeny rovnobézky a, b, ¢, d
s pfimkami EC, ED, EA a EB. Dokazte, 7ze pfimky a, b, ¢, d prochéazeji
jednim bodem.
Pawvel Leischner

Reseni. Ozna¢me E' obraz bodu E v soumérnosti podle stiedu S rov-
nob&/niku ABCD. Piimka E'A je obrazem piimky EC v této stiedové
soumérnosti, je s ni rovnob&’nd, proto a = E’'A. Podobné ukdzeme, 7e
b=FEB,c=FEC ad= E'D. Pfimky a, b, ¢, d tedy prochézeji bodem
E', jak jsme méli dokéazat.

Spravna teseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van, Frantisek Jachim z Volyné, Jozef Mészdiros z Jelky, Jiri Steckbauer
z Kvétné a Martin Raszyk z G v Karviné.

Pavel Caldbek
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