
Na z�v�r ��� ro�n�ku MFI

Kon�� ��� ro�n�k �asopisu Matematika � fyzika � informatika a sou�
�asn� kon�� i jeho tradi�n� podoba ti�t�n	ho periodika� Od ��� ro�n�ku
bude �asopis vych
zet jako periodikum internetov	� dostupn	 na dvou ad�
res
ch uveden�ch na ob
lce �asopisu� M�n� se tak	 term�n a periodicita
jednotliv�ch ��sel MFI� 
asopis u� nebude pod��zen organizaci �koln�ho
roku a �� ��slo n
sleduj�c�ho ro�n�ku vyjde v lednu �����


asopis Matematika�fyzika�informatika vznikl jako pokra�ovatel �ady
didaktick�ch �asopis�� jako byla Matematika ve �kole� P��rodn� v�dy ve
�kole� Fyzika ve �kole� P��mou vazbu m
 na posledn� z t�chto �asopis��
kter�m byla Matematika a fyzika ve �kole� jej�� vyd
v
n� skon�ilo �� ��slem
��� ro�n�ku v roce ����� 
asopis MFI tak vlastn� ze v�ech t�chto �asopis�
vych
zel v tradi�n� pap�rov	 podob� nejd	le�

Rozhoduj�c�m momentem znovuobnoven� tolik pot�ebn	ho didaktick	ho
�asopisu v roce ���� byla vst��cnost tehdej�� redakce matematiky a fyziky
SPN� ze kter	 se v roce ���� konstituovalo dne�n� �sp��n	 nakladatelstv�
Prometheus� spol� s r� o� Situace se do jist	 m�ry opakuje i nyn�� kdy
se veden� nakladatelstv� rozhodlo podpo�it �nan�n� vznik internetov	ho
�asopisu a tak �asopis bude bezplatn� dostupn� v�em z
jemc�m�

Redakce �asopisu d�kuje v�em autor�m� kte�� se na tvorb� �asopisu
sv�mi p��sp�vky pod�leli� a v���� �e se budeme i nad
le s jejich �l
nky
setk
vat v dal��ch ro�n�c�ch MFI� Zvl
�tn� d�k pat�� doc� RNDr� Stanislavu
Tr�vn��kovi� CSc�� kter� po celou dobu existence �asopisu aktivn� vyko�
n
val funkci redaktora pro informatiku� a nyn� po�
dal o uvoln�n� z t	to
funkce �viz p��sp�vek na s� ����� Na�e pod�kov
n� pat�� i v�em dal��m
spolupracovn�k�m redakce� kte�� zejm	na zaji��ovali technick	 zpracov
n�
tiskov	 p�edlohy �asopisu a jeho distribuci� Velmi si v
��me po�etn	 obce
na�ich �ten
�� ze v�ech typ� �kol� pro n�� bude elektronick� �asopis mo�n

dostupn�j�� ne� v tradi�n� podob�� Na internetov	 str
nky je p�enesen ar�
chiv �asopisu� kde jsou od ��� ro�n�ku ulo�eny ve form
tu pdf v�echny
p��sp�vky hlavn�ch rubrik a redakce hodl
 archiv d
le roz�i�ovat�

P�ejeme v�em �ten
��m� autor�m a spolupracovn�k�m p�kn	 pr
zdniny
a t���me se na setk
n� na webov�ch str
nk
ch ��� ro�n�ku MFI�

Redakce
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MATEMATIKA

Interpola�n� polynomy v �loh�ch

PETR KASAL

�koda Auto Vysok� �kola� Mlad� Boleslav

V sou�asn	 dob� v�uka matematiky na S� obvykle t	m�� v�bec nezasa�
huje do problematiky numerick�ch metod �e�en� �loh� Zaj�mav	 p�itom je�
�e u� v roce ���� u n
s vy�la u�ebnice pro SVV� �I� a II� ro�n�k� ���� kter

se problematikou numerick�ch v�po�t� docela podrobn� zab�v
� Jak je
tomu dnes� kdy kvalita a roz���en� po��ta�ov	 techniky od t	 doby v�razn�
pokro�ila 

V ni���ch ro�n�c�ch na st�edn� �kole se �
ci postupn� seznamuj� v r�z�
n�ch kapitol
ch s n�kolika zp�soby� jak nal	zt p�edpis funkce� kter
 pro�
ch
z� dv�ma body �p��mka� nebo t�emi body �nap��klad parabola�� V obou
p��padech se jedn
 o situaci� kdy hledan
 rovnice m
 tvar polynomu �prv�
n�ho resp� druh	ho stupn��� Jak ov�em postupovat v p��pad�� �e po�et
p�edepsan�ch bod�� kter�mi funkce proch
z�� je v�t�� ne� t�i Tato pro�
blematika �tzv� interpolace� nach
z� pom�rn� �irok	 uplatn�n� v r�zn�ch
oborech �nap��klad po��ta�ov
 gra�ka nebo statistika�� V �l
nku nast�n�me
n�kter	 mo�nosti� jak lze pojem interpolace p�ibl��it student�m vy���ch
ro�n�k� na st�edn� �kole �nap��klad v r
mci speci
ln�ho semin
�e� a d
le
zobecn�me n�kter	 poznatky� s nimi� se p�i v�uce ji� setkali�

Interpolace je nejen ��inn�m n
strojem numerick	 anal�zy� ale lze ji
efektivn� vyu��t tak	 p�i �e�en� obt��n�j��ch �loh � nap��klad v n�kter�ch
matematick�ch sout���ch�

Chceme�li naj�t funkci� kter
 je ur�ena sv�mi funk�n�mi hodnotami
v n! � r�zn�ch bodech x�� x�� � � � � xn �v uzlech� sv	ho de�ni�n�ho oboru�
hovo��me o tzv� interpolaci t	to funkce� Ta m��e b�t r�zn	ho typu" poly�
nom� racion
ln� funkce� trigonometrick
 funkce� exponenci
ln� funkce atd�
Nej�ast�j�� a nejjednodu��� je naj�t p�edpis polynomick	 funkce� V takov	m
p��pad� hovo��me o polynomick� interpolaci neboli interpolaci polynomem�
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Lze dok
zat� �e pro ka�dou skupinu takto zadan�ch n! � bod� �s r�z�
n�mi x�ov�mi sou�adnicemi� existuje pr
v� jeden polynom uva�ovan	ho
tvaru stupn� nejv��e n� Jedn�m ze zp�sob� jeho vyj
d�en� je tzv� Lagran�
ge�v tvar interpola�n�ho polynomu�

V�ta �Lagrangeova�
Je d
no n! � bod� Ai�xi� yi� � R�� kde i � f�� �� � � � � ng a pro v�echna

i� j � f�� �� � � � � ng plat� xi �$ xj � Potom existuje pr
v� jeden polynom
f�x�� stupn� nejv��e n� pro kter� plat�

f�x� $
nX

i��

yi

nY
j���j ��i

x� xj
xi � xj

$

$ y�
�x� x���x � x�� � � � �x� xn�

�x� � x���x� � x�� � � � �x� � xn�
!

!y�
�x� x���x� x�� � � � �x� xn�

�x� � x���x� � x�� � � � �x� � xn�
! � � �

� � �! yn
�x� x���x� x�� � � � �x� xn���

�xn � x���xn � x�� � � � �xn � xn���
� ���

kter� proch
z� v�emi dan�mi body Ai�xi� yi��

D�kaz� Nejprve dok
�eme� �e polynom f�x� proch
z� ka�d�m z bod�
Ai�xi� yi�� kde i � f�� �� � � � � ng� Uva�ujme v�raz

nY
j���j ��i

x� xj
xi � xj

$

$
�x� x���x� x�� � � � �x� xi����x� xi��� � � � �x � xn�

�xi � x���xi � x�� � � � �xi � xi����xi � xi��� � � � �xi � xn�
� ���

Dosad�me�li do ��� za x $ xi� je evidentn�� �e bude nab�vat hodnoty ��
pro ostatn� x � f�� �� � � � � ng bude nulov�� Proto interpola�n� polynom ���
nab�v
 v ka�d	m uzlov	m bod� xi hodnoty yi�

Nyn� dok
�eme� �e je tento polynom ur�en jednozna�n�� D�kaz pro�
vedeme sporem� P�edpokl
dejme� �e existuj� dva r�zn	 takov	 polynomy

�tzv� Lagrange�v interpola�n� polynom
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f�x� �$ g�x� stupn� nejv��e n� Potom existuje polynom p�x� $ f�x��g�x��
kter� je nenulov�� nejv��e n�t	ho stupn�� Proto�e pro v�echny uzly xi plat�
f�xi� $ g�xi� $ yi� tak polynom p�x� m
 v ka�d	m uzlu xi nulovou hod�
notu� tedy m
 n!� r�zn�ch nulov�ch bod�� To je ov�em spor s d�sledky
z
kladn� v�ty algebry �polynom n�t	ho stupn� s re
ln�mi koe�cienty m

nejv��e n nulov�ch bod��� T�m je d�kaz proveden�

V dal�� �
sti uk
�eme n�kter	 jednodu��� aplikace uveden	ho v�sledku�

P��klad �
U�it�m formule ��� ur�ete rovnici p��mky p� kter
 proch
z� body A���% ��

a B��% ���

�e	en�� Hledejme rovnici p��mky p ve sm�rnicov	m tvaru p " y $
$ kx! q� Prav
 strana rovnice je polynom prvn�ho stupn�� kter� lze ps
t
ve tvaru ���"

p " y $ � � x� �
��� �

! � � x� ����
�� ����

$ ��
�
x!

�
�
!

�
�
x!

�
�
$ ��x! ��

Tato �loha byla jen ilustra�n�� samoz�ejm� v�me� �e ji m��eme vy�e�it
jednodu���m zp�sobem� Obdobn� lze postupovat p�i hled
n� polynom��
kter	 proch
zej� t�emi� �ty�mi nebo i v�ce body� jak uvid�me v dal�� �loze�
Z
rove& m��eme �na obr� �� sledovat� jak grafy polynom� z n
sleduj�c�
�lohy odpov�daj� funkci f " y $ #x��x� jej�� graf proch
z� stejn�mi uzlo�
v�mi body�

����
�����	
�

Obr� �
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P��klad �
Ur�ete Lagrangeovy interpola�n� polynomy druh	ho �resp� t�et�ho stup�

n��� kter	 proch
zej� t�mito body"
a� A��% ��� B��% ��� C��% ���
b� A��% ��� B��% ��� C��% ��� D��% ���

�e	en��
U�it�m vztahu ��� dostaneme postupn� v jednotliv�ch p��padech"
a�

g�x� $ � � �x� ���x� ��
��� ����� ��

! � � �x� ���x� ��
��� ����� ��

! � � �x� ���x� ��
��� ����� ��

$

$ ��
�
x� ! x!

��
�
�

b�

h�x� $ � � �x� ���x� ���x� ��
��� ����� ����� ��

! � � �x� ���x� ���x� ��
��� ����� ����� �

!

!�� �x� ���x� ���x� ��
��� ����� ����� ��

!�� �x� ���x� ���x� ��
��� ����� ����� ��

$
�
��
x�� ��

�
x�!

��
�
x�

P��klad �
Najd�te Lagrange�v interpola�n� polynom� kter� proch
z� body

A���% ��� B���% ��� C���% ��� D���% ��� E���% ���

Na t	to �loze chceme n
zorn� uk
zat �obr� ��� �e interpola�n� polynom
m��e za ur�it�ch okolnost� vykazovat zejm	na v okol� krajn�ch uzl� 'nepa�
t�i�n	 kmit
n�(� )loha je ji� pom�rn� pracn
 a zdlouhav
 a bylo by dobr	
uva�ovat o vhodn	m vyu�it� po��ta�ov	 podpory p�i jej�m zpracov
n�� Na�
p��klad je mo�n	 pou��t webov	 aplikace MAW � Matematick	 v�po�ty
online nebo Wolfram alpha� Hledat interpola�n� polynomy um� i program
Geogebra� Nab�z� se i mo�nost potr
pit �
ky zpracov
n�m tohoto probl	mu
v programu Excel nebo pou��t n�kter� specializovan� statistick� software
�nap�� Statgraphics��
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����
�����	
�

Obr� 	

�e	en�� Dosazen�m do formule ��� a postupn�mi �pravami dostaneme

f�x� $ � � � $ � �
����

x� !
���
����

x� � #�
��
x� !

���
��

� #��

Na z
v�r vy�e��me n
sleduj�c� �obt��n�j��� �lohu �

P��klad �
Jsou d
ny body A��% ��� B��% ��� C��% ��� D��% #�� E��% a�� Ur�ete� jak�ch

hodnot m��e nab�vat re
ln	 ��slo a tak� aby t�mito body proch
zel poly�
nom nejv��e �� stupn�� kter� m
 pro x� !� limitu !��
�e	en�� Sta�� si uv�domit� �e o limit� polynomick	 funkce rozhoduje v��
hradn� �len s nejvy���m exponentem� Po�adujeme�li� aby limita byla !��
mus� b�t tento �len kladn�� Je tedy pot�eba hledat takov	 a� aby polynom
byl bu* �� stupn� s kladn�m koe�cientem u x� nebo �� stupn� �pokud je
ov�em jeho koe�cient u x� kladn��� Snadno se lze p�esv�d�it� �e ni���ho
stupn� b�t nem��e�

P�edpokl
dejme� �e polynom je �� stupn�� a pokusme se obecn� vyj
�
d�it koe�cient s nejvy���m exponentem� Vyu�ijeme toho� �e polynom je
s ekvidistantn�mi uzly xk $ k� Polynom ��� tedy lze upravit na tvar

f�x� $
nX

i��

yi

nY
j���j ��i

x� j

i� j
$
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$
nX

i��

yi
x � �x � �� � � � � � �x� i! �� � �x� i� �� � � � � � �x� n�
i � �i� �� � � � � � � � � � � � ���� � ���� � � � � � ���n� i��

�

Koe�cient s nejvy���m exponentem m
 proto hodnotu

nX
i��

yi
�

i+�n� i�+����n�i
$

�
n+

nX
i��

yi
n+

i+�n� i�+����n����i
$

$
����n

n+

nX
i��

����i � yi �
�
n

i

�
�

Tento koe�cient m
 b�t kladn� �pop�� nez
porn�� a v na�em p��pad� je
n $ �� Proto

$
�����

�+

�X
i��

����i � yi �
�
�
i

�
� ��

a tedy

�
�
�

�
� �� �

�
�
�

�
� �� !

�
�
�

�
� �� �

�
�
�

�
� �� !

�
�
�

�
� a � ��

D
le s vyu�it�m binomick	 v�ty z�sk
me

��� ��� � �� ! a � ��

a � ���

Zb�v
 ov��it� �e pro a $ �� m
 polynom �� stupn� kladn� koe�cient u x��

f�x� $
�X

i��

yi

�Y
j���j ��i

x� xj
xi � xj

$

$ � � �x� ���x� ���x� ��
��� ����� ����� ��

! � � �x� ���x� ���x� ��
��� ����� ����� ��

!
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!� � �x � ���x� ���x� ��
��� ����� ����� ��

! # � �x� ���x� ���x� ��
��� ����� ����� ��

$
�
�
x� � �

�
x� !

�
�
x�

Z�v�r� Zad
n� �lohy vyhovuj� v�echna re
ln
 ��sla a � ���

L i t e r a t u r a


�� Andreescu� T� � Dospinescu� G�� Problems From the Book� XYZ Press 	
�
�

	� Felcman J�� Numerick� matematika� KNM PRESS� Praha 	

��

�� P�ikryl� P�� Numerick� metody matematick� anal�zy� SNTL� Praha �����

�� Vlach� M� � Kyncl� Z�� Numerick� v�po�ty pro I� a II� ro�� SVV�� SPN� Praha �����

�� Fiedler� M� � Vrba� A�� Z�kladn� numerick� metody pro III� ro�n�k t��d gymn�zi� se

zam��en�m na matematiku� SPN� Praha �����

Pomocn�k pro u�itele geometrie
� automatick	 vyhodnocov�n�
konstruk�n�ch �loh

��RKA GERGELITSOV� � TOM�� HOLAN

Matematicko�fyzik�ln� fakulta UK� Praha

Mo�nosti navr�en	ho syst	mu

Ned�lnou sou�
st� v�uky planimetrie je �e�en� konstruk�n�ch �loh� Ty
jsou pro mnoh	 �
ky velk�m probl	mem nejen proto� �e jsou spojen	 s r��
sov
n�m� ale zejm	na proto� �e �sp��nost vy�aduje jistou zku�enost� z�ska�
nou a� vy�e�en�m v�t��ho po�tu �loh� Je zn
mo� �e nejv�t�� efekt p�in
�ej�
�lohy� kter	 �
ci vy�e�� sami� s t�m jsou ale spojeny obt��e na stran� �
k�
i na stran� u�itele�

Pro u�itele je zad
v
n� a zejm	na kontrola spr
vnosti odevzdan�ch �e�
�en� obt��n
 a �asov� n
ro�n
� Pro �
ky je zase d�le�it	� aby se o p��padn	
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chyb� ve sv	m �e�en� dozv�d�li co nejd��ve a hlavn� aby dostali p��le�i�
tost chybn� krok nal	zt a opravit� A pokud opraven	 �e�en� st
le nebude
spr
vn	� aby dostali dal�� p��le�itost� Tento po�adavek je ov�em p�i st
va�
j�c� podob� dom
c�ch �kol� na pap��e� kter	 �
k dnes vy�e��� z�tra odevzd

a t�et� den se dozv� hodnocen�� t��ko splniteln��

Vedeni snahou odstranit uveden	 probl	my jsme vytvo�ili syst	m �na�
zvan� GeoTest� viz ����� kter� umo�&uje �
k�m po proveden	m rozboru
zadan	 konstruk�n� �lohy realizovat vlastn� konstrukci online a okam�it�
z�skat informaci o spr
vnosti proveden	ho �e�en�� To jim umo�n�� aby sv	
�e�en� bezprost�edn� p�ehodnotili a p��padn� ihned �nebo i kdykoliv poz�
d�ji� opravili� )lohy mohou �
ci �e�it �i opravovat opakovan��

Syst	m m
 odd�len	 prost�ed� pro �
ky a pro u�itele� Pot	� co se �
k
p�ihl
s�� vid� na displeji seznam zadan�ch �loh� kter	 pak samostatn� �e��
v prost�ed� GeoGebra appletu a ihned po odevzd
n� �e�en� dost
v
 jeho
hodnocen�� tak� jak je vid�t na obr� ��

Pro u�itele je p�ipraveno prost�ed�� ve kter	m zad
vaj� �lohy a sleduj�
postup �e�en� sv�ch �
k�� U�itel za�ad� zvolen	 �lohy do skupin� kter	 pak
tvo�� v�dy jeden �kol �celek�� Pro vy�e�en� �loh skupiny� kter
 zpravidla
obsahuje n�kolik �loh� stanov� u�itel �asov� limit�

�����
�����
����������

Obr� � Prost�ed� pro �e�en� �loh a vyhodnocen� �e�en�
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Zad
van	 �lohy jsou v�t�inou polohov	� Syst	m GeoTest vyhodnot� jako
spr
vn� ka�d� regul	rn�� obecn� platn� postup �e�en� �lohy� P�i �e�en� �loh
v tomto syst	mu neprocvi�ujeme u �
k� gra�ck	 dovednosti� ale v�hradn�
logickou spr
vnost a p�esnost navr�en	ho algoritmu �e�en��

P�ipraven	 
lohy
U�itel	 mohou �lohy vyb�rat z �loh p�ipraven�ch �a otestovan�ch� au�

tory syst	mu �nemohou v�ak sestavovat dal�� vlastn� �lohy�� V�b�r �loh
ukazuje obr� �� Aktu
ln� syst	m GeoTest obsahuje ��� �loh� P�ipraven	
�lohy m��eme podle obt��nosti rozd�lit do n�kolika kategori��

Prvn� kategori� jsou cvi�n� 
lohy� zam��en	 na ov��en� schopnost� �
k�
konstruovat v syst	mu GeoGebra� Nejde tedy o klasick	 konstruk�n� �lohy�
kde je t�eba prov	st rozbor a navrhnout logicky spr
vn� postup konstrukce�

�����
�����
�����
�����
�����

Obr� 	 Prost�ed�� v n�m� u�itel vyb�r� �lohy
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C�lem t�chto �loh je sezn
mit �
ky s principy �e�en� �loh v syst	mu a s kon�
struk�n�mi n
stroji� kter	 jsou v GeoGeb�e k dispozici� P�edpokl
d
 se� �e
�
ci budou �lohy �e�it pr
v� p��m�m vyu�it�m nab�zen�ch n
stroj�� niko�
liv striktn� 'prav�tkem a kru��tkem(� P�i zvolen	m postupu je podstatn	�
aby �
ci zjistili� �e �lohy je t�eba �e�it obecn� tak� aby �e�en� z�stalo
spr
vn	 i p�i zm�n� polohy �i v�choz� hodnoty zadan�ch prvk�� Zadan�mi
prvky je mo�no v appletu pohybovat� a t�m �
ste�n� kontrolovat spr
v�
nost pou�it	ho postupu� Z didaktick	ho pohledu je d�le�it	� aby �e�itel
p�esn� dodr�el zad
n� a podm�nky �lohy� v�etn� spr
vn	ho pojmenov
n�
v�stupn�ch prvk� konstrukce� ,
k mus� pe�liv� p�e��st zad
n� a spr
vn�
mu porozum�t� ,
dn
 chyba nen� 'nepodstatn
(� p�i nedodr�en� podm��
nek syst	m ohl
s� chybu� Tu je mo�no ihned opravit� Pokud opravdu jde
o chybu z nepozornosti� oprav� ji �
ci obvykle snadno� Opravit ji v�ak
mus�� jinak syst	m nepova�uje �lohu za vy�e�enou��

Druhou kategori� jsou typick	 konstruk�n� 
lohy� kter	 maj� rozd�lnou
obt��nost� Po��naje �lohami� kter	 procvi�uj� u�ivo Z� � kter	 by m�ly
b�t �ale mnohdy nejsou� samoz�ejm�m z
kladem pro st�edo�kol
ky � p�es
z�kladn� 
lohy o mnoho
heln�c�ch a kru�nic�ch a� po �lohy obt��n�j���
kter	 vy�aduj� d�sledn� rozbor a precizn� logickou �vahu� U ka�d	 �lohy
nav�c u�itel vid� krom� slovn�ho zad
n� i dopl&uj�c� �daje" jednak atri�
buty� kter	 ur�uj� typ� c�lovou skupinu a obt��nost �lohy �podrobn�ji viz
http"--drupal�geometry�cz-geotest�ulohy�� jednak ��seln� �daj� kter� ud
�
v
� kolikr
t tuto �lohu ji� u�itel	 pou�ili � tj� za�adili do n�jak	ho �kolu�

V �loh
ch se po�aduje sestrojit vyjmenovan	 prvky �nap��klad chyb�j�c�
vrchol troj�heln�ku� kru�nici� p��mku�� p�i�em� v zad
n� je v�dy uvedeno�
zda se po�aduje konstrukce v�ech �e�en� �i libovoln	ho z mo�n�ch �e�en��
Zadan	 prvky je mo�no dynamicky p�emis�ovat� pokud se t�m nezm�n�
po�et �e�en� dan	 �lohy� .e�en� �lohy p�itom mus� z�stat spr
vn	� mus�
tedy b�t dostate�n� obecn	� Pr
v� v tom m��e spo��vat �skal� n�kter�ch
�loh a je velmi u�ite�n	� aby si u�itel zadan	 �lohy nejprve s
m vyzkou�
�el �to syst	m umo�&uje� a p�esv�d�il se o tom� �e vybran
 �loha je pro
zam��len� �kol vhodn
�

T�et� kategorii tvo�� n�kter	 z
kladn�� rutinn� �lohy z deskriptivn� geo�
metrie �i kinematiky� Takov	 �lohy jsme zat�m vytvo�ili jen jako uk
zkov	�

�Na mo�n� probl�my p�i �e�en� �loh upozor�uj� dva n�vodn� texty� na n�� vede
ze str�nek syst�mu p��m� odkaz� Prvn� z nich stru�n� vysv�tluje z�kladn� principy
konstruov�n� v GeoGeb�e� druh� vysv�tluje nej�ast�j�� chyby� kter�ch se �e�itel� �loh
dopou�t�j��
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V budoucnu uva�ujeme o jejich dal��m roz���en�� bude�li o n� mezi u�iteli
z
jem�

P��klad vyu�it� syst	mu v hodin�ch planimetrie

V n
sleduj�c�m textu uv
d�me �na uk
zku� mo�n	 vzorov	 vyu�it� sys�
t	mu ve v�uce planimetrie� Odpov�d
 kurzu planimetrie v prvn�m ro�n�ku
st�edn� �koly� )vodn� �
sti navr�en	ho postupu je mo�no vyu��t p�i pr
ci
se �
ky z
kladn� �koly� Z pom�rn� �irok	 nab�dky nab�zen�ch �loh je po�
chopiteln� mo�n	 vytvo�it � podle z
m�ru u�itele � jin	 postupy a sady
�loh�

Procvi�en� pr�ce s GeoGebrou

Podle zku�enost� vlastn�ch i zku�enost� koleg�� kte�� syst	m GeoTest
vyu�ili� navrhujeme nejprve zadat skupinu �loh zam��en�ch na ovl
d
n�
syst	mu GeoGebra� Pokud �
ci dosud program GeoGebra� neznaj�� je
�v r
mci v�uky� vhodn	 nejprve prost�ed� programu prozkoumat a spo�
le�n� prov	st n�kolik jednoduch�ch konstrukc�� Pot	 je ji� mo�n	 p�edsta�
vit �
k�m syst	m GeoTest� nechat je p�ihl
sit se do syst	mu a je�t� ve
vyu�ovac� hodin� vy�e�it n�kolik jednodu���ch �loh� Obvykle p�itom nara�
z�me na nej�ast�j�� chyby a probl	my� kter	 m��eme ihned vysv�tlit� Nen�
nutn	� aby �
ci m�li program GeoGebra na sv�ch po��ta��ch nainstalov
n�
Pracuj� pouze v jeho speci�ck	m prost�ed� � v GeoGebra Appletu�

Uk�zka vyu�it� ve v�uce

�� navrhovan� sada 
loh
 �� �� �� �� ����� �����

Jedn
 se o sadu cvi�n�ch �loh� konkr	tn�" konstrukci st�edu �se�ky�
sestrojen� p��mky ur�en	 dv�ma body� pr�se��k�� kru�nice dan	 st�edem
a bodem� veden� rovnob��ky bodem a zejm	na sestrojen� kru�nice s dan�m
st�edem a polom�rem ur�en�m hodnotou prom�nn	 � spr
vn	 interaktivn�
�e�en� vy�aduje zad
n� nikoliv okam�it	 hodnoty parametru� ale prom�nn	
�v�razu��

Pot	 je vhodn	 zadat �
k�m navazuj�c� sadu �loh ur�enou pro samo�
statnou dom
c� pr
ci� Krom� procvi�en� pr
ce s GeoGebrou a zautomati�
zov
n� postup� p�i p�ihla�ov
n� do syst	mu a odes�l
n� �loh k vyhodnocen�

�Pro pr�ci s GeoGebrou lze naj�t velk� mno�stv� inspirativn�ch didaktick�ch mate�
ri�l� ve zdroj�ch 
�� a 
	�� jako u�ebnice pak m��e poslou�it 
���
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ov���me� zda nemaj� �
ci n�jak	 technick	 probl	my se zobrazen�m java�
applet� �i s povolov
n�m zobrazov
n� str
nek prohl��e�em�

�� navrhovan� sada 
loh
 �� ��� ����� ����� ����� ����� �����

V t	to sad� �e��me �lohy na konstrukci rovnostrann	ho troj�heln�ku�
rovnob��ky v dan	 vzd
lenosti� kolmice z bodu� kru�nice nad pr�m�rem�
osy �se�ky a �hlu� t��ko dostupn�ch pr�se��k��

Navrhovan� �as na �e	en�" n�kolik dn�� nejd	le do pl
novan	ho za�
tku
vyu�it� syst	mu k �e�en� konstruk�n�ch �loh�

Pou��v
me�li syst	m pouze k ov��en� schopnost� �
k� pracovat s Geo�
Gebrou a nem�n�me bezprost�edn� pokra�ovat �e�en�m konstruk�n�ch �loh�
vytvo��me sadu �loh ze zb�vaj�c�ch �loh s atributem C �cvi�n	 �lohy�� Na
�e�en� ponech
me �
k�m dostatek �asu �jeden a� dva t�dny�� Umo�n�me
jim t�m� aby mohli �lohy vy�e�it opravdu v�ichni a aby se mohli k ne��
sp��n� �e�en�m �loh
m vracet i v n�kolika dnech a skute�n� pak �t�eba
i po porad� se spolu�
ky� v�echny �lohy �sp��n� vy�e�it�

Opakov�n� z�kladn�ch konstrukc� 
na Z� z�kladn� konstruk�n�

lohy�

Opakujeme�li v �vodu planimetrie zn
m	 konstrukce ze z
kladn� �koly�
m��eme dal�� sadu �loh zadat bez dal��ho koment
�e� V�sledky �
k� �je�
jich �sp��nost p�i �e�en� �loh� n
m pomohou jako orienta�n� ukazatel je�
jich v�choz�ch schopnost� a umo�n� l	pe odhalit nedostatky a probl	my
ve znalostech� kter	 by ji� m�ly b�t z
kladem� na n�m� pot�ebujeme p�i
konstruk�n�ch �loh
ch d
le stav�t�

�� navrhovan� sada 
loh
 ��� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

V t	to sad� �e��me konstrukci troj�heln�ku podle v�t sss� sus a usu�
konstrukce t��i�t�� ortocentra� st�edu opsan	 a vepsan	 kru�nice�

Navrhovan� �as na �e	en�" do n
sleduj�c� hodiny matematiky s t�m� �e
po vyhodnocen� probl	m� budou �
ci v �e�en� pokra�ovat �syst	m dovoluje
�e�it i �lohy skupin� kter�m ji� vypr�el term�n odevzd
n���

P�i vyu�it� na z
kladn� �kole zad
me uveden	 �lohy po �
stech� v�dy
a� po jejich procvi�en� r�sov
n�m do se�itu�
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Konstrukce troj
heln�k�

M
me�li p�i hodin� p��stup do po��ta�ov	 laborato�e� pak pro objas�
n�n� podstaty �e�en� konstruk�n� �lohy doporu�ujeme p�ipravit do vyu�o�
vac� hodiny sadu n�kolika �loh� kter	 v hodin� vy�e��me �provedeme jejich
rozbor a diskusi� a nech
me �
ky samostatn� sestrojit a odeslat �nechat
vyhodnotit� jejich �e�en�� M��eme tak bezprost�edn� komentovat p��padn	
ne�sp�chy a nedorozum�n��

�� navrhovan� sada 
loh
 ���� ���� ���� ���

Jde o klasick	 konstrukce � rovnostrann� troj�heln�k� v�ta usu� vlast�
nosti t��i�t�� v��ky troj�heln�ku�

Po dal�� vyu�ovac� hodin� v�novan	 konstrukc�m troj�heln�k� m��eme
�
k�m zadat samostatnou dom
c� pr
ci� Tou m��e b�t nap��klad n
sledu�
j�c� sada �loh�

�� navrhovan� sada 
loh �z�kladn� 
lohy�
 ��� ��� ��� ��� ���� ���� ����
���� �snaz�� konstrukce troj�heln�ku z dan�ch d	lek stran� v��
�ek� � � � ��

�� navrhovan� sada 
loh �obt��n�j	� 
lohy�
 ��� ���� ���� ���� ���� ���
�konstrukce troj�heln�ku z d	lek t��nic� ortocentra� � � � ��

Navrhovan� �as na �e	en�" pokud nerozd�l�me �lohy do dvou sad �
�lohy� kter	 maj� vy�e�it d��ve a �lohy obt��n�j��� na kter	 jim d
me v�c
�asu � pak �
k�m ponech
me na �e�en� �loh dostatek �asu �p�ibli�n� dva
t�dny�� aby m�li �as vracet se k ne�sp��n� �e�en�m �loh
m opakovan��
Rozd�l�me�li �lohy navrhovan�m zp�sobem do dvou sad� je vhodn	 na
prvn� sadu ponechat t�den �asu�

Vyhodnocen� dosa�en� 
rovn� � test �p�i hodin� v po��ta�ov	 u�ebn���

Do testu za�ad�me n�kter	 z �loh� kter	 byly zahrnuty ve skupin
ch
�loh pro dom
c� pr
ci� U�itel m
 p�i prohl��en� p�ehled� odevzdan�ch
�e�en� p�ehled o �asech� kdy �
ci �e�en� �loh odevzd
vali a tak je mo�n	�
aby si vytvo�il p�ibli�nou p�edstavu o �asov	 n
ro�nosti �e�en� zad
van�ch
�loh� D
le navrhujeme za�adit ty �lohy� kde je vlastn� postup konstrukce
sp��e krat�� �vy�aduje m	n� konstruk�n�ch krok���

�� navrhovan� sada 
loh
 ��� ��� ��� ����

Navrhovan� �as na �e	en�" �� minut�
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Obr� � Prost�ed�� v n�m� u�itel sleduje v�sledky ��k�

V��e uveden
 uk
zka je pouze jednou z mnoha a zdaleka nezahrnuje
cel	 t	ma st�edo�kolsk	 planimetrie� D
le m��eme pokra�ovat ve vyu�it�
syst	mu p�i konstrukci troj
heln�k� s vyu�it�m podobn�ch a shodn�ch zob�
razen� �i konstrukci kru�nic�

Pozn�mka� Kolegov	� kte�� se syst	mem pracuj�� vol� r�zn	 zp�soby vy�
u�it�� V�t�inou p�eva�uje vyu�it� pro samostatnou dom
c� pr
ci� V�ichni
zpravidla nejprve p�edvedli a vyu�ili syst	m p�i vyu�ovac� hodin�� N�kte��
vyu�ili syst	m pro n
sledn	 �e�en� �loh zadan�ch pro dom
c� pr
ci v ho�
din�� n�kte�� zadali obt��n�j�� z p�ipraven�ch �loh pro samostatnou pr
ci
s 'pr	miov�m( bodov�m ohodnocen�m v semin
�i z matematiky�

P�ehled dosavadn�ho vyu�it� syst	mu GeoTest

V jeden
cti t��d
ch na p�ti �kol
ch� kde zat�m �do ��� ��� ����� GeoTest
vyu�ili� zadali u�itel	 sv�m �
k�m �� �kol� s r�zn�m po�tem �loh� N�kter	
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ze skupin �loh p�edstavovaly dom
c� �kol� jin	 p�semku� jin	 bonusov	
�lohy pro z
jemce� N�kter�m skupin
m je�t� neuplynul term�n� kdy bylo
t�eba �lohy vy�e�it� Pokus�me�li se p�esto nahl	dnout� jak �sp��n� �
ci
dan	 �lohy �e��� dost
v
me tyto �daje"

,
ci� kte�� zadan	 �lohy skute�n� �e�ili �tj� odeslali alespo& jeden pokus
o �e�en��� za�ali �e�it #� / z �loh� kter	 jim byly zad
ny� Ze zapo�at�ch
�loh dovedli a� ke spr
vn	mu �e�en� �� /� co� p�edstavuje �# / ze v	ech
zadan�ch �loh� Zapo��t
me�li do celkov	ho po�tu i �
ky� kte�� �z nejr�z�
n�j��ch p���in� ne�e�ili ani jedinou �lohu �a zapo��t
me�li jim zadan	 �lohy
jako nevy�e�en	�� je pr�m�rn	 procento zcela spr
vn� vy�e�en�ch �loh ve
t��d� �� /� Ve zm�n�n�ch t��d
ch bylo celkem ��� �
k� a ti odevzdali � ���
spr
vn�ch �e�en�� to je v pr�m�ru �� zcela spr�vn� vy�e	en�ch 
loh na ka��
d	ho �
ka �v�etn� ne�e��c�ch�� p�i�em� �e�en� ve t�ech t��d
ch je�t� nebylo
ukon�eno� Ve v�ech �daj�ch je ka�d
 �loha zapo�tena pro ka�d	ho �
ka
pr
v� jednou� tj� nepo��t
me po�et pokus� pot�ebn�ch k jej�mu vy�e�en��

Jin	 zn
zorn�n� vid�me na grafu �� kter� ukazuje p�ehled odevzdan�ch
�e�en� z pohledu pr�m�rn	 �sp��nosti �e�en� zadan	 �lohy �
kem �odchylka
jednoho procenta je zp�sobena zaokrouhlen�m��

I kdy� hlavn� z
sluhu na tom m
 aktivita t�chto u�itel� i schopnosti
jejich �
k�� jedn
 se o ��sla p�i 'pap�rov	m( �e�en�� odevzd
v
n� a opra�
vov
n� jen t��ko p�edstaviteln
�

�����
����������

Graf �� �sp��nost �e�en� zadan� �lohy ��kem �pr�m�rn� hodnoty�
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Z�v�r � pro� syst	m pou��vat

Syst	m p�edstavuje prost�edek� pomoc� n�ho� m��e u�itel snadno zad
�
vat i vyhodnocovat �lohy a v n�m� mohou �
ci nezvyklou formou hledat
jejich spr
vn	 �e�en��

S pot��en�m zji��ujeme� �e mnoz� �
ci v p��pad� chybn	ho �e�en� vytr�
vaj� a sna�� se �e�it �lohu opakovan�� do t	 doby� dokud ji nevy�e��� P�itom
�na rozd�l od �loh r�sovan�ch na pap��e� spr
vn	 �e�en� nen� mo�n	 uh
d�
nout �ani 'uh
dat(��

Sou�
st� �e�en� je nutnost volit spr
vn� n
stroje pot�ebn	 ke konstrukci�
Tato schopnost v�ce souvis� s logikou postupu �e�en� �tedy se schopnost�
nal	zt spr
vn� algoritmus�� ne� se schopnost� ovl
dat prost�ed� programu�

GeoTest samoz�ejm� nem��e b�t jedin�m n
strojem �i prost�ed�m po�
u�it�m p�i �e�en� konstruk�n�ch �loh� je ale pomocn�kem� kter� umo�n�
v�znamn� zv��it po�et �e�en�ch konstruk�n�ch �loh� u nich� �
k z�sk

zp�tnou vazbu� p�i sou�asn	 v�razn	 �spo�e �asu a �sil� u�itele�

Zdroje
Podrobn� popis syst	mu GeoTest lze naj�t na adrese http"--drupal�geo�

metry�cz-geotest� Jsou zde tak	 koment
�e k �loh
m a dal�� materi
ly a ak�
tu
ln� informace� Do syst	mu se �zku�ebn�� p�ihl
s�te na adrese http"--geo�
test�geometry�cz� O u�itelsk� ��et si n
m napi�te na adresu geotest0geo�
metry�cz�

Syst	m je k pou�it� voln� a bezplatn�� stejn� jako GeoGebra� kterou
vyu��v
�

L i t e r a t u r a


�� i�g Intergeo� Spole�n� interaktivn� geometrie pro Evropu 
online�� Integreo Project�
	

��	
�
 
cit� 	
����	��
�� �http���i	geo�net��


	� GeoGebra� 
cit� 	
����	��
�� �http���www�geogebra�org��

�� Gergelitsov�� ��� Po��ta� ve v�uce nejen geometrie  pr�vodce Geogebrou� Praha�

Generation Europe� 	
���

�� Gergelitsov�� �� � Holan� T�� �lohy z planimetrie � � � teacher�friendly! In Miroslav

L�vi�ka� Martin N�mec� Sborn�k p��sp�vk� ��� Konference o geometrii a gra"ce�
Mal� Mor�vka �� �� z��� 	
��� V�B  TU Ostrava 	
��� s� �� �
	�
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Lukasiewiczova logika a logick	

paradoxy

IVAN CHAJDA

P��rodov�deck� fakulta UP� Olomouc

C�lem logiky je odhalovat a formulovat z
kony� kter�mi se ��d� na�e
spr
vn	 uva�ov
n�� a pomoc� nich� lze z dan�ch fakt� odvodit spr
vn�
d�sledek� Na prvn� pohled se zd
� �e takov
 logika m��e b�t pouze jedna�
nebo� je�li pops
n �sudek� kter�m z�sk
me z dan�ch p�edpoklad� platn�
z
v�r� nelze jin�mi pravidly odvodit jin� z
v�r� kter� by s p�vodn�m nebyl
ve shod�� Ov�em na�e ka�dodenn� uva�ov
n� je pom�rn� slo�it	 a v r�zn�ch
situac�ch je zapot�eb� uplatnit r�zn
 pravidla a r�zn	 zp�soby my�len��

V dob� antick	 sestavil Aristoteles souhrn pravidel� kter
 nazval logikou�
V pr�b�hu doby byla tato pravidla upravov
na� dopl&ov
na a formalizo�
v
na� nicm	n� Aristotelova logika je st
le �ve sv	 formalizovan	 podob��
z
kladem spr
vn	ho uva�ov
n� v deduktivn�ch v�d
ch� zejm	na v mate�
matice�

Ov�em u� v letech ��������� vyd
vaj� B� Russel a A� N� Whitehead
t��svazkovoumonogra�i 'Principia Mathematica(� kde p�ich
zej� s kritikou
klasick	 logiky� Objevuj� toti� prvn� paradoxy teorie mno�in� ��m� ot�
sli
dogmatickou v�rou v nezm�nitelnost logick�ch princip�� D�sledkem byl
vznik cel	 �ady alternativn�ch logick�ch syst	m�� Principy Aristotelovy
logiky nebyly v nov�ch logick�ch syst	mech zavr�eny� ale soubor nov�ch
logick�ch princip� byl roz���en a dopln�n tak� aby bylo mo�n	 popsat
a formalizovat situace� kter	 Aristotelovou logikou zohlednit nelze�

Nov	 logick	 syst	my vznikaly zejm	na v letech ���������� Vynech
me
zde logiku intuicionistickou a ze vznikl�ch v�cehodnotov�ch logik se bu�
deme v�novat pouze logice 1Lukasiewiczov��

Historicky prvn� je trojhodnotov
 logika� Jan 1Lukasiewicz svou moti�
vaci pro trojhodnotovou logiku zd�vod&oval jednak probl	mem modality�
jednak rozporem mezi determinismem a indeterminismem� Zaj�malo ho�
jak�m zp�sobem zabudovat do logiky mod
ln� �
stice 'je mo�n	� �e(� 'je

�Podpo�eno projektem Algebraick� metody v kvantov� logice� CZ���
��	���

�	
�

���
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nutn	� �e(� 'nen� mo�n	� �e(� 'nen� nutn	� �e(� 1Lukasiewicz se p�vodn� po�
kou�el roz���it syst	m klasick	 dvouhodnotov	 v�rokov	 logiky o tyto �
s�
tice pomoc� smyslupln�ch z
kon�� Do�el v�ak k z
v�ru� �e to nen� mo�n	�

Ozna�me Mp v�rok 'je mo�n	� �e p(� Pak p�edchoz� mod
ln� �
s�
tice� aplikovan	 na v�rok p� lze symbolicky vyj
d�it jako ��Mp�� M��p��
��M��p��� Tyto �ty�i druhy v�rok� odpov�daj� �ty�em mod�m st�edov�k	
mod
ln� logiky� vych
zej�c� z Aristotela" possibile� impossibile� contingens
a necessarium� Pro n� pak formuluje logick	 z
kony

p�Mp�

��M��p�� � ��p�

a tud�� pokud v�rokov
 logika obsahuje z
kon dvoj� negace� pak

��M��p��� p�

Intuitivn� by ov�em modalita m�la obsahovat i tezi

'jestli�e �p� pak nen� mo�n	� �e p(

a tezi
'pro n�kter	 v�roky p plat�� �e je mo�n	� �e p i �p(�

Z prvn� teze ov�em formalizac� obdr��me Mp � p� z druh	 pak 'existuje
p tak� �e Mp a M��p�(�

V Aristotelov� logice tyto formulace nejsou p�ijateln	� Ov�em z�ekneme�
li se jich� pak modalita nevyjad�uje� co se intuitivn� o�ek
valo� 1Lukasiewic�
ze to p�ivedlo k n
zoru� �e vina je na stran� klasick	 logiky� Proto p�ich
z�
s my�lenkou logiky se t�emi hodnotami�

Ji� ve starov�ku byl princip dvouhodnotovosti zpochyb&ov
n v souvis�
losti s v�roky� hovo��c�mi o budouc�ch ud
lostech� 1Lukasiewicz vych
z�
z p��kladu v�rok� o budoucnosti� Uva�uje v�rok '�� srpna p���t�ho roku
bude pr�et(� Ptejme se� zda je tento v�rok pravdiv� �i nikoliv� Dnes nen�
pravdiv� ani nepravdiv�� Z toho 1Lukasiewicz usuzuje� �e v na�em b��n	m
jazyce existuj� v�roky� kter	 nejsou pravdiv	 ani nepravdiv	� a jim� tedy
mus�me p�i�adit n�jakou t�et� hodnotu� Ozna�uje ji �

�
� jako prost�edn� hod�

notu mezi 'pravdou(� co� je �� a 'nepravdou(� co� je �� V t	to nov	 logice
jsou pak v�rokov	 spojky disjunkce 	� konjunkce 
� negace �� implikace
� d
ny tabulkami
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�����
V�imn�me si� �e dvouhodnotov
 Aristotelova logika zde nen� pop�ena�

Pokud budeme uva�ovat pouze pravdivostn� hodnoty � a �� pak n
m tyto
tabulky d
vaj� spr
vnou interpretaci logick�ch spojek v klasick	 logice�
Nov
 logika je tedy roz���en�m logiky klasick	 o novou pravdivostn� hod�
notu �

�
� Platn�mi formulemi� tj� z
kony t	to trojhodnotov	 logiky� jsou

v�echny ty formule� kter	 pro v�echny hodnoty sv�ch argument� nab�vaj�
hodnoty �� Nap�� zde plat� formule p � ��p � q� � q�� kter	 odpov�d

odvozovac�mu pravidlu modus ponens

p� ��p� q�� q��

plat� z
kony dvoj� negace

p� ��p� ��p� p�

ale neplat� klasick	 z�kony nep��m�ho d�kazu

��p� p�� p�

�p� q�� ��p� �q�� �p��
nebo� nap�� posledn� formule pro p $ �

�
$ q nab�v
 hodnoty �

�
�

Nelze zde ale nap�� de�novat disjunkci pomoc� negace a implikace� tj�
�p � q� jako v klasick	 logice� Pak by toti� platil z�kon vylou�en�ho t�e�
t�ho� tj� p	�p� kter� v 1Lukasiewiczov� logice neplat�� Neplat� rovn�� z�kon
sporu� tj� ��p 
 �p�� nebo� pro p $ �

�
d
v
 hodnotu �

�
� Podle 1Lukasiewice

je neplatnost z
kona vylou�en	ho t�et�ho a z
kona sporu charakteristick

pro trojhodnotovou logiku� a pr
v� ona m
 b�t vyj
d�en�m neplatnosti z
�
sady dvouhodnotovosti� Naopak� v t	to logice je snadn	 vyj
d�it modalitu
M � a to n
sleduj�c� tabulkou"

�
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Nutnost N � tj� Np $ ��M��p��� je pak vyj
d�ena tabulkou"

�
Takto de�novan
 modalita je ve shod� s p�edchoz�mi tezemi� z�ejm�

plat�

p�Mp� Np� p� Np�Mp�

Co se t�k
 v��e uveden	 prvn� teze� nelze ji formalizovat formul� �p�
�Mp� kter
 neplat�� ale v oslaben	 form� plat�

�p� ��p� ��Mp���

Druh
 teze je pak formalizov
na formul�

Mp 
M��p��

kter
 je platn
� nebo� i pro p $ �

�
nab�v
 hodnoty �� Je tedy od�vodn�n	

tvrdit� �e
'existuje p takov	� �e Mp a M��p�(�

V n
sleduj�c�m textu se budeme zab�vat ot
zkou� zda jsou logick	 para�
doxy logick	� Zd
nliv� protimluv vych
z� z jednoduch	 �vahy� Paradox
nen� n
hodn�m seskupen�m v�rok�� kter	 si vz
jemn� odporuj�� ale je v��
sledkem dosti so�stikovan	 �vahy� Jestli�e tedy logika slou�� jako syst	m
pravidel� kter�m se ��d� na�e usuzov
n�� mus� se i formulace paradoxu n��
jakou logikou ��dit�

Nejprve si vysv�tl�me� co jsou logick	 paradoxy� Nejstar��m paradoxem
je asi Epimenid�v paradox �Epimenid	s z Kn2su� asi ��� let p�� n� l���
Epimenid	s byl Kr	�an a �dajn� pronesl v�rok" 'V�ichni Kr	�an	 jsou
lh
�i(� T�m vznikl logick� spor� Je�li tento v�rok pravdiv�� pak jeliko�
ho pronesl lh
�� mus� b�t nepravdiv�� Je�li nepravdiv�� pak� ze stejn	ho
d�vodu� mus� b�t pravdiv�� V modern�j�� verzi se naz�v
 paradox lh��e�
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Tento paradox poukazuje na jist� problematick� rys obecn	ho jazyka�
toti� na odkazov
n� sama na sebe� resp� na svou vlastn� pravdivost �sa�
movzta�nost� anglicky self�reference�� Paradox lze vyj
d�it pomoc� dvou
v�rok� p� q takto"

v�rok p" 'v�rok q je pravdiv�(�

v�rok q" 'v�rok p je nepravdiv�(�

Ve ��� stol� byly odhaleny dal�� dva logick	 paradoxy� kter	 jsou pon�kud
z
va�n�j��� Je to jednak Russel�v paradox� jednak paradox holi�e�

Russel�v paradox vych
z� z intuitivn� spr
vn	 �vahy� �e mno�iny mo�
hou jako prvky obsahovat jin	 mno�iny� M��eme se tedy pt
t� zda existuje
'mno�ina v�ech mno�in� kter	 neobsahuj� samy sebe jako prvky(� Je tato
mno�ina prvkem sama sebe Jestli�e je� pak nen�� a jestli�e nen�� pak je�
D�vodem tohoto paradoxu je op�t tzv� self�reference� Aplikuje se zde odkaz
'b�t sv�m prvkem(� Form
ln� popis je"

A � A � ��A � A��

��A � A�� A � A�

Druh� paradox� tzv� paradox holi�e� je v�rok" 'Holi� ve m�st� M hol�
pr
v� v�echny mu�e z M� kte�� nehol� sami sebe�( Ot
zka tedy zn�" hol�
tento holi� s
m sebe Op�t� pokud se hol�� pak se nehol�� pokud se nehol��
tak se hol�� Ozna�me H mno�inu v�ech mu�� z m�sta M� kte�� se sami
nehol�� Nech� h ozna�uje holi�e� Pak paradox lze formalizovat takto"

h � H � h �� H�

h �� H � h � H�

Souvislost paradoxu holi�e s Russelov�m paradoxem je form
ln� evi�
dentn�� Oba se zab�vaj� objekty� kter	 se v modern� logice naz�vaj� ab�
norm�ln� objekty� Jsou to objekty typu fA 
 �A%A � Pg� kde P je jist

mno�ina formul� dan	ho jazyka�

Odli�nost paradoxu holi�e od Russelova paradoxu tkv� v tom� �e in�
tuitivn� p�edpokl
d
 existenci holi�e h� Je�li U mno�ina v�ech mu�� ve
m�st� M� pak dle paradoxu plat�

h � H � �U nH��
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Pokud pop�eme� �e takov� prvek h existuje� paradox p�estane existovat�
U Russelova paradoxu je ov�em existence mno�iny v�ech mno�in zcela
z
sadn� a byla zdrojem axiomatizace teorie mno�in na po�
tku ��� stolet��

V��e uveden	 paradoxy jsou ov�em zalo�en	 na �sudku� �e v�rok 'oba
v�roky p a �p jsou pravdiv	( je form
ln� kontradikc�� Tak tomu v klasick	
dvouhodnotov	 logice skute�n� je� Pod�vejme se ale na tyto paradoxy t���
hodnotovou logikou 1Lukasiewiczovou�

Jak jsme vid�li� v�rok p 
 �p nen� nutn� kontradikc�� pro p� jeho� hod�
notou je �

�
� nab�v
 hodnoty �

�
� Uva�ujeme�li tedy� �e abnorm
ln� objekty

maj� hodnotu �

�
� m
 paradox op�t pravdivostn� hodnotu �

�
� Je tedy do jist	

m�ry �rovn	 �

�
� pravdiv�� Ov�em do jist	 m�ry �rovn	 �

�
� je tak	 nepravdiv��

V ka�d	m p��pad� ov�em neodporuje z
kon�m t	to logiky�
Pokud p�istoup�me na oslabenou verzi� tj� m�sto v�roku p budeme uva�

�ovat jeho modalitu Mp� tj� 'je mo�n	� �e p(� pak� jak bylo uk
z
no v��e�

Mp 
M��p�

je v 1Lukasiewiczov� t��hodnotov	 logice dokonce tautologi�� tj� v�dy plat�
n�m v�rokem�

Lze tedy p�istoupit na 1Lukasiewiczovu my�lenku� �e 'z
vadou( nen� n
�
obecn� jazyk� umo�&uj�c� formulaci paradox� a abnorm
ln�ch objekt�� ale
princip dvouhodnotovosti� Pokud tento princip pop�eme� lze formalizovat
�ir�� r
mec logick�ch �vah� dokonce lze p�isoudit logickou spr
vnost i lo�
gick�m paradox�m�

Ve sv�tle t�chto fakt� se zd
 velmi p�ekvapuj�c�� �e 1Lukasiewiczova
logika� kter
 byla z p�vodn� t��hodnotov	 roz���ena na v�cehodnotovou
a pozd�ji na nekone�n�hodnotovou� poslou�ila jako form
ln� kalkul pro
formalizaci kvantov	 mechaniky� Op�t se prok
zalo� �e co bylo logicky pa�
radoxn� v kvantov	 mechanice �ve srovn
n� s klasickou mechanikou�� bylo
ve skute�nosti ovlivn�no pouze dvouhodnotovost� klasick	ho kalkulu� Je
s podivem� jak ��asn
 byla pronikavost 1Lukasiewiczov�ch my�lenek a jak

byla jeho p�edv�davost�
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Zaj�mav	 matematick	 �lohy

Uv
d�me �e�en� �loh �#� a �#�� jejich� zad
n� byla zve�ejn�na v p
t	m
��sle tohoto ����� ro�n�ku na�eho �asopisu�

�loha ���
Doka�te� �e

�

s
� !

��p
��

! �

s
�� ��p

��

je p�irozen	 ��slo�
Stanislav Tr�vn��ek

�e	en�� Ozna�me

u $ �

s
� !

��p
��
� v $ �

s
�� ��p

��
a x $ u! v�

Potom u� ! v� $ � a

uv $ �

s�
� !

��p
��

��
�� ��p

��

�
$ �

r
#
��

$
�
�
�

Odtud x� $ �u! v�� $ u� ! v� !�uv�u! v� $ �! � � �
�
� x $ �!�x� 
�slo

x je tedy re
ln�m ko�enem rovnice x� � �x � � $ �� Ale x� � �x � � $
$ �x����x�!�x!��� p�itom rovnice x�!�x!� $ � nem
 re
ln	 ko�eny�
jak snadno ov���me nap��klad pomoc� jej�ho diskriminantu� Proto rovnice
x� � �x � � $ � m
 jedin� re
ln� ko�en �� a tedy x $ �� co� je p�irozen	
��slo� jak jsme m�li dok
zat�

Jin� �e	en� �podle Jozefa M�sz�rose a Vladim�ra Pavla�� Snadno vid�me�
�e �

� !
�p
�

��
$ � !

��p
��

a

�
�� �p

�

��
$ �� ��p

��
�
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Odtud dostaneme

�

s
� !

��p
��

! �

s
�� ��p

��
$

�
� !

�p
�

�
!

�
�� �p

�

�
$ ��

co� je p�irozen	 ��slo�

Spr
vn
 �e�en� zaslali Zden�k Bufka z 
esk	 L�py� Karol Gajdo	 z Tr�
navy� Anton Hn�th z Moravan� Jozef M�sz�ros z Jelky� Vladim�r Pavel
z Blovic� Ji�� Steckbauer z Kv�tn	 a Martin Raszyk z G v Karvin	�

�loha ���
Je d
n rovnob��n�k ABCD a bod E� kter� nele�� na jeho hranici� V bo�

dech A� B� C� D jsou v dan	m po�ad� sestrojeny rovnob��ky a� b� c� d
s p��mkami EC� ED� EA a EB� Doka�te� �e p��mky a� b� c� d proch
zej�
jedn�m bodem�

Pavel Leischner

�e	en�� Ozna�me E� obraz bodu E v soum�rnosti podle st�edu S rov�
nob��n�ku ABCD� P��mka E�A je obrazem p��mky EC v t	to st�edov	
soum�rnosti� je s n� rovnob��n
� proto a $ E�A� Podobn� uk
�eme� �e
b $ E�B� c $ E�C a d $ E�D� P��mky a� b� c� d tedy proch
zej� bodem
E�� jak jsme m�li dok
zat�

����
�����	
�

Spr
vn
 �e�en� zaslali Karol Gajdo	 z Trnavy� Anton Hn�th z Mora�
van� Franti	ek J�chim z Volyn�� Jozef M�sz�ros z Jelky� Ji�� Steckbauer
z Kv�tn	 a Martin Raszyk z G v Karvin	�

Pavel Cal�bek
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