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V �l�nku ��� jsme se sezn�mili s v�tou o �hlu t�tiv� podle n�	 je velikost
�hlu t�tiv� kter� se v dan� kru�nici prot�naj�� rovna aritmetick�mu pr�m�ru
�hlov�ch velikost� p��slu	n�ch oblouk� t�tivami ohrani
en�ch�


hlov� velikost oblouku je velikost jeho st�edov�ho �hlu
 D�lku ob�
louku budeme standartn� ozna�ovat p�smenem d a jeho �hlovou velikost
p�smenem �� p�itom do indexu k p�smenu p�id�me ozna�en� oblouku
 Na�
p��klad �AB je �hlov� velikost oblouku AB� dCLD d�lka oblouku CLD
apod
 Oblouk ozna�ujeme t�emi p�smeny� kdy	 nen� zcela jasn�� kter� ze
dvou mo	n�ch oblouk� na kru	nici m�me na mysli � prost�edn� p�smeno
v ozna�en� je zvolen� vnit�n� bod oblouku� krajn� p�smena zna�� krajn�
body oblouku


���
������

Obr� �
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P�i ozna�en� podle obr
 � m�	eme v�tu o �hlu t�tiv vyj�d�it vztahem

�� � �AB � �CD� ���

Pro d�lky t�chto oblouk� z�ejm� plat�

�r� � dAB � dCD� ���

kde r je polom�r kru	nice

Vyu	it� t�chto vztah� uk�	eme v �esti �e�en�ch �loh�ch
 �e�en� osmi

dal��ch �loh p�enech�me �ten��i
 V obr�zc�ch k �loh�m budeme umis�o�
vat ozna�en� �hlov�ch velikost� oblouk� p��mo k oblouk�m� podobn� jako
ozna�en� jejich d�lek
 T�m se obr�zky zjednodu��� proto	e do nich nemu�
s�me zakreslovat spojnice st�edu kru	nice s krajn�mi body oblouk�


�loha �
Troj�heln�k ABC je ohrani�en t�emi p��mkami� kter� jsou ur�eny dvo�

jicemi bod� ��� ��� ���� �� a ��� ��� na cifern�ku hodin �obr
 ��
 Ur�ete
velikosti jeho vnit�n�ch �hl�


���
������

Obr� �

�e	en�
Cifern�k rozd�luje hrani�n� kru	nici na �� shodn�ch oblouk� s �hlovou

velikost� ���
 Dan� p��mky vyt�naj� na hrani�n� kru	nici cifern�ku oblouky�
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jejich	 �hlov� velikosti ozna��me ��� ��� � � � � �� podle obr
 �
 U	it�m
vztahu ��� dost�v�me

�� � �� � �� � ��� � ���� �� � �� � �� �  �� � ����

�� � �� � �� � ��� � �����

Odpov�!" � �  ��� � � ��� a � � #��


�loha �

hlop���ky rovnoramenn�ho lichob�	n�ku ABCD �AB k CD� se pro�

t�naj� v bod� E
 Doka	te� 	e st�ed kru	nice lichob�	n�ku opsan� le	� na
kru	nici opsan� troj�heln�ku DAE


���
���

Obr� �

�e	en�� Proto	e jsou ramena BC a AD lichob�	n�ku shodn�� m�	eme po�
lo	it � � �BC � �AD �obr
 ��
 U	it�m v�ty o �hlu t�tiv dost�v�me

j�� AEDj � �
�
��BC � �AD� � � � j�� AODj�

Odtud a z vlastnost� obvodov�ch �hl� plyne� 	e st�ed O kru	nice opsan�
dan�mu lichob�	n�ku le	� na oblouku DEA kru	nice opsan� troj�heln�ku
DAE


�loha �
V troj�heln�ku ABC prot�naj� v��ky z vrchol� A� B a C kru	nici troj�

�heln�ku opsanou po �ad� v bodech K� L a M 
 Doka	te� 	e p��mky AK�
BL a CM jsou osy �hl� troj�heln�ku KLM 
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Obr� 	

�e	en�� Pro navz�jem kolm� t�tivy AB a MC �obr
 �� m� vztah ��� tvar

� � �AM � ��BK � �KC��

Podobn� pro t�tivy LB a AC dostaneme

�LA � ��BK � �KC� � ��

Se�ten�m obou vztah� zjist�me� 	e �LA � �AM 
 Stejn�m �hlov�m veli�
kostem oblouk� odpov�daj� shodn� obvodov� �hly LKA a AKM � proto je
p��mka AK osou �hlu MKL
 Cyklickou z�m�nou zjist�me� 	e p��mka BL
je osou �hlu KLM a p��mka CM je osou �hlu LMK


�loha �

V libovoln�m troj�heln�ku ABC s vepsanou kru	nic� l�I � 	� je bod
M 
� C pr�se��k osy �hlu ACB s kru	nic� k�O� r� opsanou troj�heln�ku

a� Doka	te� 	e jsou �se�ky AM a MI shodn�

b� Doka	te 	e plat�

jOI j� � r� � �r	� ���
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Obr� 


�e	en��
a� Ve shod� s obr�zkem �a� ozna�me N pr�se��k osy �hlu BAC s kru	ni�
c� k� � � j�� AIM j a � � j�� MAN j
 Dok�	eme� 	e � � �


Shodn�m obvodov�m �hl�m BAN a NAC p��slu�� shodn� oblouky
BN a NC
 Proto m�	eme ozna�it �� � �BN � �NC 
 Podobn� polo	�me
�� � �AM � �MB 
 U	it�m vztahu ��� pro t�tivy AM � AN a pro t�tivy
AN � CM dost�v�me

�� � �MN � �AA � �� � �� � �AM � �NC � ���

Odtud � � � a t�	 jAM j � jIM j� proto	e proti shodn�m �hl�m troj�hel�
n�ku AMI le	� shodn� strany

b� Ozna�me P patu kolmice z bodu I na �se�ku AC a D obraz bodu A
v soum�rnosti se st�edem O � obr
 �b�
 Obvodov� �hly ACM a ADM jsou
shodn�� a tak jsou pravo�hl� troj�heln�ky CIP a DAM podobn� podle
v�ty uu
 Z podobnosti plyne vztah

jCI j
jDAj �

jIP j
jAM j �

kter� po dosazen� jADj � �r� jIP j � 	 a jAM j � jIM j uprav�me na tvar
jCI j � jIM j � �r	
 Z v�ty o mocnosti bodu I ke kru	nici k nav�c dost�v�me
jCI j � jIM j � r� � jOI j�� z posledn�ch dvou vztah� pak rovnost ���
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Pozn
mka� Vztah ��� poch�z� od Eulera
 Plyne z n�j� 	e v ka	d�m
troj�heln�ku plat� r � �	


�loha �
V troj�heln�ku ABC s vnit�n�mi �hly men��mi ne	 ���� je d�n bod D

takov�� 	e plat� j�� BDCj �  �� � �� j�� CDAj �  �� � �� a j�� ADBj �
�  ����
 P��mky AD� BD a CD prot�naj� kru	nici opsanou troj�heln�ku
ABC po �ad� v bodech K� L a M 
 Doka	te� 	e troj�heln�k KLM je
rovnostrann�


���
������

Obr� �

�e	en�� Sta�� dok�zat� 	e �hly troj�heln�ku KLM maj� velikost  ��

Ve vztahu �j�� BDCj � �BC � �LM � kter� je z�pisem rovnosti ��� pro

t�tivy BL a CM �obr
  �� polo	�me j�� BDCj �  �� � � a za �hlov�
velikosti oblouk� dosad�me dvojn�sobky velikost� p��slu�n�ch obvodov�ch
�hl�
 Obdr	�me rovnici

���� � �� � ��� �j�� MKLj�
z n�	 j�� MKLj �  ��
 Analogicky zjist�me� 	e plat�

j�� KLM j � j�� LMKj �  ���

�loha �
Kru	nice k� je	 m� st�ed O na ose vn�j��ho �hlu troj�heln�ku ABC p�i

vrcholu A� prot�n� �se�ky AB a AC po �ad� v bodech K a L
 Doka	te� 	e
�hly BAC a KOL jsou shodn�
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Obr� �

�e	en�� Ozna�me u danou osu vn�j��ho �hlu a K �� L� obrazy bod� K� L
v osov� soum�rnosti podle u �obr
 #�
 Ze soum�rnosti plyne� 	e se t�tivy
K �L a KL� kru	nice k prot�naj� v bod� A a vyt�naj� na kru	nici shodn�
oblouky KL a K �L�
 M�	eme tedy polo	it �K�L� � �KL � � a pomoc�
vztahu ��� zjist�me

j�� KOLj � � �
�
�
��K�L� � �KL� � ��

Dal�� 	lohy


� Kru	nice je rozd�lena body A� B� C a D na oblouky� pro jejich	 d�lky
plat�

dAB " dBC " dCD " dDA � � " � " � "  �

T�tivy AC a BD se prot�naj� v bod� M 
 Ur�ete velikost �hlu AMB


�� 
hlop���ky t�tivov�ho �ty��heln�ku ABCD se prot�naj� v bod� E
 Je
mo	n�� aby platilo j�� AEDj � #��� �AB � �#�� a �CD � ���%


� Je d�n t�tivov� �ty��heln�k ABCD
 Na kru	nici mu opsan� jsou body
K� L� M a N st�edy t�ch oblouk� AB� BC� CD a DA� jejich	 vnit�ky
neobsahuj� vrchol �ty��heln�ku
 Doka	te� 	e plat� KM � LN 


��� V troj�heln�ku ABC jsou body D� E a F po �ad� st�edy t�ch oblouk�
BC� CA a AB kru	nice opsan�� jejich	 vnit�ky neobsahuj� t�et� vrchol
troj�heln�ku
 Doka	te� 	e plat� AD � EF 
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��� S vyu	it�m v�sledku p�edchoz� �lohy sestrojte troj�heln�k ABC� jsou�
li d�ny pr�se��ky K� L a M kru	nice troj�heln�ku opsan� s osami �hl�
CAB� ABC a BCA


��� Jestli	e D a E jsou st�edy t�ch oblouk� BC a AC kru	nice opsan�
troj�heln�ku ABC� kter� neobsahuj� v�echny t�i vrcholy troj�heln�ku� a t��
tiva DE prot�n� strany AC a BC v bodech K� L� pak je troj�heln�k CKL
rovnoramenn�
 Doka	te


��� Do kru	nice je veps�n �esti�heln�k ABCDEF takov�� 	e jABj � jBCj�
jCDj � jDEj� jEF j � jFAj
 Doka	te� 	e plat� AD � BF �stejn� jako
BE � DF a CF � BD�


��� Bodem M � kter� le	� uvnit� dan� kru	nice a nen� toto	n� s jej�m st�e�
dem� proch�z� n t�tiv
 Velikosti �hl� ka	d�ch dvou sousedn�ch t�tiv jsou
stejn� a pr�se��ky v�ech t�tiv s kru	nic� le	� ve vrcholech mnoho�heln�ku
A�A� � � � A�n� Doka	te� 	e pro sud� n plat�

dA�A�
� dA�A�

� � � �� dA�n��A�n
� dA�A�

� dA�A�
� � � �� dA�nA�

�

L i t e r a t u r a


�� Hav��ov�� B�� Metody neanalytick�ch v�po�t� v eukleidovsk� geometrii �diserta�n�
pr�ce�� Masarykova univerzita� P��rodov�deck� fakulta� Brno� �����


�� Leischner� P�� V�ta o �hlu t�tiv kru�nice� MFI� ro�� ��� �� �� s� �
����

�� Ponarin� Y� P�� Elementarnaja geometria� Tom �� Izdatelstvo MCNMO� Moskva

���	� Dostupn� na� �http���www�math�ru�lib�book�pdf�geometry�Ponarin�I�pdf�

	� �arygin� I� F�� Zada�i po geometrii � Planimetrija� Nauka� Moskva ����� Dostupn�

na� �http���www�math�ru�lib�cat�geom�


� �http���www�problems�ru��

Grantov� podpora� Projekt FRV��	�	������
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Co mo�n� o sou�tu
�k � �k � �k � � � � � n

k nev	te

EMIL CALDA

Matematicko�fyzik�ln� fakulta UK� Praha

P�ipome&me si nejprve� 	e sou�et k�t�ch mocnin prvn�ch n p�irozen�ch
��sel� kter� budeme zna�it Sk�n�� nab�v� pro k � �� �� �� � n�sleduj�c�ch
hodnot"

S��n� � n�

S��n� �
�
�
n�n� ���

S��n� �
�
 
n�n� ����n� ���

S��n� �
�
�
n��n� ����

Pro ka	d� z t�chto sou�t� ur��me nyn� limitu pod�lu �
nk��

Sk�n� pro n
jdouc� do nekone�na� proto	e p�jde pouze o limity s rostouc�m n a da�
n�m k� budeme � bez obav� 	e dojde k nedorozum�n� � ozna�en� n � �
vynech�vat
 Snadn�m v�po�tem zjist�me"

lim
�

n���
S��n� � � �

�
� � �

� lim
�

n���
S��n� �

�
�
�

�
� � �

�

lim
�

n���
S��n� �

�
�
�

�
� � �

� lim
�

n���
S��n� �

�
�
�

�
� � �

�

Zobecn�n�m t�chto v�sledk� dostaneme v�tu� jej�	 pravdivost v dal��ch
��dc�ch dok�	eme"

V�ta
Pro v�echna cel� nez�porn� ��sla k plat�"

lim
�

nk��
Sk�n� � lim

�
nk��

��k � �k � �k � � � � � nk� �
�

k � �
�
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K tomu� abychom ji dok�zali� odvod�me nejprve rekurentn� vzorec pro
Sk�n�
 Rozvinut�m v�razu �x� ��k�� podle binomick� v�ty dost�v�me

�x� ��k�� � xk�� � �k � ��xk �
�

� � ��k � ��kxk���

�
�

� � � � ��k � ��k�k � ��xk�� � � � � � �k � ��x� ��

do t�to rovnosti dosad�me za x postupn� �� �� �� � � � � n� z�skan� rovnosti
se�teme a dostaneme"

�n� ��k�� � � � �k � ��Sk�n� �
�

� � ��k � ��kSk���n��

�
�

� � � � ��k � ��k�k � ��Sk���n��

� � � � � �k � ��S��n� � S��n��

Z tohoto vztahu z�sk�me po �prav� po	adovan� rekurentn� vzorec pro
Sk�n�"

Sk�n� �
�

k � �
�n� ��k�� � �

k � �
� �

�
kSk���n�� �

 
k�k � ��Sk���n��

� S��n�� �
k � �

S��n��

Vyd�l�me�li tuto rovnost v�razem nk�� a ozna��me�li �
nk��

Sk�n� � Pk�n��
plyne odtud"

Pk�n� �
�

k � �

�
n� �
n

�k��
� �

�k � ��nk
� �

�n
Pk���n�k�

� �
 n�

Pk���n�k�k � ��� � � � � �
nk��

P��n�� �
�k � ��nk

P��n��

Na��m �kolem je dok�zat� 	e pro cel� nez�porn� ��sla k je limPk�n� � �
k�� �

tuto v�tu dok�	eme matematickou indukc�

Prvn� krok jsme provedli u	 v �vodu� kde jsme uk�zali� 	e v�ta plat�

pro k � �� �� �� �
 Ve druh�m kroku p�edpokl�dejme� 	e pro v�echna p�i�
rozen� ��sla i � k je limPi�n� � �

i�� � je tedy nap�
 limPk���n� � �
k
�
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limPk���n� � �
k�� � � � � � limP��n� � �

� � limP��n� � �
 Na z�klad� tohoto
induk�n�ho p�edpokladu dostaneme� 	e plat�"

limPk�n� � lim
�

k � �

�
n� �
n

�k��
�

�
k � �

�

nebo� v�echny zb�vaj�c� �leny uveden�ho v�razu pro Pk�n� maj� limitu
rovnou nule
 T�m je dan� v�ta dok�z�na


I kdy	 tento v�sledek nen� p��li� d�le	it�� nen� podle m�ho n�zoru ne�
zaj�mav�
 Nadan� 	�ci s n�m mo	n� mohou b�t sezn�meni v nepovinn�m
semin��i� kde nap��klad mohou z uveden�ho vzorce pro Sk�n� a z hodnot
S��n�� S��n�� S��n� a S��n� ur�it S��n� a p�esv�d�it se tak o tom� 	e je

S��n� �
�
��
n�n� ����n� ����n� � �n� ���

a tedy limP��n� � lim �
n�
S��n� � �

� 


Pravidelnosti a symetrie pri
kon
trukci�ch magick�ch 
tvorcov

INGRID SEMANI�INOV�

Pr�rodovedeck� fakulta UPJ�� Ko ice

N�js� prostredie� ktor� by 	iakov motivovalo ku pr�ci� a z�rove& by
v tomto prostred� prebiehal proces u�enia sa� je jeden zo z�kladn�ch didak�
tick�ch probl�mov
 V tomto pr�spevku budeme prezentova� prostredie ma�
gick�ch �tvorcov a kociek� ktor�� ako ukazuje hist'ria aj s��asnos�� p(sob�
motiva�ne
 Navy�e poskytuje pre 	iakov viacero pr�le	itost� k hl)adaniu� sk�
�maniu a objavovaniu nov�ch pravidelnost� a symetri�
 Niektor� objaven�
pravidelnosti sa daj� vyu	i� pri kon�trukcii magick�ch �tvorcov a kociek�
umo	&uj� lep�ie porozumie� existuj�cim algoritmom na kon�trukciu ma�
gick�ch �tvorcov a poukazuj� na mo	n� zov�eobecnenia
 To v�etko m(	e
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	iakov motivova� k !al�iemu sk�maniu a objavovaniu a podporova� tak
ich tvorivos�


Prezentovan� �lohy m(	u by� n�metom pre n�pl& kr�	ku z matema�
tiky� ktor� je ur�en� predov�etk�m pre 	iakov stredn�ch �k(l
 Je vhodn��
aby po�as rie�enia v*��iny �loh 	iaci vyu	�vali tabul)kov� kalkul�tor� ktor�
vizualizuje zadania aj rie�enia niektor�ch �loh a umo	&uje r�chlu kontrolu
spr�vnosti rie�enia


De�n�cia

Magick� 	tvorec r
du n je �tvorcov� tabul)ka n � n obsahuj�ca v�etky

��sla od � do n� tak� 	e s��et ��sel v ka	dom riadku� st+pci a na oboch

diagon�lach je rovnak�
 S��et ��sel v riadku �a teda aj v st+pci a na oboch
diagon�lach� sa naz�va magick� 
�slo


V literat�re aj na Internete m(	eme n�js� r(zne algoritmy na kon�truk�
ciu magick�ch �tvorcov
 Jeden z nich� ktor� funguje pre magick� �tvorce�
ktor�ch r�d je delitel)n� ��slom � je nasledovn�"

�� krok" Tabul)ku zodpovedaj�ceho r�du si rozdel�me dvoma na seba kol�
m�mi priamkami �osami� na �tyri zhodn� �tvorcov� tabul)ky
 V jednej z ta�
buliek vyfarb�me pol��ka striedavo dvomi farbami ako na �achovnici


�� krok" Pol��ka vo zvy�n�ch troch �astiach tabul)ky vyfarb�me tak� aby
cel� zafarbenie tabul)ky bolo s�mern� podl)a u	 vyzna�en�ch os� tabul)ky


�� krok" Do celej tabul)ky vp��eme postupne zl)ava doprava a zhora dole za
sebou id�ce ��sla


�� krok" Vymen�me medzi sebou dvojice ��sel� ktor� sa nach�dzaj� v pol���
kach jednej farby a s� s�mern� podl)a bodu v strede tabul)ky �pozri obr
 ��


�loha �
Zostrojte na z�klade uveden�ho postupu magick� �tvorec r�du ��
 Aby

ste nemuseli pracne overova� s��ty v riadkoch� v st+pcoch a na diagon�lach
pou	ite tabul)kov� kalkul�tor


�loha �
Pre��tajte si postup na kon�trukciu magick�ch �tvorcov r�du delitel)n�ho

� na str�nke http���mathworld�wolfram�com�MagicSquare�html
 Po�
rovnajte ho s vy��ie pop�san�m postupom
 �Postup na str�nke je v anglic�
kom jazyku� r�d delitel)n� ��slom � je v preklade doubly even order
�

��� Matematika � fyzika � informatika �� ���������
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Obr� � Kon trukcia magick�ho  tvorca r�du �

V !al�ej �asti pr�spevku budeme prezentova� �lohy� ktor�ch rie�enie
by malo vies� ku kalkulat�vnemu porozumeniu vy��ie uveden�ch algorit�
mov na kon�trukciu magick�ch �tvorcov
 ,iaci by teda mali porozumie�
pre�o algoritmus funguje� mali by vedie� od(vodni� jeho spr�vnos�
 Tak�
tie	 hl)adaj� odpove! na ot�zku" -D� sa uveden� postup pou	i� aj pre
magick� �tvorce in�ch r�dov%.

�loha �
Odvo!te vz�ah pre ur�enie magick�ho ��sla magick�ho �tvorca r�du n


Pri rie�en� �lohy 	iaci aplikuj� poznatky o s��te prv�ch n �lenov arit�
metickej postupnosti
 Rie�enie m(	e vyzera� nasledovne" Ak spo��tame
v�etky ��sla zap�san� do magick�ho �tvorca r�du n� tak dostaneme ��slo
� � � � � � � � �n� � �� � n� � �

�n
��n� � ��
 Ke!	e v ka	dom riadku� resp


st+pci m� by� s��et ��sel rovnak� a riadkov� resp
 st+pcov je n dostaneme
v�sledok n�n� � ��
�� �o je magick� ��slo �tvorca r�du n


�loha �
Do tabul)ky s rozmermi �� � nap��te vzostupne ��sla od � do � tak� 	e

za�nete od l)av�ho horn�ho rohu a postupne budete zl)ava doprava vyp+&a�
ostatn� riadky
 Ak� je s��et ��sel na diagon�lach% Je tento s��et nie��m
v�znamn�% Ako je to u tabuliek vy���ch r�dov% Zov�eobecnite svoje pozo�
rovanie pre tabul)ku n� n� sformulujte hypot�zu a dok�	te ju
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O�ak�vame� 	e 	iaci sformuluj� hypot�zu" S��et ��sel na diagon�lach
tabul)ky je magick� ��slo magick�ho �tvorca r�du n
 Svoje pozorovanie m(	u
od(vodni� nasledovne"

Chceme dok�za�� 	e ak ��sla od � po n� zap��eme do tabul)ky vy��ie
uveden�m sp(sobom� tak s��et ��sel na oboch diagon�lach bude �

�n�n
����


Ozna�me si pol��ko v i�tom riadku a v j�tom st+pci tabul)ky m�i� j�

Podl)a zadania �lohy do pol��ka tabul)ky m�i� j� prirad�me ��slo �i���n�j


Uva	ujme s��et dvojice ��sel na diagon�le tabul)ky� ktor� s� v pol���
kach stredovo s�mern�ch podl)a stredu tabul)ky
 Ide o s��et ��sel m�i� j�
a m�n� i� �� n� j � ��


m�i� j��m�n�i��� n�j��� � �i���n�j��n�i�����n�n�j��� n���

Pre n p�rne m�me na diagon�le �
�n dvoj�c ��sel� ktor� s� v pol��kach

stredovo s�mern�ch podl)a stredu tabul)ky� v�sledn� s��et ��sel na diagon�le
je �

�n�n
� � ��


Pre n nep�rne m�me na diagon�le �
� �n��� dvoj�c ��sel� ktor� s� v pol���

kach stredovo s�mern�ch podl)a stredu tabul)ky a v strede tabul)ky je ��slo
�
� �n

� � ��
 Teda v�sledn� s��et ��sel na diagon�le je op*� �
�n�n

� � ��

,iaci si m(	u v�imn��� 	e z uveden�ho d(kazu vypl�va� 	e aj s��et

n�tice ��sel� ktor� obsahuje dvojice ��sel le	iacich v tabul)ke v pol��kach
symetrick�ch podl)a stredu tabul)ky sa rovn� magick�mu ��slu magick�ho
�tvorca r�du n� kde n je p�rne ��slo


�loha �
Do tabul)ky s rozmermi $� $ nap��te vzostupne ��sla od � do  � tak� 	e

za�nete od l)av�ho horn�ho rohu a postupne budete zl)ava doprava vyp+&a�
ostatn� riadky


a� Porovnajte s��et ��sel v prvom a poslednom st+pci
 Ako sa zmen� s��et

��sel v st+pcoch� ak vymen�te dvojicu ��sel z jedn�ho riadku% Kol)ko dvo�

j�c ��sel mus�te medzi st+pcami vymeni�� aby bol s��et ��sel v st+pcoch
rovnak�%

b� Porovnajte s��et ��sel v druhom a v predposlednom st+pci �riadku�
a op*� medzi nimi vymie&ajte ��sla� tak aby sa s��ty vyrovnali


c� Postup uveden� v a� a b� opakujte pre ka	d� dvojicu st+pcov �riadkov��
ktor� s� s�mern� podl)a vertik�lnej �horizont�lnej� osi tabul)ky
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d� M(	eme podobn�m sp(sobom vyrovn�va� s��ty ��sel v st+pcoch �riad�
koch� ka	dej tabul)ky n�n% Kol)ko v�men mus�me urobi� medzi dvojicou

st+pcov �riadkov�� aby sme dostali rovnak� s��et%

,iaci si zrejme uvedomia� 	e rozdiel medzi ��slami v jednom riadku

u st+pcov s�mern�ch podl)a vertik�lnej osi tabul)ky je kon�tantn�
 Ke!	e

v tabul)ke je $ riadkov� tak po � v�men�ch sa n�m s��ty ��sel v st+pcoch
vyrovnaj� �pozri obr
 ��


�����
���������	

Obr� � Vyrovn�vanie s��tov st!pcoch

/as� d� �lohy vyz�va k zov�eobecneniu pozorovan�ch vz�ahov"

� Ak m�me tabul)ku r�du n� tak s��et ��sel v �
 st+pci� s� je o n�n � ��

men�� ako s��et ��sel v poslednom st+pci� sn
 Ak vymen�me �
�n zodpo�

vedaj�cich si ��sel medzi st+pcami� tak s� narastie o �
�n�n��� a sn bude

o �
�n�n� �� men��
 Tak	e s��ty bud� rovnak�
 Z �vah takisto vypl�va�

	e tento postup m(	eme pou	i� iba ak je n p�rne ��slo


� V�eobecne� ak si zoberieme i�ty st+pec so s��tom si a st+pec s�mern�

podl)a vertik�lnej osi tabul)ky� t
j
 �n� i����� st+pec so s��tom sn�i���
tak rozdiel medzi s��tami je n�n � �i� ��
 V�menou zodpovedaj�cich
si ��sel s��ty vyrovn�me


�loha �
Na obr
 � je postup kon�trukcie magick�ho �tvorca r�du �
 Pop��te

slovne ako bol vytvoren�
 V�imnite si posledn� tabul)ku a porovnajte ju

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ��#
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Obr� � Kon trukcia magick�ho  tvorca r�du 	

s p(vodnou tabul)kou
 Ktor� ��sla zmenili polohu% Pop��te ako zmenili po�
lohu


,iaci by si mali uvedomi�� 	e v�mena dvojice ��sel na diagon�le� nahrad�

dve v�meny � jednu v�menu v st+pci a jednu v riadku


�loha 

Vysvetlite postup kon�trukcie magick�ho �tvorca r�du  na obr
 �
 Svet�

losiv� farba znamen� v�menu na diagon�lach� siv� v�menu medzi st+pcami
a �ierna v riadkoch


Postup kon�trukcie uveden� na obr
 � aplikuje poznatky z�skan� pri
rie�en� predch�dzaj�cich �loh
 Pri kon�trukcii s� kombinovan� v�meny na

diagon�lach� v st+pcoch a v riadkoch
 ,iakov by sme mali vyzva�� aby si
sk�sili zostroji� in� magick� �tvorec r�du  a experiment�lne si overili� �i

��$ Matematika � fyzika � informatika �� ���������
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Obr� 	 Kon trukcia magick�ho  tvorca r�du � � I

porozumeli postupu
 Experimentovanie s ��slami 	iakom pom(	e uvedomi�
si v akom vz�ahu s� jednotliv� ��sla v tabul)ke� napr�klad"

� M(	u vymie&a� len dvojice ��sel� ktor� si v p(vodnej tabul)ke zodpove�
daj� v osovej s�mernosti podl)a vertik�lnej� resp
 horizont�lnej osi ta�
bul)ky� resp
 v stredovej s�mernosti podl)a stredu tabul)ky �t�to v�mena

nahr�dza jednu v�menu v riadku a jednu v�menu v st+pci�

� Ak medzi sebou vymenia ��sla v osovo s�mern�ch pol��kach �podl)a ver�
tik�lnej alebo horizont�lnej osi tabul)ky� na r(znych diagon�lach� vy�
tvoren� tabul)ka nebude ma� zhodn� s��ty na diagon�lach� aj ke! s��ty

v riadkoch a st+pcoch bud� rovnak� �pozri obr
 � � tabul)ka vl)avo �
v�mena ��sel � a �� poru�ila zhodn� s��ty na diagon�lach�


Na obr
 � � tabul)ka vpravo � je vytvoren� magick� �tvorec r�du  
v�menami in�ch dvoj�c ��sel ako na obr
 �
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Obr� 
 Kon trukcia magick�ho  tvorca r�du � � II

�loha �
Zostrojte sp(sobom podobn�m ako v predch�dzaj�cej �lohe magick�

�tvorec r�du $ a ��
 Pok�ste sa zostroji� viacero r(znych magick�ch �tvor�
cov jedn�ho r�du


Pri kon�trukcii magick�ho �tvorca r�du $ potrebujeme pre zodpove�

daj�cu si dvojicu riadkov a st+pcov realizova� � kr�t � v�meny
 Celkov�
po�et v�men zn�	ime na polovicu ak vymen�me ��sla len po diagon�le
 Pri
kon�trukcii magick�ho �tvorca r�du �� potrebujeme na z�klade v�sledku

����
����
����

Obr� � Magick�  tvorec r�du ��

��� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



�lohy � urobi� � v�men medzi zodpovedaj�cimi si dvojicami riadkov a st+p�
cov
 Ke!	e v�men je nep�rny po�et� aspo& jedna v�mena nebude po di�
agon�le �potrebujeme toti	 zachova� symetriu pre vymie&an� dvojice po
diagon�le � pozri obr
  �


V pr�pade� 	e sa medzi 	iakmi objavia r(zne postupy kon�trukcie m(�
	eme so 	iakmi diskutova� o tom� ktor� z postupov je efekt�vnej�� na kon�
�trukciu magick�ho �tvorca


�loha 

Dok�	te� 	e algoritmus� uveden� na za�iatku pr�spevku� m(	eme po�

u	i� pre kon�trukciu magick�ch �tvorcov r�du n� kde n je ��slo delitel)n�
��slom �


Uvedieme �as� d(kazu spr�vnosti algoritmu� konkr�tne uk�	eme� 	e po

v�mene bude s��et ��sel v st+pcoch rovn� magick�mu ��slu magick�ho
�tvorca� t
j
 ��slu �

�n�n
� � ��


Ozna�me si pol��ko v i�tom riadku a v j�tom st+pci tabul)ky ako m�i� j�

Do pol��ka m�i� j�� � 	 i� j 	 n vklad�me ��slo �i� ��n� j


/�sla� ktor� boli zap�san� do zafarben�ch pol��ok nahrad�me ��slami�
ktor� s� v pol��kach stredovo s�mern�ch podl)a stredu tabul)ky
 Teda ��slo
v pol��ku m�i� j� nahrad�me ��slom v pol��ku m�n � i � �� n � j � ��

V pol��ku m�i� j� bude po v�mene ��slo �n� i�n� n� j � ��


Uva	ujme s��et ��sel v st+pcoch tabul)ky
 S��tajme po dvojiciach tie

��sla z j�teho st+pca� ktor� s� v pol��kach s�mern�ch podl)a horizont�lnej
osi tabul)ky� t
 j
 v pol��kach m�i� j� a m�i�� j�
 Z kon�trukcie vypl�va� 	e
obidve ��sla bud� bu! v tvare �i���n� j� resp
 �i����n� j alebo v tvare
�n� i�n�n� j ��� resp
 �n� i��n�n� j ��
 Dvoj�c prv�ho aj druh�ho
typu bude �

�n
 Navy�e zo s�mernosti podl)a horizont�lnej osi vypl�va� 	e
plat� i� i� � n� �

0alej plat�

�i� ��n� j � �i� � ��n� j � n�n� �� � �j�

��n� i�n� n� j � �� � ��n� i��n� n� j � ���n�n� �� � ��n�j����

S��et ��sel v j�tom st+pci tabul)ky je teda

n

�
�n�n� �� � �j � n�n� �� � ��n� j � ��� �

�
�
n�n� � ���
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Podobne by sme uk�zali� 	e s��et ��sel i�tom riadku je rovn� magick�mu
��slu magick�ho �tvorca r�du n� kde n je ��slo delitel)n� �tyrmi


Na diagon�lach sme zmenili len polohu ��sel v r�mci diagon�ly
 S��et
��sel na diagon�le teda je na z�klade v�sledku �
 �lohy �

�n�n
� � ��


T�m sme uk�zali� 	e vy��ie pop�san� algoritmus je spr�vny

Pred rie�en�m !al�ej �lohy navrhujeme� aby u�itel) overil hlb�ie porozu�

menie algoritmu napr�klad nasleduj�cimi ot�zkami"

� Mus�me vymie&a� ��sla v zafarben�ch pol��kach%
� M(	eme pol��ka tabul)ky ofarbi� in�m sp(sobom%
� D� sa podobn� postup pou	i� na kon�trukciu magick�ch �tvorcov ne�
p�rneho r�du%

Porovnajte op*� �ako v �lohe �� algoritmy uveden� v �vode pr�spevku


�loha ��
Dok�	te spr�vnos� algoritmu na kon�trukciu magick�ch �tvorcov r�du

delitel)n�ho � na str�nke http���mathworld�wolfram�com�MagicSqua�

re�html�

L i t e r a t � r a


�� Hejn�� M� � Ku�ina� F�� D�t��  kola a matematika� Konstruktivistick� p��stupy k vy�
u�ov�n�� Port�l� Praha �����


�� Koman� M�� Pravidelnosti aritmetiky a geometrie ��seln�ch dvoj�at � Dvacet p�t
kapitol z didaktiky matematiky �ed� Hejn�� M�� Novotn�� J�� Stehl�kov�� N��� Praha
���	�


�� Semani	inov� I� � Trenkler M�� Discovering the Magic of Magic Squares� Mathema�
tics Teacher ��� ������� s� ������
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��
 ro�n	k matematick� olympi�dy
�lohy I
 kola �dom�c	 ��st�

KATEGORIE A

A�I��
Najd�te v�echny dvojice prvo��sel p� q� pro kter� existuje p�irozen�

��slo a takov�� 	e
pq

p� q
�

a� � �
a� �

�

�J
n Maz
k� R�bert T�th�

A�I��
Dv� kru	nice k��S�� r�� a k��S�� r�� se vn� dot�kaj� a le	� ve �tverci

ABCD o stran� a tak� 	e k� se dot�k� stran AD a CD a k� se dot�k�
stran BC a CD
 Doka	te� 	e aspo& jeden z troj�heln�k� AS�S�� BS�S�
m� obsah nejv��e �

�� a
�


�Tom
	 Jur�k�

A�I��
Ozna�me p�n� po�et v�ech n�m�stn�ch ��sel slo	e�ch jen z ��slic �� �� ��

�� �� v nich	 se ka	d� dv� sousedn� ��slice li�� alespo& o �
 Doka	te� 	e pro
ka	d� p�irozen� ��slo n plat�

� � ���n�� 	 p�n� 	 � � ���n���

�Pavel Novotn��

A�I��
Najd�te v�echny funkce f " Rnf�g � R takov�� 	e pro v�echna nenulov�

��sla x� y plat�
x � f�xy� � f��y� � x � f�x��

�Pavel Cal
bek�
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A�I��
Ozna�me I st�ed kru	nice vepsan� troj�heln�ku ABC
 Kru	nice� kter�

proch�z� vrcholem B a dot�k� se p��mky AI v bod� I � prot�n� strany
AB� BC postupn� v bodech P � Q
 Pr�se��k p��mky QI se stranou AC
ozna�me R
 Doka	te� 	e plat�

jARj � jBQj � jPI j��

�Jaroslav �vr
ek�

A�I��
V oboru re�ln�ch ��sel vy�e�te soustavu rovnic

sin� x� cos� y � tg� z�

sin� y � cos� z � tg� x�

sin� z � cos� x � tg� y�

�Pavel Cal
bek�

KATEGORIE B

B�I��
Ur�ete v�echny trojice �a� b� c� p�irozen�ch ��sel� pro kter� plat�

�a � �b � $c�

�Jaroslav �vr
ek�

B�I��
V oboru re�ln�ch ��sel �e�te rovnici

x� � ��
p
�� ��x� � �� �

p
��x � ���

p
�� �� � ��

v�te�li� 	e m� alespo& jeden celo��seln� ko�en
 P��padn� iracion�ln� ko�eny
zapi�te v jednoduch�m tvaru bez odmocnin iracion�ln�ch ��sel


�Jarom�r �im	a�
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B�I��
Nech� V je pr�se��k v��ek ostro�hl�ho troj�heln�ku ABC
 P��mka CV

je spole�nou te�nou kru	nic k a l� kter� se vn� dot�kaj� v bod� V a p�itom
ka	d� z nich proch�z� jedn�m z vrchol� A a B
 Jejich pr�se��ky s vnit�ky
stran AC a BC ozna�me P a Q
 Doka	te� 	e polop��mka V C je osou �hlu
PV Q a 	e body A� B� P � Q le	� na jedn� kru	nici


�Jaroslav �vr
ek�

B�I��
Najd�te nejmen�� hodnotu zlomku

V �n� �
n� � ��n� � �#n� �

n� � ��n� �$
�

kde n je libovoln� p�irozen� ��slo v�t�� ne	 �

�Vojtech B
lint�

B�I��
V rovin� je d�na �se�ka AB
 Pro libovoln� bod X t�to roviny� kter� je

r�zn� od A i B� ozna�me XA� resp
 XB obraz bodu A� resp
 B v osov�
soum�rnosti podle p��mky XB� resp
 XA
 Najd�te v�echny takov� body
X � kter� spolu s body XA� XB tvo�� vrcholy rovnostrann�ho troj�heln�ku


�Pavel Cal
bek�

B�I��
Je d�no p�irozen� ��slo k � ��
 Ve vrcholech pravideln�ho ���heln�ku

jsou naps�na ��sla �� �� � � � � �� �jako na cifern�ku hodin�
 V jednom kroku
m�	eme bu! vym�nit n�kter� dv� protilehl� ��sla� nebo zvolit libovoln�ch
k sousedn�ch vrchol� a v nich napsan� ��sla zv�t�it o �
 Jako T �k� ozna�me
tvrzen�� 	e po kone�n�m po�tu krok� lze dostat v�ech �� ��sel stejn�ch

Doka	te� 	e T ��� neplat�� T ��� plat�� a rozhodn�te o platnosti T ���


�J
n Maz
k�

KATEGORIE C

C�I��
/tvercov� tabulka je rozd�lena na � �� pol��ek
 Kobylka se po n� po�

hybuje dv�ma sm�ry" vpravo nebo dol�� p�i�em	 st��d� skoky o dv� a o t�i
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pol��ka �to jest 	�dn� dva po sob� jdouc� skoky nejsou stejn� dlouh��
 Za�
��n� skokem d�lky dva z lev�ho horn�ho pol��ka
 Kolika r�zn�mi cestami se
m�	e kobylka dostat na prav� doln� pol��ko% �Cestou rozum�me posloup�
nost pol��ek� na kter� kobylka dosko��
�

�Peter Novotn��

C�I��
Pro kladn� re�ln� ��sla a� b� c� d plat�

a� b � c� d� ad � bc� ac� bd � ��

Jakou nejv�t�� hodnotu m�	e m�t sou�et a� b� c� d%
�J
n Maz
k�

C�I��
Je d�n obd�ln�k ABCD s obvodem o
 V jeho rovin� najd�te mno	inu

v�ech bod�� jejich	 sou�et vzd�lenost� od p��mek AB� BC� CD� DA je
roven �

�o


�Tom
	 Jur�k�

C�I��
Rozhodn�te� zda z libovoln�ch sedmi vrchol� dan�ho pravideln�ho

���heln�ku lze v	dy vybrat �ty�i� kter� jsou vrcholy lichob�	n�ku

�Jarom�r �im	a�

C�I��
Ur�ete v�echna cel� ��sla n� pro n�	 �n� � �n� � n� � je prvo��slo


�Jaroslav �vr
ek�

C�I��
Uvnit� pravideln�ho �esti�heln�ku ABCDEF s obsahem �� cm� je zvo�

len bodM 
 Obsahy troj�heln�k�ABM a BCM jsou po �ad� � cm� a � cm�

Ur�ete obsahy troj�heln�k� CDM � DEM � EFM a FAM 


�Pavel Leischner�

�� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



Zaj	mav� matematick� �lohy

Uv�d�me zad�n� dal�� dvojice �loh na�� pravideln� rubriky
 Jejich �e�en�
m�	ete zaslat nejpozd�ji do ��
 �
 ���� na adresu" Redakce �asopisu MFI�
�#
 listopadu ��� ##� � Olomouc
 Jejich �e�en� lze zaslat tak� elektronickou
cestou �pouze v�ak v TEXovsk�ch verz�ch� p��p
 v MSWordu� na emailovou
adresu" m��upol�cz
 Zaj�mav� a origin�ln� �e�en� �loh r�di uve�ejn�me


�loha ��

Nech� ABC je libovoln� ostro�hl� troj�heln�k
 Ozna�me D� E� F paty

v��ek po �ad� z vrchol� A� B� C
 D�le nech� K� L� M jsou pr�se��ky
kru	nice opsan� troj�heln�ku ABC s p��mkami AD� BE� CF �r�zn�mi od
A� B� C�
 Doka	te� 	e plat�

min

� jKDj
jADj �

jLEj
jBEj �

jMF j
jCF j

�
	 �

�
�

Jaroslav �vr
ek

�loha �
�
Petrova stavebnice obsahuje  shodn�ch ty�inek  r�zn�ch barev
 Kolik

navz�jem r�zn�ch model� pravideln�ho �ty�st�nu z n� m�	e Petr postavit%
�Dva modely pova	ujeme za shodn�� jestli	e je m�	eme oto�it tak� aby se
barvy jejich odpov�daj�c�ch hran shodovaly
�

Pavel Cal
bek

�Pokra
ov�n� ze s� ��
�

Od roku ��
	 se po mnohalet� peda�
gogick� praxi trvale v�noval ot�zk�m me�
todiky vyu�ov�n� matematiky � jako me�
todik v "stavu pro dal � vzd�l�v�n� u�i�
tel� a pozd�ji v Krajsk�m pedagogick�m
�stavu v Praze� V roce ���� ode el do d��
chodu� ve kter�m se do�il �� let �zem�el
	� srpna ������

Do historie �esk� matematiky a peda�
gogiky se Franti ek B�loun zapsal p�ede�
v �m jako autor mnoha didaktick�ch stat��
u�ebnic� metodick�ch pr�vodc�� sb�rek
p��klad� a tabulek� Jeho obs�hl� Sb�rka

�loh z matematiky pro z�kladn�  kolu� ur�
�en� k opakov�n� a procvi�ov�n� ve ke�
r�ho u�iva z�kladn�  koly a vhodn� pro
p��pravu k p�ij�mac�m zkou k�m na st�ed�
n�  koly� se v roce ���� do�kala osm�ho vy�
d�n� ��
	 stran�� aktualizovan� Tabulky
pro z�kladn�  kolu byly znovu vyd�ny
v roce ����� Pracoval v redak�n�ch rad�ch
�asopis� Matematika ve  kole� Pokroky
matematiky� fyziky a astronomie aj� V le�
tech ���
����� byl hlavn�m sekret��em
Jednoty �eskoslovensk�ch matematik�
a fyzik��

Bohumil Tesa��k

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ��#


