MATEMATIKA

Véta o uhlu tétiv v tlohach

PAVEL LEISCHNER
Pedagogické fakulta JU, Ceské Budgjovice

V ¢lanku [2] jsme se sezndmili s vétou o Ghlu tétiv, podle niZ je velikost
whlu tétiv, které se v dan€ kruznici protinajt, rovna aritmetickému prumeéru
whlovych velikosti prislusnygch oblouki tétivami ohranicenych.

Uhlové, velikost oblouku je velikost jeho stfedového thlu. Délku ob-
louku budeme standartné oznacovat pismenem d a jeho Ghlovou velikost
pismenem w, pritom do indexu k pismenu prididme oznaceni oblouku. Na-
piiklad wap je Ghlova velikost oblouku AB, depp délka oblouku C'LD
apod. Oblouk oznacujeme tfemi pismeny, kdyZ neni zcela jasné, ktery ze
dvou moznych obloukt na kruZnici médme na mysli — prostfedni pismeno
v oznaceni je zvoleny vnitini bod oblouku, krajni pismena znaci krajni
body oblouku.

Obr. 1
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P1i oznaceni podle obr. 1 mizeme vétu o thlu tétiv vyjadrit vztahem
20 =wap +wep- (1)
Pro délky téchto oblouki zfejmé plati

2ro =dap +dep, (2)

kde r je polomér kruznice.

Vyuziti téchto vztahfi ukdZeme v Sesti fesenych tilohach. ReSeni osmi
dalgich tloh prenechdme ¢tenafi. V obrazcich k Glohdm budeme umisto-
vat oznaceni thlovych velikosti obloukt pfimo k obloukim, podobné jako
oznaceni jejich délek. Tim se obrazky zjednodusi, protoze do nich nemu-
sime zakreslovat spojnice stfedu kruznice s krajnimi body obloukii.

Uloha 1

Trojihelnik ABC' je ohranicen tfemi primkami, které jsou urceny dvo-
jicemi bodt (1, 9), (12, 5) a (4, 10) na ciferniku hodin (obr. 2). Urdete
velikosti jeho vnitinich Ghla.

Obr. 2

Regeni
Cifernik rozdéluje hrani¢ni kruznici na 12 shodnych oblouki s Ghlovou
velikosti 30°. Dané p¥imky vytinaji na hraniéni kruznici ciferniku oblouky,
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jejichz thlové velikosti oznacime wy, wy, ..., wg podle obr. 2. Uzitim
vztahu (1) dostavame

200 = wy + ws = 30° +90% 28 = wy + ws = 60° + 30°;
2y = ws 4+ wg = 30° + 120°.
Odpoved: a = 60°, 8 = 45° a v = 75°.
Uloha 2
Uhlopiitky rovnoramenného lichobé&zniku ABCD (AB || CD) se pro-

tinaji v bodé E. Dokazte, ze stfed kruznice lichobézniku opsané lezi na
kruZnici opsané trojuhelniku DAE.

Obr. 3

Reseni. Protoze jsou ramena BC a AD lichob&zniku shodn4, miZeme po-
lozit w = wpe = wap (obr. 3). Uzitim véty o thlu tétiv dostavame

1
|YAED| = §(wBo +wap) =w =|<LAOD|.

Odtud a z vlastnosti obvodovych Ghla plyne, ze stied O kruznice opsané
danému lichobé&Zniku lezi na oblouku DEA kruZnice opsané trojuhelniku
DAE.

Uloha 3

V trojahelniku ABC protinaji vysky z vrcholi A, B a C' kruZnici troj-
thelniku opsanou po fadé v bodech K, L a M. Dokazte, ze pfimky AK,
BL a CM jsou osy uhli trojuhelniku K LM.

Matematika - fyzika - informatika 21 2011/2012 015



B

C
('OKC
K
(DBK
(DMB

O 0 M

Obr. 4

Reseni. Pro navzajem kolmé tétivy AB a MC (obr. 4) ma vztah (1) tvar
T=wam + (WBK +WKC)-
Podobné pro tétivy LB a AC dostaneme

wrA + (WBk + wke) = .

Sectenim obou vztaht zjistime, ze wr4 = wapy. Stejnym dhlovym veli-
kostem obloukt odpovidaji shodné obvodové tthly LKA a AK M, proto je
pfimka AK osou thlu M K L. Cyklickou zdménou zjistime, Ze piimka BL
je osou thlu K LM a ptimka C'M je osou thlu LMK.

Uloha 4

V libovolném trojihelniku ABC s vepsanou kruznici I(I;p) je bod
M ¢ C priseéik osy thlu ACB s kruznici k(O;r) opsanou trojihelniku.
a) DokazZte, ze jsou tsecky AM a M1 shodné.
b) Dokaite ze plati

|OI> = r? — 2rp. (2)

016 Matematika - fyzika - informatika 21 2011/2012



Obr. 5

Reseni.
a) Ve shodé s obrazkem 5a) ozna¢me N prisecik osy thlu BAC' s kruzni-
cik, p=|SAIM| aec=|S<MAN|. Dokizeme, 7e € = ¢.

Shodnym obvodovym thlim BAN a NAC pfislusi shodné oblouky
BN a NC. Proto muzeme oznalit wy = wpny = wnc. Podobné polozime
we = waym = wyp- Uzitim vztahu (1) pro t&tivy AM, AN a pro tétivy
AN, CM dostavame

2e =wWyN +wWas =wor + w1 =wam +wWNC = 2.

Odtud ¢ = ¢ a téz |AM| = |IM|, protoze proti shodnym Ghlim trojthel-
niku AM T lezi shodné strany.

b) Oznacme P patu kolmice z bodu I na tsecku AC' a D obraz bodu A
v soumérnosti se stfedem O — obr. 5b). Obvodové thly ACM a ADM jsou
shodné, a tak jsou pravouhlé trojihelniky CIP a DAM podobné podle
véty uu. Z podobnosti plyne vztah

|CI|  |IP|

|DA| — |AM|’
ktery po dosazeni |AD| = 2r, |IP| = p a |AM| = |IM| upravime na tvar
|CI|-|IM| = 2rp. Z véty o mocnosti bodu I ke kruznici k navic dostavame

|CI| - |IM| = r? — |OI|?, z poslednich dvou vztahti pak rovnost (2).
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Poznamka. Vztah (2) pochézi od Eulera. Plyne z néj, ze v kazdém
trojuhelniku plati r > 2p.

Uloha 5

V trojthelniku ABC' s vnitinimi tthly mensimi nez 120° je dan bod D
takovy, ze plati | < BDC| = 60° + a, | <CDA| = 60° + 3, a | <ADB| =
=600 4+. Piimky AD, BD a CD protinaji kruznici opsanou trojahelniku
ABC po tadé v bodech K, L a M. Dokazte, 7e trojihelnik K LM je
rovnostranny.

Obr. 6

Reseni. Sta¢i dokdzat, ze Ghly trojuhelniku K LM maji velikost 60°.

Ve vztahu 2| < BDC| = wpe + wrm, ktery je zapisem rovnosti (1) pro
tétivy BL a CM (obr. 6), polozime |<BDC| = 60° + a a za thlové
velikosti obloukt dosadime dvojnasobky velikosti prislusnych obvodovych
thld. Obdrzime rovnici

120° + 2a = 20 + 2| < MKL|,
zniz | < MKL| = 60°. Analogicky zjistime, 7e plati
|<KLM|=|<LMK]|=60"
Uloha 6
Kruznice k, jez mé stied O na ose vnéjsiho tthlu trojahelniku ABC pii

vrcholu A, protina tGse¢ky AB a AC po fadé v bodech K a L. Dokazte, 7e
uhly BAC a KOL jsou shodné.
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Obr. 7

Reseni. Ozna¢me u danou osu vnéjgiho thlu a K', L' obrazy bodt K, L
v osové soumérnosti podle u (obr. 7). Ze soumérnosti plyne, Ze se tétivy
K'L a KL' kruznice k protinaji v bodé¢ A a vytinaji na kruznici shodné
oblouky KL a K'L'. Mtzeme tedy poloZit wik/r = wkr = w a pomoci
vztahu (1) zjistime

|<KOL| =w = (wKsz +wKL) = .

N | =

Dalsi dlohy

7. KruZznice je rozdélena body A, B, C a D na oblouky, pro jejichz délky
plati
dap :dpc :dep :dpa =2:3:5:6.

Tétivy AC a BD se protinaji v bodé M. Urcete velikost tthlu AM B.

8. Uhlopiicky tétivového ¢étyftihelniku ABCD se protinaji v bodé E. Je
mozné, aby platilo | X AED| = 70°, wap = 170° a wep = 40°7

9. Je dén tétivovy ¢tyrthelnik ABCD. Na kruznici mu opsané jsou body
K, L, M a N stfedy téch obloukt AB, BC, CD a DA, jejichZ vnitiky
neobsahuji vrchol ¢tyfihelniku. Dokazte, ze plati KM 1 LN.

10. V trojtahelniku ABC jsou body D, E a F po fadé stiedy téch obloukt
BC, CA a AB kruZnice opsané, jejichz vnitfky neobsahuji tieti vrchol
trojuhelniku. Dokazte, Ze plati AD | EF.
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11. S vyuzitim vysledku piedchozi tilohy sestrojte trojihelnik ABC jsou-
li dany priseciky K, L a M kruznice trojihelniku opsané s osami thli
CAB, ABC a BCA.

12. Jestlize D a E jsou stfedy téch oblouki BC a AC kruZnice opsané
trojihelniku ABC, které neobsahuji véechny t¥i vrcholy trojihelniku, a té-
tiva DE protind strany AC' a BC' v bodech K, L, pak je trojihelnik CK'L
rovnoramenny. Dokazte.

13. Do kruZnice je vepsén Sestithelnik ABC'DEF takovy, 7e |AB| = |BC|,
|CD| = |DE|, |EF| = |FA|. Dokaite, ze plati AD L BF (stejné jako
BE 1 DF a CF L BD).

14. Bodem M, ktery lezi uvnitf dané kruznice a neni totozny s jejim stie-
dem, prochéazi n tétiv. Velikosti thld kazdych dvou sousednich tétiv jsou
stejné a pruseciky vSech tétiv s kruznici lezi ve vrcholech mnohothelniku
A1 A, ... As,. Dokazte, Ze pro suda n plati

dA1A2 + dA3A4 +.ot dAanlAZn = dA2A3 + dA4A5 +.ot dAZnAl'
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Co mozna o souctu
15+ 28 + 3" + 4+ nf nevite

EMIL CALDA
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Pripomenme si nejprve, ze soucet k-tych mocnin prvnich n prirozenych
Cisel, ktery budeme znacit Si(n), nabyva pro k = 0,1, 2,3 nésledujicich
hodnot:

So(n) = n,

Si(n) = %n(n +1),
Sa(n) = %n(n +1)(2n + 1),

1
S3(n) = Zn2(n +1)%
Pro kazdy z téchto sou¢tti uré¢ime nyni limitu podilu nk1+15k(n) pro n
jdouci do nekonecna; protoze pijde pouze o limity s rostoucim n a da-
nym k, budeme — bez obav, Zze dojde k nedorozuméni — oznaceni n — oo
vynechavat. Snadnym vypoctem zjistime:

. 1 1 . 1 1 1
hHlEEITSb(n)::I:: 6i;i? hnlﬁTITle” = 5 = qui’
. 1 1 1 . 1 1 1
lm 2o S2(n) = 3 = g Imomg S = 3= 357

Zobecnénim téchto vysledkt dostaneme vétu, jejiz pravdivost v dalSich
radcich dokdzeme:

Véta
Pro vSechna celd nezaporna cisla k plati:

1
lim —= S (n) = lim (1P 42k 430+ 4nb)y = ——.

k+1 nk+1
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K tomu, abychom ji dokazali, odvodime nejprve rekurentni vzorec pro
Sk (n). Rozvinutim vyrazu (x + 1)+ podle binomické véty dostavame

1
(z 4+ D =g (k4 1)2F + Tok+ Dka*= 4

1 X
+15 3(Ic-|-1)k(lc—1)x’"*2+ o+ (k+ D2+ 1
do této rovnosti dosadime za x postupné 1,2,3,...,n, ziskané rovnosti

sec¢teme a dostaneme:

1
1-2
(k4 1)k(k — 1)Sp_o(n)+

(n+ ¥ —1 = (k4 1)Sk(n) + (k4 1)kSk_1(n)+

+

1-2-3
+ ...+ (k+1)Si(n) + So(n).
Z tohoto vztahu ziskdme po upravé pozadovany rekurentni vzorec pro
Sk(n):
1
k+1
S()(TL)

Sk(n) (n + )Mt —

1 1
= — 5kSko1(n) = Sk(k = 1)Sk-a(n)-

1
—S5i) -

k+1

Vydélime-li tuto rovnost vyrazem n*+! a oznacéime-li —4=Si(n) = Pi(n),

plyne odtud:

1 /n+1\" 1 1
P =175 <T> BT e Ol
1 1 1

Nasim tkolem je dokazat, Ze pro celd nezaporna ¢isla k je lim Py (n) = 1%4—15
tuto vétu dokazeme matematickou indukei.

Prvni krok jsme provedli uz v ivodu, kde jsme ukazali, ze véta plati
pro k = 0,1,2,3. Ve druhém kroku predpokladejme, Ze pro vSechna pri-
rozend Cisla ¢ < k je lim Pi(n) = H—Ll; je tedy napi. lim P,_1(n) = ¢,
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lim P, _»(n) = 45, ... , lim Pi(n) = %, lim Py(n) = 1. Na zakladé tohoto

indukéniho predpokladu dostaneme, ze plati:

k+1
1 n+1 1

lim Py, = lim —— -
im Py (n) 1mk—l—l( n ) kE+1’

nebot v8echny zbyvajici ¢leny uvedeného vyrazu pro Py(n) maji limitu
rovnou nule. Tim je dana véta dokazana.

I kdyz tento vysledek neni prili§ dalezity, neni podle mého nazoru ne-
zajimavy. Nadani zaci s nim moznd mohou byt sezndmeni v nepovinném
seminéfi, kde napfiklad mohou z uvedeného vzorce pro Si(n) a z hodnot
So(n), S1(n), S2(n) a Sz(n) uréit S4(n) a presvédcit se tak o tom, Ze je

Sa(n) = %n(n +1)(2n 4+ 1)(3n* 4 3n — 1),

a tedy lim Py(n) = lim 5 Sy(n) = L.

Pravidelnosti a symetrie pri
konstrukciach magickych stvorcov

INGRID SEMANISINOVA
Prirodovedecké fakulta UPJS, Kogice

Né4jst prostredie, ktoré by ziakov motivovalo ku préaci, a zaroven by
v tomto prostredi prebiehal proces ucenia sa, je jeden zo zakladnych didak-
tickych problémov. V tomto prispevku budeme prezentovat prostredie ma-
gickych §tvorcov a kociek, ktoré, ako ukazuje histéria aj sucasnost, posobi
motivacne. Navyse poskytuje pre ziakov viacero prilezitosti k hfadaniu, sk-
imaniu a objavovaniu novych pravidelnosti a symetrii. Niektoré objavené
pravidelnosti sa daja vyuzit pri konstrukcii magickych §tvorcov a kociek,
umoznuju lepsie porozumiet existujicim algoritmom na konstrukciu ma-
gickych §tvorcov a poukazujii na mozné zovsSeobecnenia. To vSetko moze
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ziakov motivovat k dalSiemu skiimaniu a objavovaniu a podporovat tak
ich tvorivost.

Prezentované tlohy mo6zu byt ndmetom pre naplih krizku z matema-
tiky, ktory je urceny predovsetkym pre ziakov strednych skol. Je vhodné,
vizualizuje zadania aj rieSenia niektorych tiloh a umoznuje rychlu kontrolu
spravnosti rieSenia.

Definicia
Magicky stvorec radu n je $tvorcova tabulka n x n obsahujica vSetky
¢isla od 1 do n? tak, 7e sucet &sel v kazdom riadku, stipci a na oboch

diagonélach je rovnaky. Stiet ¢isel v riadku (a teda aj v stipci a na oboch
diagonélach) sa nazyva magické ¢islo.

V literatire aj na Internete mozeme néjst rozne algoritmy na konstruk-
ciu magickych Stvorcov. Jeden z nich, ktory funguje pre magické stvorce,
ktorych rad je delitelny ¢islom 4 je nasledovny:

1. krok: Tabulku zodpovedajiceho radu si rozdelime dvoma na seba kol-
mymi priamkami (osami) na Styri zhodné §tvorcové tabulky. V jednej z ta-
buliek vyfarbime poli¢ka striedavo dvomi farbami ako na Sachovnici.

2. krok: Policka vo zvys$nych troch Castiach tabulky vyfarbime tak, aby
celé zafarbenie tabulky bolo simerné podla uZz vyznacenych osi tabulky.
3. krok: Do celej tabulky vpiSseme postupne zlava doprava a zhora dole za
sebou iduce ¢isla.

4. krok: Vymenime medzi sebou dvojice ¢isel, ktoré sa nachidzaju v polic-
kach jednej farby a st simerné podla bodu v strede tabulky (pozri obr. 1).

Uloha 1
Zostrojte na zaklade uvedeného postupu magicky Stvorec radu 12. Aby

ste nemuseli pracne overovaf sty v riadkoch, v stipcoch a na diagonélach
pouzite tabulkovy kalkulator.

Uloha 2

Precitajte si postup na konstrukciu magickych stvorcov radu delitelného
4 na stranke http://mathworld.wolfram.com/MagicSquare.html. Po-
rovnajte ho s vysSie popisanym postupom. (Postup na stranke je v anglic-
kom jazyku, rdd delitelny ¢&islom 4 je v preklade doubly even order.)
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Obr. 1 Konstrukcia magického Stvorca radu 8

V dalsej casti prispevku budeme prezentovat tlohy, ktorych rieSenie
by malo viest ku kalkulativnemu porozumeniu vyssie uvedenych algorit-
mov na konstrukciu magickych stvorcov. Ziaci by teda mali porozumiet
preco algoritmus funguje, mali by vediet odévodnit jeho spravnost. Tak-
tiez hladaji odpoved na otdzku: ,D4 sa uvedeny postup pouzit aj pre
magické stvorce inych radov?“

Uloha 3
Odvodte vztah pre uréenie magického ¢isla magického $tvorca radu n.

Pri rieseni tlohy Ziaci aplikuji poznatky o stcéte prvych n ¢lenov arit-
meticke] postupnosti. RieSenie moze vyzerat nasledovne: Ak spocitame
vSetky Cisla zapisané do magického $tvorca radu n, tak dostaneme ¢islo
142+ ... +(n®* = 1)+ n® = $n*(n® + 1). KedZe v kazdom riadku, resp.

stlpci ma byt stcet ¢isel rovnaky a riadkov, resp. stipcov je n dostaneme
vysledok n(n? + 1)/2, ¢o je magické &slo §tvorca radu n.
Uloha 4

Do tabulky s rozmermi 4 x 4 napiste vzostupne ¢isla od 1 do 16 tak, ze

zatnete od Tavého horného rohu a postupne budete zlava doprava vypliat
ostatné riadky. Aky je stucet C¢isel na diagonélach? Je tento stcet nie¢im
vyznamny? Ako je to u tabuliek vysgich radov? Zov8eobecnite svoje pozo-
rovanie pre tabulku n x n, sformulujte hypotézu a dokazte ju.
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Ocakavame, Ze Ziaci sformuluji hypotézu: Sacet ¢isel na diagonalach
tabulky je magické ¢islo magického §tvorca radu n. Svoje pozorovanie mozu
od6vodnit nasledovne:

Chceme dokizaft, ze ak ¢isla od 1 po n? zapiSeme do tabulky vysSie
uvedenym sposobom, tak siicet ¢isel na oboch diagonalach bude %n(n2+1).

Ozna¢me si policko v i-tom riadku a v j-tom stipci tabulky m(i, j).
Podla zadania tlohy do poli¢ka tabulky m(i, j) priradime ¢éislo (i —1)n+j.

Uvazujme sucet dvojice Cisel na diagonale tabulky, ktoré st v polic-
kach stredovo stmernych podla stredu tabulky. Ide o stdet ¢isel m(i, 7)
amn—i+1,n—j+1).

m(i,j)+mn—i+1,n—j+1) = (i—1)n+j+m—i+1-1)n+n—7j+1=n>+1

Pre n parne mame na diagondle %n dvojic cisel, ktoré sa v polickach
stredovo simernych podla stredu tabulky, vysledny stacet ¢isel na diagonale
je sn(n? +1).

Pre n neparne méame na diagonéle %(n —1) dvojic ¢isel, ktoré st v polic-
kach stredovo siimernych podla stredu tabulky a v strede tabulky je ¢islo
2(n? + 1). Teda vysledny stcet ¢isel na diagonale je opit in(n® + 1).

Ziaci si mézu viimnaf, ze z uvedeného dokazu vyplyva, ze aj stdet
n-tice ¢isel, ktora obsahuje dvojice ¢isel leziacich v tabulke v polickach
symetrickych podla stredu tabulky sa rovnd magickému ¢islu magického
Stvorca radu n, kde n je parne cislo.

Uloha 5
Do tabulky s rozmermi 8 x 8 napiste vzostupne ¢isla od 1 do 64 tak, ze

zatnete od Tavého horného rohu a postupne budete zlava doprava vyplhat
ostatné riadky.

a) Porovnajte stcet ¢isel v prvom a poslednom stlpci. Ako sa zmeni stéet
¢isel v stIpcoch, ak vymenite dvojicu ¢isel z jedného riadku? Kolko dvo-

jic ¢isel musite medzi stipcami vymenit, aby bol stcet &sel v stlpcoch
rovnaky?

b) Porovnajte stcet ¢isel v druhom a v predposlednom stipci (riadku)
a opdt medzi nimi vymienajte ¢isla, tak aby sa stéty vyrovnali.

c¢) Postup uvedeny v a) a b) opakujte pre kazda dvojicu stipcov (riadkov),
ktoré s simerné podla vertikdlnej (horizontalnej) osi tabulky.
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d) Mozeme podobnym spdsobom vyrovnavaf stéty ¢isel v stipcoch (riad-
koch) kazdej tabulky nxn? Kolko vymen musime urobit medzi dvojicou

stipcov (riadkov), aby sme dostali rovnaky stéet?

Ziaci si zrejme uvedomia, ze rozdiel medzi ¢islami v jednom riadku
u stipcov stimernych podla vertikalnej osi tabulky je kongtantny. Kedze

v tabulke je 8 riadkov, tak po 4 vymenéch sa nam stéty &isel v stipcoch
vyrovnaja (pozri obr. 2).

9 J10f11 112113
1711811912021

33 13413513637
41 142143144145
49 15051152153
37 158159160161
232 240 248 256 264 272

Obr. 2 Vyrovnavanie stiétov stipcoch

Cast d) tlohy vyzyva k zovieobecneniu pozorovanych vztahov:

e Ak mame tabufku radu n, tak sacet &sel v 1. stipci, s1 je o n(n — 1)

mensi ako stcet ¢sel v poslednom stlpci, s,,. Ak vymenime %n zodpo-

vedajucich si ¢isel medzi stipcami, tak s; narastie o %n(n —1) a s, bude
0 %n(n — 1) mensi. TakZe sGéty budt rovnaké. Z tvah takisto vyplyva,
Ze tento postup mozeme pouzit iba ak je n parne ¢islo.

e Vieobecne, ak si zoberieme i-ty stlpec so siiétom s; a stipec stimerny
podrla vertikalnej osi tabulky, t.j. (n —i 4+ 1)-¥ stlpec so stétom s,_;i1,
tak rozdiel medzi sti¢tami je n(n — 2i + 1). Vymenou zodpovedajtcich
si Cisel stcty vyrovname.

Uloha 6
Na obr. 3 je postup konstrukcie magického Stvorca radu 4. Popiste

slovne ako bol vytvoreny. VSimnite si posledni tabulku a porovnajte ju
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34 34 32 36 34 34 34 34 32 36 34 34

Vymena v 1. a 4. stipci Vymenav 1. a 4. riadku
10 | 34
26 34
42 34
58 34
34 34 34 34 34 34 34 34 34 34 34 34
Vymena v 2. a 3. stlpei Vymena v 2. a 3. riadku

Obr. 3 Konstrukcia magického Stvorca radu 4

s povodnou tabulkou. Ktoré ¢isla zmenili polohu? Popiste ako zmenili po-
lohu.
Ziaci by si mali uvedomit, ze vymena dvojice ¢isel na diagondle, nahradi

dve vymeny — jednu vymenu v stlpci a jednu v riadku.

Uloha 7
Vysvetlite postup konstrukcie magického Stvorca radu 6 na obr. 4. Svet-

losiva farba znamena vymenu na diagonélach, siva viymenu medzi stipcami
a Cierna v riadkoch.

Postup konstrukcie uvedeny na obr. 4 aplikuje poznatky ziskané pri
rieSeni predchadzajicich tloh. Pri kon§trukecii s kombinované vymeny na

diagonalach, v stipcoch a v riadkoch. Ziakov by sme mali vyzvat, aby si
skusili zostrojit iny magicky Stvorec rddu 6 a experimentdlne si overili, ¢i
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i 213141516121 3 141 5 131|111
T8 | S 1011|1257 9 110111 57
13114 115116117 | 18 1 93 15 116 117 | 18 1 93
19120 121122123 |24 1129 21 12212324 1129
25 126 | 27 | 28 1 29 | 30 | 165 27 | 28 129 | 30 | 165
31132 133134135 |36 201 331341351 1 1111

108 114 120 111 111
Vyrovnanie si¢tov v 1. a 6. riadkn
avl a6 stlpci

111 96 102 108 114 120 126 111

111 3613213 1 4 111
111 27 110 1 26 | 7 |11
93 22 |21 1418 1111
129 16 | 15 123 | 24 1111
11 251111 9 1281 8 |30 111

111 6 2-55 1111

i1t 111 11t 108 114 111 111 3il 111 131 il oIl it it i1 it
Vyrovnanie suétov v 2. a 5. riadku Vyrovnanie stictov v 3. a 4. riadku
av2 al stlpei av3. ad stlpei

Lo
L
(-

Obr. 4 Konstrukcia magického Stvorca radu 6 — I

porozumeli postupu. Experimentovanie s ¢islami ziakom poméze uvedomit

si v akom vztahu st jednotlivé ¢isla v tabulke, napriklad:

e Mo7zu vymienat len dvojice ¢isel, ktoré si v povodnej tabulke zodpove-
daja v osovej simernosti podla vertikalnej, resp. horizontalnej osi ta-
bulky, resp. v stredovej simernosti podla stredu tabulky (tdto vymena
nahradza jednu vymenu v riadku a jednu vymenu v stipci).

e Ak medzi sebou vymenia ¢isla v osovo simernych polickach (podla ver-
tikdlnej alebo horizontélnej osi tabulky) na roznych diagonélach, vy-
tvorend tabulka nebude mat zhodné stéty na diagondlach, aj ked stéty

v riadkoch a stipcoch budi rovnaké (pozri obr. 5 — tabulka vlavo —
vymena ¢isel 1 a 31 porusila zhodné stéty na diagonélach).

Na obr. 5 — tabulka vpravo — je vytvoreny magicky Stvorec radu 6
vymenami inych dvojic ¢isel ako na obr. 4.
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111
111
111
111

111
111
111
111 111
111 111
&% 111 111 131 111 111 1ib 138 111 111 111 111 111 Xib 11l 1l

6

Obr. 5 Konstrukcia magického Stvorca radu 6 — II

Uloha 8

Zostrojte sposobom podobnym ako v predchadzajicej tlohe magicky
Stvorec radu 8 a 10. Pokiste sa zostrojit viacero roznych magickych stvor-
cov jedného radu.

Pri konstrukcii magického $tvorca rddu 8 potrebujeme pre zodpove-

dajtcu si dvojicu riadkov a stlpcov realizovat 2 krat 4 vymeny. Celkovy
pocet vymen znizime na polovicu ak vymenime ¢isla len po diagonale. Pri
konstrukcii magického $tvorca rddu 10 potrebujeme na zdklade vysledku

505 505 505 505 505 505 505 305 505 505 505 505

Obr. 6 Magicky Stvorec radu 10
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tilohy 5 urobit 5 viymen medzi zodpovedajiicimi si dvojicami riadkov a stip-
cov. KedZe vymen je neparny pocet, aspon jedna vymena nebude po di-
agondle (potrebujeme totiz zachovat symetriu pre vymiefiané dvojice po
diagondle — pozri obr. 6).

V pripade, zZe sa medzi ziakmi objavia rozne postupy konstrukcie mo-
zeme so ziakmi diskutovat o tom, ktory z postupov je efektivnejsi na kon-
strukciu magického stvorca.

Uloha 9

Dokézte, ze algoritmus, uvedeny na zaciatku prispevku, mézeme po-
uzit pre konstrukciu magickych stvorcov radu n, kde n je ¢islo delitelné
Cislom 4.

Uvedieme ¢ast dokazu spravnosti algoritmu, konkrétne ukdzeme, Ze po

vimene bude stcet &sel v stipcoch rovny magickému ¢islu magického
stvorca, t.j. &islu $n(n? + 1).

Oznacme si poli¢ko v i-tom riadku a v j-tom stipci tabulky ako m(i, ).
Do policka m(i, j), 1 < i, j < n vkladdme ¢islo (i — 1)n + j.

Cisla, ktoré boli zapisané do zafarbenych poli¢ok nahradime ¢islami,
ktoré st v polickach stredovo siimernych podla stredu tabulky. Teda ¢islo
v politku m(i,j) nahradime &islom v policku m(n — i + 1,n — j + 1).
V poli¢ku m(i, ) bude po vymene &islo (n —i)n+n —j + 1).

Uvazujme stcet &isel v stpcoch tabulky. Séitajme po dvojiciach tie
¢isla z j-teho stlpca, ktoré st v politkach simernych podPa horizontalnej
osi tabulky, t. j. v poli¢kach m(i,j) a m(i*, 7). Z konStrukcie vyplyva, Ze
obidve ¢isla buda bud v tvare (i — 1)n + 7, resp. (i* — 1)n + j alebo v tvare
(n—i)n+n—j+1,resp. (n —i*)n+n — j+ 1. Dvojic prvého aj druhého
typu bude in. Navys$e zo simernosti podla horizontalnej osi vyplyva, ze
platii +i* =n+ 1.

Dalej plati

(i—Dn+ji+@GE" —Dn+j=nln-1)+2j
(n—in+n—j+1+[n—i"n+n—j+1]=n(n—-1)+2(n—j+1).

Stcet ¢isel v j-tom stlpci tabulky je teda

(= 1)+ 2 +n(n—1)+2(n— j +1)] = %n(n2 +1).

~3
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Podobne by sme ukézali, ze stcet ¢isel i-tom riadku je rovny magickému
¢islu magického §tvorca rddu n, kde n je ¢islo delitelné Styrmi.

Na diagonalach sme zmenili len polohu ¢isel v ramci diagonaly. Stacet
tisel na diagonale teda je na zéklade vysledku 4. tlohy n(n® + 1).

Tym sme ukazali, ze vysSie popisany algoritmus je spravny.

Pred rieSenim dal$ej Glohy navrhujeme, aby ucitel overil hlbgie porozu-
menie algoritmu napriklad nasledujicimi otédzkami:

e Musime vymienat ¢isla v zafarbenych polickach?

e MoZzeme policka tabulky ofarbit inym sposobom?

e D4 sa podobny postup pouZit na konstrukciu magickych Stvorcov ne-
parneho radu?

Porovnajte opit (ako v tlohe 2) algoritmy uvedené v Gvode prispevku.

Uloha 10

Dokéazte spravnost algoritmu na konstrukciu magickych stvorcov radu
delitelného 4 na stranke http://mathworld.wolfram.com/MagicSqua—
re.html.
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62. ro¢nik matematické olympiady
Ulohy 1. kola, (doméci ¢ést)

KATEGORIE A

A-TI-1
Najdéte vSechny dvojice prvocisel p, ¢, pro které existuje prirozené
¢islo a takové, ze
pg  a’+1
p+q a+1’

(Jan Mazdk, Rébert Toth)

A-T-2

Dvé kruZnice ki (S1;71) a ko(Sa;r2) se vné dotykaji a lezi ve ¢tverci
ABCD o strané a tak, %e ki se dotykd stran AD a CD a ks se dotyka
stran BC a C'D. DokaZte, Ze aspon jeden z trojuhelniki AS;S,, BS; S,
m4 obsah nejvyse 2 a”.

(Tomds Jurik)

A-T1-3

Ozna¢me p(n) pocet viech n-mistnych ¢éisel sloZeych jen z &islic 1, 2, 3,
4, 5, v nichz se kazdé dvé sousedni ¢islice ligi alespon o 2. Dokazte, Ze pro
kazdé prirozené ¢islo n plati

5-24" 1 <pn) <5-2,5"L
(Pavel Novotny)

A-T4
Najdéte viechny funkce f : R\ {0} — R takové, 7e pro vSechna nenulova
Cisla x, y plati

z- f(zy) + f(-y) =z f(x).
(Pavel Caldbek)
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A-1-5

Oznac¢me I st¥ed kruznice vepsané trojuhelniku ABC. Kruznice, ktera
prochézi vrcholem B a dotyké se pfimky AI v bodé I, protind strany
AB, BC postupné v bodech P, ). Prusecik pfimky QI se stranou AC
oznac¢me R. Dokazte, ze plati

|AR| - |BQ| = |PI|*.
(Jaroslav Svrcek)

A-1-6
V oboru reédlnych c¢isel vyreste soustavu rovnic

sin? z + cos’y = tg? z,

sin’ Y+ cos® z = tg® x,

2

sin? z 4 cos® & = tg y.

(Pavel Calabek)

KATEGORIE B

B-I-1
Urcete vSechny trojice (a, b, c) ptirozenych ¢isel, pro které plati

20 4+ 4" = 8-
(Jaroslav Svrcek)

B-1-2
V oboru reélnych ¢isel feste rovnici

22+ (3V2 - 2)22 — (1 + V2)z — 14(V2 - 1) = 0,
vite-li, Ze ma alespon jeden celoc¢iselny kotren. Pripadné iracionalni koreny
zapiSte v jednoduchém tvaru bez odmocnin iracionalnich ¢isel.

(Jaromir Simsa)
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B-I-3
Necht V' je prusecik vysek ostrotihlého trojiuhelniku ABC'. Piimka C'V
je spole¢nou tec¢nou kruznic k a [, které se vné dotykaji v bodé V' a pritom
kazda z nich prochdzi jednim z vrchold A a B. Jejich prisediky s vnitiky
stran AC' a BC oznacme P a Q). Dokazte, Ze polopiimka V' C' je osou thlu
PV(Q a ze body A, B, P, @ lezi na jedné kruznici.
(Jaroslav Svrcek)

B-I4
Najdéte nejmensi hodnotu zlomku

n® —10n%2+17n — 4
n2—10n +18 ’

V(n) =

kde n je libovolné prirozené ¢islo vétsi nez 2.
(Vojtech Bdlint)

B-I-5
V roviné je dana tsecka AB. Pro libovolny bod X této roviny, ktery je
rizny od A i B, ozna¢me X 4, resp. Xpg obraz bodu A, resp. B v osové
soumérnosti podle pfimky X B, resp. X A. Najdéte v8echny takové body
X, které spolu s body X 4, Xp tvori vrcholy rovnostranného trojahelniku.
(Pavel Caldbek)

B-1-6
Je dano prirozené ¢islo k < 12. Ve vrcholech pravidelného 12dhelniku
jsou napséna ¢isla 1,2,...,12 (jako na ciferniku hodin). V jednom kroku

muzeme bud vyménit nékterd dvé protilehld ¢isla, nebo zvolit libovolnych
k sousednich vrcholt a v nich napsand ¢isla zvétsit o 1. Jako T'(k) oznacme
tvrzeni, ze po konecném poctu kroku lze dostat vSech 12 ¢isel stejnych.
Dokazte, 7e T'(2) neplati, T'(5) plati, a rozhodnéte o platnosti T'(3).

(Jan Mazik)

KATEGORIE C
C-I-1
Ctvercova tabulka je rozdélena na, 16 x 16 policek. Kobylka se po ni po-

hybuje dvéma sméry: vpravo nebo dolt, pricemz stiida skoky o dvé a o tii
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policka (to jest zadné dva po sobé jdouci skoky nejsou stejné dlouhé). Za-
¢iné skokem délky dva z levého horniho polic¢ka. Kolika rtiznymi cestami se
miZze kobylka dostat na pravé dolni poli¢ko? (Cestou rozumime posloup-
nost poli¢ek, na kterd kobylka dosko¢i.)

(Peter Novotny)

C-1-2
Pro kladné redlna ¢isla a, b, ¢, d plati

at+b=c+d, ad = be, ac+bd = 1.

Jakou nejvétsi hodnotu mtze mit soucet a + b+ ¢ + d?
(Jan Mazik)

C-1-3
Je dan obdélnik ABCD s obvodem o. V jeho roviné najdéte mnozinu
vSech bodi, jejichz soucet vzdélenosti od pfimek AB, BC, CD, DA je

roven %O.

(Tomas Jurik)

C-14
Rozhodnéte, zda z libovolnych sedmi vrcholi daného pravidelného
19ahelniku lze vzdy vybrat ¢tyfi, které jsou vrcholy lichobézniku.
(Jaromir Sima)

C-1-5
Urcete viechna celd ¢isla n, pro néz 2n — 3n2? + n + 3 je prvodislo.
(Jaroslav Svrcek)

C-1-6
Uvnit# pravidelného Sestitthelniku ABCDEF s obsahem 30 cm? je zvo-
len bod M. Obsahy trojihelnikit ABM a BC' M jsou po fadé 3 cm? a 2 cm?.
Urcete obsahy trojuhelnika CDM, DEM, EFM a FAM.
(Pavel Leischner)
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime zadani dalsi dvojice Giloh nasi pravidelné rubriky. Jejich feseni
muzete zaslat nejpozdéji do 30. 9. 2012 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc. Jejich feeni lze zaslat také elektronickou
cestou (pouze v8ak v TgXovskych verzich, piip. v MS Wordu) na emailovou
adresu: mfi@upol.cz. Zajimava a origindlni feseni Gloh radi uverejnime.

Uloha 189

Necht ABC je libovolny ostroihly trojihelnik. Ozna¢me D, E, F' paty
vysek po fadé z vrcholi A, B, C. Déale necht K, L, M jsou pruseciky
kruZnice opsané trojihelniku ABC' s piimkami AD, BE, C'F (riznymi od
A, B, C). Dokazte, ze plati

IN

(KD LB |MF]\ _1
|AD|’ |BE|” |CF| 3
Jaroslav Svréek

Uloha 190

Petrova stavebnice obsahuje 6 shodnych tycinek 6 riuznych barev. Kolik
navzajem rtiznych modelt pravidelného ¢tyfsténu z ni miize Petr postavit?
(Dva modely povaZzujeme za shodné, jestlize je miZeme otocit tak, aby se

barvy jejich odpovidajicich hran shodovaly.)

Pavel Caldbek

(Pokracovani ze s. 576)

Od roku 1954 se po mnohaleté peda-
gogické praxi trvale vénoval otdzkdm me-
todiky vyufovani matematiky — jako me-
todik v Ustavu pro daldi vzdélavani udi-
telti a pozdé&ji v Krajském pedagogickém
astavu v Praze. V roce 1976 odesel do di-
chodu, ve kterém se dozil 80 let (zemfiel
4. srpna 1992).

Do historie Ceské matematiky a peda-
gogiky se FrantiSsek Béloun zapsal prede-
v8im jako autor mnoha didaktickych stati,
ucebnic, metodickych pravodci, sbirek
prikladti a tabulek. Jeho obsahld Sbirka
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tloh z matematiky pro zdkladni Skolu, ur-
¢end k opakovani a procviCovani veske-
rého udiva zakladni Skoly a vhodnd pro
pripravu k pfijimacim zkouskam na stied-
ni §koly, se v roce 2010 doc¢kala osmého vy-
déni (254 stran), aktualizované Tabulky
pro zakladni 8kolu byly znovu vydany
v roce 2006. Pracoval v redak¢nich radach
Casopist Matematika ve 8kole, Pokroky
matematiky, fyziky a astronomie aj. V le-
tech 1965-1969 byl hlavnim sekretdiem
Jednoty Ceskoslovenskych matematiki
a fyzika.

Bohumil Tesarik
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