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1. Uvod

Studenti stfednich skol se pii vyuce matematiky seznamuji s pojmem
posloupnost. Jeden z jejich prvnich poznatki je, Ze posloupnost 1ze zadat
bud pfedpisem pro n-ty ¢len nebo rekurentné, viz napt. [6]. Pii rekurent-
nim zadani posloupnosti je dan koneény pocet nékolika pocatecnich ¢lent
posloupnosti (¢asto pouze prvni élen posloupnosti) a pak je dan predpis,
jak pomoci téchto znamych ¢lent urcit ¢len nasledujici. P dal$im pouziti
predpisu lze pomoci nové vypocteného ¢lenu stanovit dalsi nasledujici ¢len,
atd. Nazev pro tento postupny vypocet ¢leni posloupnosti pochézi z la-
tinského slova recurrere, jehoz vyznam je vracet se. Vyznamnymi priklady
rekurentniho zadani posloupnosti jsou definice aritmetické a geometrické
posloupnosti, pripadné posloupnost Fibonacciho. Jinym aplikacim reku-
rentné zadanych posloupnosti jiz ve vyuce na stfednich Skolach pozornost
vénovana neni. V nékterych pripadech je mozné zadat posloupnost obéma
zplsoby — také tato skutecnost je studentiim strednich Skol demonstro-
véana na piikladech aritmetické a geometrické posloupnosti. Ve sbirce [7] je
uvedeno nékolik uloh, které pozaduji, aby se na zakladé znalosti rekurent-
niho zadani posloupnosti, pripadné znalosti konec¢ného poctu pocatecnich
¢lentd posloupnosti, odhadl predpis pro n-ty ¢len dané posloupnosti. Dikaz
spravnosti tohoto odhadu lze pak nasledné provést pomoci matematické
indukce. Takto lze napf. postupovat pii reSeni tllohy uvedené v této sbirce
na s. 66, kde je tfeba nalézt predpis pro n-ty ¢len posloupnosti zadané
pomoci prvniho ¢lenu a; = 1 a rekurentniho ptredpisu ap+1 = ap +2n + 1.
Pomoci matematické indukce lze ukizat, 7e a, = n2, n € N. Protoze se
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vice v dostupnych stfedoskolskych uc¢ebnicich o mozném vztahu vzorce pro
n-ty ¢len posloupnosti a jeho rekurentnim zadanim nepise, radi bychom se
v tomto ¢lanku vénovali urcité t¥idé uloh, pro kterou lze z rekurentniho
zadani posloupnosti stanovit predpis pro n-ty ¢len této posloupnosti.

2. Linearni rekurentni rovnice prvniho fadu

Oznacme a,, resp. b,, predpisy pro n-té ¢leny predem danych posloup-
nosti, kde n € N. Dale predpokladejme, ze je ddna hodnota p € R. Reku-
rentnim predpisem

Yn+1 = AnlYn + bna y1r =D, n € N. (1)

je zaddna posloupnost (y,)%2,. Na vztah (1) se 1ze divat i jinak. Jedna se
o rovnici s nezndmou realnou posloupnosti (y, )%, kterd se nazyva linedr-
ni rekurentni rovnice prvntho radu. Prvek p nazyvame pocdtecni hodnota
rekurentni rovnice. Resenim této rovnice je jakdkoliv posloupnost s poc¢a-
teénim ¢lenem yq, pro kterou plati (1). Tato posloupnost je diky zadané
pocatecni podmince a vlastnostem operaci souc¢inu a souctu urcena jed-
noznatné. Hledejme FeSeni rovnice (1). Protoze je ¢len y; dén, lze pouzit
rekurentni predpis a urcit ¢len y», pro ktery plati

y2 = ar1y1 + br.

Zname-li ¢len ys, lze opét pomoci rekurentniho vztahu urcit ¢len ys, pro
ktery ziskame
Y3z = Gy + by = aza1y; + azb; + ba.

Protoze je ¢len y3 znamy, lze urcit ¢len y4, pro ktery je
Ya = azys + bz = azaza1y1 + azazby + agbz + bs.

Na zakladé uvedenych vztahi lze pro n-ty ¢len posloupnosti navrhnout
obecny vztah

Yn = (An=1Gp—2...a1)Y1 + (Ap—1Gp_2...a2)bs

+ (an,lan,g e a3)b2 + ...+ Llnflbn72 + bnfl.

(2)

3. Pomocné symboly

Vztah (2) neni piili§ prehledny, ale zdpis lze zkratit pomoci symbolu
pro soucin nékolika ¢lend, resp. symbolu pro soucet nékolika ¢lend. Je-li
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n € N a aj,as,...,a, redlna ¢isla, mizeme pro zkraceni soucinu, resp.
souctu, téchto ¢isel pouzit symboly produkt, resp. suma, ve tvaru

n n
al-ag-...-anznai, resp.al—l—az—l—...—l—an:Zai. (3)
i=1 i=1

Je uzitecné rozmyslet si, ze je napft.

n

ﬁQ =2", Y 1=n.
=1 =1

Na nékolika mistech tohoto ¢lanku tyto jednoduché vztahy pouZzijeme.
Kromé uvedenych vztahi (3) je vhodné p¥ijmout také vztahy pro prazdny
soucin nebo soucet. Pro prazdny soucin se klade hodnota jedna a pro
prézdny soucet hodnota nula, napt.

ﬁ a; =1, resp. i a; =0. (4)

i=n+1 i=n+1

4. ReSeni linedrni rekurentni rovnice prvniho ¥adu

Pomoci symboll pro soucin a soucet lze (2) zkrétit a psat

n—1

n—1 n—1 n—1
Yn = Hai‘yl+Hai‘b1+Hai‘b2+ —_ H a; -bp—o+bp_1. (5)
i=1 i—2 i3

i=n—1

Vsechny cleny uvedeného vztahu, kromé prvniho, obsahuji né&jaky clen
posloupnosti (b,)%2, a kromé posledniho ¢lenu také symbol pro soucin.
Abychom i v poslednim ¢lenu mohli pouZzit symbol pro soudin a tak sjed-
notili zdpis, pouZijme konvenci pro souin uvedenou v (4). Nyn{ napisme

vztah (5) jednotnéji ve tvaru

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
Yn = H ai'y1+H ai'b1+H ai-ba+ ...+ H ai'bn—2+H a;-bp—1. (6)
=1 i—2 =3 i=n

i=n—1
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Pouzijeme-li dale symbol (3) pro soucet nékolika ¢leni 1ze (6) déle zkratit
a (2), tj. feSeni linedrni rekurentni rovnice, zapsat v kone¢ném tvaru

n—1 n—1 n—1
yn:Hai'yl‘l' Hai - bj. (7)
i=1 =1 |i=j+1

Aby byl tento vztah pouZitelny i pro n = 1, je tfeba pouZit konvenci pro
prazdny soucet uvedenou v (4). V piipadé, Ze jsou posloupnosti (a,)%2
i (by)22; konstantni, 1ze predchozi vztah (7) jesté déle zjednodusit. Timto
problémem se zabyva ¢lanek [8]. Vztah (2), ktery jsme upravili do tvaru
(7), jsme odhadli. Jeho diikaz lze provést matematickou indukci. Podivejme

se nyni, jak 1ze nalezeny vztah pouzit pro feseni konkrétnich Gloh.

Priklad 4.1

Je-li y1 dano, ukdzeme fesSeni linedrni rekurentni rovnice

Ynt1 = (n+ 1)yn.

V této rovnici pro kazdé n € N plati a, = n + 1 a b, = 0. Pouzijeme-li
vztah (7), je

1 +0=2-3-...-n-yy =n!-y;.

Priklad 4.2

Je-li y; = 1, nalezneme feSeni linearni rekurentni rovnice

n

Yn4+1 = n—_l_lyn +n.

V této rovnici pro kazdé n € N plati a,, = n/(n + 1) a b, = n. Protoze

”1:[1 i1 ”1:[1 i g+l
izlz—l—l n i:j+1l+1 n
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ziskdme pomoci vztahu (7) postupné nasleduji feseni zadaného problému

n—1 . n—1 .
2
Y lH 1+ 1 + Z H 1+ 1 J
=1 = z:]+1
1 = j+1] 01 1
RN L EEFEE) MUSE)
j=1 j=1
Ptipomenme nyni znamé vztahy
n—1 1 n—1 1
.2 I _ _ . - _
le = an(2n—1)(n 1), le = 5n(n—1),
)= J=

viz napt. [6], které 1ze dosadit do pfedchoziho vysledku pro predpis n-tého
¢lenu posloupnosti. Po tpravé nakonec ziskdme
1 1

Yn=—+ 3

- 3(n2—1).

5. Pouziti

Nékteré aplikace rekurentnich posloupnosti v geometrii nebo kombina-
torice lze nalézt v [1], [2], [3], [4] nebo v [10]. Aplikace z finan¢ni matema-
tiky nebo ekonomie takto zadanych posloupnosti lze nalézt v [5], [8] nebo
v [9]. V nésledujicich alohach ukdZzeme pouziti odvozeného vztahu (7).

Priklad 5.1

Skupina 2n hracia, kde n € N, se tcastni tenisového turnaje. Uréime
pocet p, vSech jejich moznych rozdéleni do dvojic v prvnim kole turnaje.
Viz téz tloha v [4] na s. 88.

Ukazme nejdtive ilustraci. Pro skupinu ¢tyt osob, kterou oznacime jako
mnozinu {a,b, c,d}, ziskdme nasledujici t¥i skupiny part vybranych z pi-
vodni skupiny ¢tyt osob, konkrétné se jedna o skupiny

{ab, cd}, {ac, bd}, {ad, be}.

Hledejme nyni obecny vztah pro p,. Je zfejmé, ze k jednomu hraci lze
vybrat soupefe 2n — 1 zptsoby. Zbylych 2(n — 1) hrac¢a lze pak roz-
délit p,—1 zpusoby, proto podle kombinatorického pravidla souc¢tu plati
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Pn = (2n — 1)pp—1. Budeme-li v tomto rekurentnim vztahu psat n + 1
misto n, ziskdme vztah

Pnt1 = (2n + 1)py,
ktery plati pron € N alépe odpovidé zédkladnimu tvaru linedrni rekurentni
rovnice (1). Uvédomime-li si, ze p; = 1, mlizeme pouzit vztah (7) a pro p,
postupné ziskame
n—1

[T@i+y

i=1

(2n)!

=(2n—-1)-(2n—-3)-...-3-1= ST

DPn =

Priklad 5.2

Je dobte znamo, Ze pro soucet n pocatecnich ¢lent geometrické posloup-
nosti (s prvnim ¢lenem i kvocientem rovnym 2) plati

1—2n
244+ ... 22’” — =2(2"-1), (8)

viz napf. [6]. Jiz méné je zndm vztah pro soucet
1:242-4+ ... +n-2" =) k2%, 9)

ktery zde odvodime.

Soucet uvedeny v (9) ozna¢me s, a hledejme vzorec pro n-ty ¢len po-
sloupnosti (s,)%2,. Nabizi se pracovat s linedrni rekurentni rovnici

Spp1 — Sp = (n+1)-27F,

Tato rovnice v8ak neni vhodnd pro pouZiti odvozeného vztahu (7), nebot
se v pribéhu vypocétu dostaneme opét k hledanému souctu (9). Existuje
vSak i jind moznost, jak sestavit rovnici pro s,. VSimnéme si nejdrive, ze
s1 = 2. Déle lze postupné s vyuzitim (8) psat

n+1
Snp1 = k- 2’“—2+Z (k+1)- 281 =
k=1 k=1
n n
=2+2<Zk -2k+22k> =2+2(s, +2(2" - 1)) =
k=1 k=1
=25, +2"? -2,
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Ziskali jsme tak linearni rekurentni rovnici, pro jejiz reSeni mizeme pouzit
(7). V priibéhu vypoctu budeme potiebovat vztah pro nésledujici soucet
¢lentt geometrické posloupnosti s kvocientem 1/2

’Si_l 1—(1/2)"t  2n1 1
a5~ 2 1-1/2 2n1
Jj=1

Nyni jiz miZzeme podle (7) psat

n—1 n—1 n—1
sn:lH2 24 IT 2| - @ -2)=
i=1 j=1 |i=j+1
n—1 n—1
=2" 4y oIt _g)=on 4 Y (2nt —on i) =
=1 i=1
n n+1 nni1 1 n n2n71 -1
=2"+ (n—1)2""' -2 25:2(271—1)—2?:
j=1

=2"2n—-1)—-22" ' -1)=2"2n—-1-1)+2=2""(n-1) +2.
Vypocet tedy mizeme ukoncit a napsat zavér, ze
n
ok 2k =2l n—1)+2
k=1

Podobnym zpiisobem, ktery jsme uvedli v této tiloze, lze postupovat i v ji-
nych tlohach tykajicich se souctu ¢leni. Jiny zptsob nalezeni tohoto vzta-
hu je uveden v [3].

6. Zavér

V ¢lanku byl ukdzéan zptsob, jak nalézt predpis pro n-ty ¢len jisté tiidy
rekurentné zadanych posloupnosti. Podrobnéji jsme dany problém nazy-
vali feSeni linedrni rekurentni rovnice prvniho radu. Uzitecnost nalezeného
predpisu (7) byla ukdzdna p¥i FeSeni nékolika tloh. Dalsi tlohy vhodné pro
pouziti tohoto vztahu lze nalézt v uvedené literatute.
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Nekolik poznamek k clanku
Frantisek Kurina: Rozumét nebo umét

OLDRICH ODVARKO
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V ¢&isle 4 tohoto ro¢niku byl zde publikovan ¢lanek Frantiska Kufiny
s ndzvem Rozumét nebo umét. Autor ¢lanku analyzuje nékteré vybrané
pasaze z ucebnic matematiky pro gymnéazia a poukazuje zvlasté na to,
ze dikazy vét jsou prili§ sloZité, nebot mélo vyuZivaji neverbalnich pro-
stredkii. Zaroven navrhuje, jak by bylo mozné ptislusna odvozeni nahradit
v jednodussi a nazornéjsi podobé. Znac¢na ¢ast ¢lanku je vénovana tiem
uCebnicim, které jsem autorsky zpracoval. Proto povazuji za svou povin-
nost alespon na nékteré ivahy reagovat.
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Goniometrické funkce

V gymnazidlni matematice jsou goniometrické funkce definovany po-
moci jednotkové kruznice s uzitim orientovanych Ghla. Definiénim oborem
funkce sinus i funkce kosinus je mnozina R vSech realnych cisel.

Frantisek Kufina predklada ctendii prepis odvozeni sou¢tovych vzorcu
7 uebnice [11], komentuje je a uvadi svij ndvrh na zménu:

»Odvozeni podle ucebnice [11] stéZ student porozumi, nebot myslen-
kovych operaci je v ném celd fada a odvozeni je velmi dlouhé. Odvozeni
na obr. 4 je velmi jednoduché a opird se pouze o ,podstatné“ vlastnosti
funkci sinus a kosinus.“

Pokud si v obrazku 4 opravite sin « na sin 8 a k jedné tiseGce pripiSete
C¢islici 1, daji se dva ze souctovych vzorci z obrazku skuteéné pomérné
jednoduse ,vycCist“. Nelze se ale ubranit nékterym otazkdm, na které by
bylo potieba odpovédét:

Z obrazku 4 jsou ,viditelné“ vzorce pro sin(a + ) a pro cos(a + ).
Jak ale z tohoto obréazku zjistime vzorce pro sin(a — 3) a pro cos(a — 3)7
Nebo to bude feSeno na néjakém dals$im obrazku?

Obrézek 4 postihuje situaci pro thly a, S (které nejsou orientované),
pro néz a + B € (0; %7’[) Souctové vzorce ale plati pro vSechna a, 3 € R.
Bude néjak odvozovani v tomto sméru pokracovat?

cos(a+f) sinasinf

-/ \4
a+p « | sinB cosa
sina
sin(a+f3)
sinacos 3 / |
sin o
cosf .
«
p sin «
1
e ﬁ \
cosxcosf COS &
Obr. 4 Obr. 5
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Pokud se chcete sami podivat na odvozeni souctovych vzorct podle
ucebnice [11], vezméte do ruky uéebnici [11], ne¢téte piepis v élanku. Tento
prepis obsahuje 10 nedopatteni, z toho 5 vécnych chyb. Jesté zavaznéjsi je
oviem to, 7e v prepisu chybi podstatna ¢ast diikazu z ucebnice [11], v niz

se ukazuje rozsifeni platnosti vzorce cos(z — y) z p¥ipadu z,y € (0; 27) na
piipad z,y € R.

V dalsi ¢asti se F. Kufina vénuje vzorci pro sin 2a:

»,Na zdkladé vzorce S = %ab sin+y pro obsah trojihelniku se mizeme
podle obr. 5 presvédcit o platnosti vzorce sin 2a = 2 sin a cos .

Takto se o platnosti piislusného vzorce samoziejmé nepiesvédéime, ne-
bot ten plati pro vSechna a € R a zde se sledovana situace zuZuje opét
jen na « € (0; %n) Pfechod od vzorce pro sin(a + 3) ke vzorci pro sin 2
je podle mého nazoru pro stfedoskolského studenta trividlni zalezitosti.
Obrazek je nadbytecny a ,zavadéjici“.

Pro oba uvedené pripady je typické, ze autor ignoruje rozsifeni gonio-
metrickych funkei sinus a kosinus s definiénim oborem (0; 171) k funkcim
s defini¢nim oborem R. Zustava u definic pomoci pravotihlého trojuhelniku
a z toho se potom vSechny nasledné tivahy odvijeji.

V ¢asti o goniometrickych funkcich predklada F. Kufina také odvo-
zeni kosinové véty, které je odlisné od zpiisobu v uéebnici [11], a uvadi:
,Srovnani s uéebnici [11] je opét poutné.“ Pokud méte zéjem, provedte si
srovnani sami. Upozoriiuji pouze na to, ze dikaz pro ptipad tupoithlého
trojihelniku si budete muset doplnit — v ¢lanku je odvozeni jen pro pra-
vouhly a ostrothly trojahelnik.

Posloupnosti a fady

Autor zde v prvni ¢asti uvadi dva obrazky, které maji slouzit jako ilu-
strace ke vzorclim pro soucet prvnich n ¢lend aritmetické posloupnosti (pro
a; > 0 ad > 0), resp. geometrické posloupnosti (proa; >0a0 < g < 1).
Proti takovymto ilustracim nelze nic namitat, jen je tieba zvazit jejich
funkénost.

Déle F. Kufina porovnava odvozeni véty o souctu nekonecné geometric-
ké fady v ucebnici [13] s postupem, ktery navrhuje on:

»Soucet

458 Matematika - fyzika - informatika 21 2011/2012



nekonecné geometrické fady s prvnim clenem a; a kvocientem 0 < ¢ < 1,
je moZzné nézorné odvodit podle obr. 10, ktery je inspirovan publikaci [12],
s. 120. Trojahelnik ABF' je podobny trojihelniku ED A, a plati tedy

Odvozeni podané v uéebnici [13], které piipomindme obr. 11!, je jisté na
hlubsi teoretické trovni, obrazek 10 je vSak podle mého nazoru presvédci-

w0

vé&jsi.

A a D
\ﬁ[a]-alq
E
a
aq
\ | \\:z_F
B a C  agq ag  ag agt ag’

N

Obr. 10

Na to, zda odvozeni podle obrazku 10, v némz do popiedi vystupuje
podobnost trojuhelnikd, postihuje podstatu véci, tj. prislusny limitni pro-
ces, mohou byt rtizné nazory. Zavaznéjsi je v8ak fakt, ze na tomto obrazku
je zachycen jen pfipad a; > 0, 0 < ¢ < 1. Pfirozené se nabizi otazky: Jak
se dokaze pomoci tohoto ¢i jiného obrazku, ze véta plati i tehdy, kdyz je
a; < 0 nebo —1 < ¢ < 07 Nebo se ,,dokazovani* timto obrazkem skonci?

Diikaz v ucebnici [13] je veden klasicky a sdm o sobé je jednoduchy, po-
kud samoziejmé student pochopil fddné pojem limity a porozumél vétam
o limitéch. Dikazu mohou pfedchazet ivahy v intuitivni roviné (véetné
ilustraci na konkrétnich piikladech) vézici se k tomu, co lze Fici o limité
posloupnosti (¢™)2; pro a jaké odtud plynou zivéry o existenci souctu
a o tom, cemu se tento soucet rovna. Vlastni diikaz je pak urcitym formal-
nim zavrSenim vSech téchto Gvah. Chtél bych v této souvislosti zdturaznit,
ze bychom u stredoskolskych studentt neméli v zidném pripadé opomijet
rozvijeni a systematické péstovani abstraktniho mysleni.

LObr. 11 je text diikazu.
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Vidéni souvislosti

V této casti ¢lanku se F. Kufina zabyva jednim feSenym prikladem
z uéebnice [14]:
»Na obr. 122 7z udebnice [14] vidime, %e autofi fesi lohu podrobnym

v

,mnozinové — logickym* rozborem, ackoliv je ziejmé, Ze graf relace
|z +[y| =2

je soumérny podle soutadnicovych os a staci tedy prenést ¢ast grafu funkce
y = 2 — x soumérnostmi z prvniho do zbyvajicich kvadranti.“

S timto nazorem lze souhlasit. Je ovSem zajimavé, ze tady F. Kufina
vybocil z fady soucasné pouzivanych ucebnic pro gymnazia a vklinil sem
uz ,historickou® ucéebnici z roku 1978, ktera byla jiz v roce 1985 nahrazena
ucebnici O. Odvarko a kol.: Matematika pro II. ro¢énik gymnazia.

Ucebnice [14] byla napsdna v obdobi tzv. mnoZinové matematiky, kdy
koncepce stiedoskolské matematiky byla v nékterych smérech podstatné
odlisna od koncepce soucasné. Zde uvadény priklad mél za cil ukazat za-
kiim, jak se v daném konkrétnim pripadé zapisuji mnoziny, jak se vyuzivaji
operace s mnozinami, a predevsim predvést rozklad mnoziny na tridy.

Dovolim si na okraj jeSté uvést, 7e v ucebnici [14] byly pro potieby
studia pribéhu funkci uvedeny osova soumérnost a stifedova soumérnost
v pravothlé soustavé soufadnic® a obé tato zobrazeni byla hojné uzivana,
pfi studiu vlastnosti funkci (sudd a lichd funkce) a pii sledovéni graft
funkci s absolutnimi hodnotami, kvadratickych funkci, nepfimé ttmérnosti
a mocninnych funkci. Na souvislosti mezi funkcemi a geometrickymi zob-
razenimi se tedy nezapomnélo.

Zavéry

Véazim si prace kolegy Kufiny v didaktice matematiky, se zdjmem ctu
jeho stati i knizni publikace. V tomto ¢lanku v8ak Frantisek Kufina podle
mého nézoru zcela neopravnéné a nespravné povysil obrazky z roviny mo-
tivacni a ilustrac¢ni do Grovné odvozeni. Navic mam z c¢lanku ponékud
nepfijemny pocit, Ze ,,vidél jen to, co chtél, a co nechtél vidét, to nevidél“.

20br. 12 je ptepis feseného piikladu.
3Shodné zobrazeni byla zaglen&na aZ do nasledujiciho sesitu (M. Hejny a kol.: Ma-
tematika pro gymnézia. Sesit 4. SPN Praha 1978).
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Jak vypocitat ¢islo «

IVAN CHAJDA!

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Cislo 7, zvané téz Ludolfovo, je bezesporu nejdilezitéjsi matematickou
konstantou, ktera mé v8ak pouZziti i mimo matematiku, zejména ve fyzice
a v technické praxi. Vyjadfuje pomér mezi obvodem kruhu (tj. délkou
kruZnice) a jejim primérem.

Stanovenim velikosti ¢isla 7t se zabyvali matematici jiz v dobé antické.
Aproximovali délku kruznice zdola pomoci obvodu vepsaného n-thelnika
a shora pomoci obvodu opsaného n-thelnika. Limitou pro n — oo byla
pak délka kruznice. Touto metodou se darilo vypocitat ¢islo 7t na nékolik
desetinnych mist, coZz pro praktické ucely bezesporu stacilo.

Situace se zacala ménit, kdyz se podarilo dokazat, Ze ¢islo 7 neni ra-
ciondlni. Velky zlom nastal koncem 19. stoleti, kdyz v roce 1882 Linde-
mann dokazal, Ze ¢islo 7 neni dokonce algebraické (nad raciondlnimi éisly),
tj. neni kofenem Zadného polynomu s racionalnimi koeficienty. Jedna se
o velmi obtizny diukaz, vyuzivajici metod tzv. algebraické teorie ¢isel. Od-
tud je ihned patrné, 7e jeho ciselny rozvoj je nekonecny a neni periodicky.
Proto se zacala fada matematikt zajimat otazkami typu:

e Existuje néjaka zakonitost ve vyskytu cislic v ¢iselném rozvoji cisla 7?7
e Vyskytuje se napt. posloupnost ¢islic 0123456789 v tomto rozvoji?

1 Podpoieno projektem ,,Sit pro transfer znalosti v aplikované matematice®,
CZ.1.07/2.4.00/17.0100.
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e Opakuje se néktera Cislice bezprostiedné po sobé alespon tiikrat?

Lze formulovat mnoZstvi otdzek tohoto typu, ale neexistuje obecnéa te-
orie, umoznujici nalézat na né odpovédi.

Jedinad metoda, jak alespon nékteré z téchto otazek zodpovédeét, je pro-
hledat ¢iselny rozvoj ¢isla . K tomu je ovsem zapotiebi tento rozvoj znat
v dostatecné délce. V dobé superpocitact je takovy vypocet mozny, pokud
pouzijeme vhodnou metodu. Jednou z metod je nésledujici vypocet:

Polozime ag = 6 — 4v/2, yo = V2 — 1 a iterujeme

_ 1—\4/1—y,‘§
MR ARy, e &

)4 _ 22k+3

ap+1 = ag (1 + Yp41 Yk+1 (1 + Yr+1 + ?JZH) .

Pak aj konverguje velmi rychle k ¢islu TL( Kazda iterace zc¢tyrnasobuje
pocet platnych cifer.

V roce 1983 byla tato metoda pouzita na 16KB pocitaci pro 21 iteraci.
V roce 1986 byla pouzita na pocita¢i Cray-2 v NASA pro vypocet 29,4
milionu platnych ¢islic. Vypocet trval 40 hodin.

V lednu 2009 bylo touto metodou vypocteno 1,649 miliard ¢islic na
pocitaéi ApproXtreme X3. Vypocet trval 73, 5 hodiny. V dubnu 2009 touto
metodou vypocital Taekahashi 2,576 miliard c¢islic. V prosinci 2009 dosahl
Bellard 2,7 miliard ¢islic, vypocet trval 131 dni. V srpnu 2010 pak Kondo
a Yee vypocitali 5 miliard ¢islic.

Odpovédi na nékteré otazky se nasly. Napr. v roce 1997 zjistil Kanada,
ze na 17 387 594 880t¢é pozici ¢iselného rozvoje ¢isla 7 se naléza posloupnost
¢islic 0123456789. Penrose se v roce 1989 domnival, ze nikdy nebude mozné
zjistit, zda v tomto ¢iselném rozvoji existuje napt. posloupnost deseti po
sobé néasledujicich ¢islic 7, avsak Kanada tuto posloupnost v desetinném
rozvoji Cisla 7t objevil v roce 1997. Nagel ji az na 22869 046 269té pozici.

A jaky je rekord v poctu nalezenych platnych ¢&islic rozvoje Cisla 7?
Situace se asi méni rychle, ale v roce 2010 to bylo uz 5 miliard platnych
Cislic.

Existuji ovSem i jiné vypocty cisla 7, zaloZené na souctu nékterych
¢iselnych rad. Jiz v roce 1910 objevil Ramanujan nasledujici:

122 Z”: (4k)!1(1103 + 26390k)

™ 9801 (k1)* 396%F
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fadu objevili bratii David a Gregory Chudnowsky:

14 Z (13591409 + 545140134k)
k)!(k!)6 6403203k+3

Kazdy clen této rady pridava do c¢iselného rozvoje dokonce 14 platnych
Cislic.

Existuje celd fada dalsich metod, umoznujicich vypocet c¢iselného roz-
voje ¢isla 7. VSechny maji spolec¢né tyto vlastnosti:

e jsou velmi komplikované, jejich odvozeni byla samostatnd védecka
prace;

e Gzasné rychle konverguji, kazdy krok iterace prinasi nékolik dalsich plat-
nych dislic;

e lze je provadét pouze pouzitim pocitace, pro ,ru¢ni“ vypocet by byly
zcela nepouzitelné.

Jinymi slovy, umoziuji ndm nebyvaly vypocet miliard platnych ¢islic
a s vyvojem kapacity pocitaci lze oc¢ekavat nové rekordy v poc¢tu platnych
¢islic kazdym okamzikem. Je v8ak neobyCejné obtizné verifikovat sprav-
nost vypoctu. Provadi se namatkovou kontrolou posloupnosti ¢islic zkou-
maného ¢iselného rozvoje, provadénou riznymi metodami, coz spotiebuje
vice ¢asu, nez samotny vypocet.

Jakkoliv jsou tyto metody efektivni ve spojeni se soutasnymi super-
pocitaci, chybi jim nazornost a zjevna elegance metody antické. Otdzkou
zustava jejich uzitenost: k ¢emu potrebujeme znat rozvoj cisla 7 na tolik
platnych ¢islic a pro¢ bychom méli odpovidat na vyse uvedené otazky?
Zajimavosti muze byt, ze jak se v matematice casto ukazuje, pokud je né-
jaky problém dostatecné obtizny, pak zpravidla uplatnéni najde. Tak vyse
uvedeny vypocet rozvoje ¢isla 7t v roce 1986 na pocitaci Cray-2, v té dobé
nejvykonnéjsim pocitaci na svété, obsahoval ,drobnou® chybu ve velmi
vzdalené ¢asti témeér tiiceti milionového rozvoje, jak se zjistilo dalsim vy-
poctem v letech nasledujicich. Pec¢livou analyzou této chyby byly nalezeny
chyby jak v software, tak v hardware superpocitace Cray-2, které by asi
jinak zistaly utajeny a mohly by zpiisobit miliardové skody pii znehod-
noceni sond a sateliti vysilanych NASA. TakZe opét se ukazuje uziteénost
matematiky i tam, kde by ji nékdo tézko hledal.
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 183 a 184, jejichz zadani byla zvefejnéna ve tietim
Cisle tohoto (21.) ro¢niku naSeho ¢asopisu.

Uloha 183

V ostrotthlém trojahelniku ABC' s neshodnymi vnitfnimi dhly o veli-
kostech «, B pfi vrcholech A a B ozna¢me P patu vysky z vrcholu C a R
patu vysky z vrcholu A. Déle oznatme @ (Q # P) bod p¥imky AB, pro
ktery plati |AP|-|BQ| = |AQ)| - |BP|. Dokaite, Ze kruZnice sestrojené nad
primérem P(Q prochéizi bodem R, pravé kdyz a = 45°.

Jaroslav Zhouf

Reseni. Body P a R lezi podle Thaletovy véty na kruznici s primérem
AC, ¢tyFahelnik APRC je tedy tétivovy, tudiz | X PRB| = « (obr. 1).
Ze zadani plyne
AP _ 4Q|
|BP|  |BQ|

Jestlize kruznice sestrojend nad primérem P(Q prochazi bodem R, potom
bod @ je bodem polopfimky PB, tedy |AQ| > |B®|. Odtud |AP| > |BP|,
a proto a < . Naopak, jestlize § < a = 45°, potom je trojuhelnik tupo-
uhly. Staci tedy uvazovat pripad a < 3.

KruZnice sestrojend nad primérem P(Q je proto Apolloniovou kruZnici
vzhledem k bodim P a @. Pro jeji prisecik X se stranou BC' pak plati

|AP| |AX|

|BP|  |BX|’

To znamend, ze bod P déli setku AB v poméru |AX|:|BX]|. Podle véty
o ose vnitiniho thlu je uvedené tvrzeni ekvivalentni s tvrzenim, ze X P je
osou tihlu AXB. Uhly AXP a PX B maji tudiz stejnou velikost (obr. 2).
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A P B 0 A P B Q
Obr. 1 Obr. 2

Pokud X = R, je trojihelnik AX B pravothly, a tedy & = |< PRB| =
= |<PXB| = 1|<AXB| = 45°. Naopak, je-li & = 45°, plat{ | PRB| =
= 45°. Bod P pak lezi na ose tthlu ARB, pticemz plati

|AP|  |AR|
|BP|  |BR|

To ale znamen3, Ze bod R lezi na Apolloniové kruznici nad pramérem PQ).
Tim je dikaz ukoncen.

Spravnd teSeni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndath z Mora-
van, Frantisek Jachim z Volyné, Jozef Mészdiros z Jelky, Jiri Steckbauer
z Kvétné, Hana Dlouhd z GJK v Praze 6, Parlérova, Tomads Kubelka, z G
v Zamberku, Nadrazni, Le Anh Dung z G v Tachové, Jana Novotnd z G
v Brné, t¥. Kpt. Jarose, Pavel Polcer z G v Brné, Kienova, Martin Raszyk
z G v Karviné a Stépdn Simsa z GJJ v Litomé&ficich.

Uloha 184
Necht p je prvocislo a P(z) polynom s celo¢iselnymi koeficienty takovy,
7e Cislo P(n) neni délitelné p pro 7adné celé ¢islo n. Ukaite, 7e existuje
polynom Q(z) s celoéiselnymi koeficienty takovy, ze ¢islo P(n)Q(n) — 1 je
délitelné c¢islem p pro kazdé celé ¢islo n.
Jan Mazdk

Regeni. Ukédzeme, ze polynom Q(x) = PP~2(z) mé pozadované vlastnosti.
Jelikoz P(z) mé celoéiselné koeficienty, potom Q(z) méa celociselné koefi-
cienty. Déle pro zadné celé ¢islo n neni ¢islo P(n) délitelné p, proto podle
malé Fermatovy véty prvoéislo p déli &islo PP~!(n) — 1 = P(n)Q(n) — 1,
coz jsme méli dokazat.

Matematika - fyzika - informatika 21 2011/2012 465



Pozndmka. Resitelé, ktefi poslali netiplné fefeni, dokazovali, Ze za podmi-
nek tlohy ¢islo p déli (pro vechna celd ¢isla n) ¢islo P(n)— P(0), pfipadné
ekvivalentni tvrzeni. To v8ak neplati. Sta¢ uvéazit p =3 a P(z) = 2% + 1.

Spravné reseni zaslali: David Bainar, Dominik Télupil a Jakub Vancura,
v8ichni z G v Brné, tf. Kpt. JaroSe, Zuzana Borsiovd z G v Teplicich,
Ondrej Bouchala z G v Havifové, Komenského, Eva Gocnikovd z GJS
v Pterové, Alena Harlenderovd z SGO v Olomouci, David Hruska z G
v Plzni, Mikulasské nam., Michal Kopf z SG v Opavé, Tomads Kubelka,
z G v Zamberku, Nadrazni, Le Anh Dung z G v Tachové, Jan Mikel z G
v Roznové p. R., Michal Opler z MG ve Vseting, Lenka Stard z G v C.
Budgjovicich, Jirovcova, Pavel Trutman z GMK v Bilovci a Stépdn Simsa
z GJJ v Litoméricich.

Netplna feseni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Jozef Mészaros z Jelky
a Jiri Steckbauer z Kvétné.
Pavel Caldbek

XVI. seminar o filosofickych otazkach matematiky a fyziky

Komise pro vzd&lavani uditeldt matematiky a fyziky JOMF a Gymndazium Velké

semindr o filosofickych otdzkidch matematiky a fyziky.

Obsahem seminafe budou nejen filosofickd témata souvisejici s nasimi obory, ale
obecné popularni prednasky s matematickou a fyzikdlni tematikou a zamyS$leni nad
vyukou nejen matematiky a fyziky. Z tradi¢nich prednésSejicich miZeme uvést napf.
tyto kolegy: J. Podolského, J. Langera, J. Simsi, D. Hrubého. Objevi se viak i nova
jména (nap¥. J. Chyla, I. Jez, S. Stech, S. Prisa).

Semindr se bude konat v aule Gymnézia Velké Meziri¢i. Ubytovani je zajisténo

v Domové mlideze St¥edni Skoly Femesel a sluzeb Velké Mezifi¢i. Pfedbézné finanéni
naklady: vlozné 400 K&, ubytovani 200 K¢ za noc.

Pro ucastniky bude vydéna predsemindrni broZzura (v elektronické i v papirové
formg&) s podrobnym programem. Pfihldsku a aktudlni informace je moZno ziskat na
semindrni adrese:

http://www.gvm.cz/cs/seminare,

mail: trojanek@gvm.cz,
RNDr. Ale§ Trojanek, PhD., Gymnazium Velké Mezifi¢i, Sokolovské 27/235,
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