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�� �vod

Studenti st�edn�ch �kol se p�i v�uce matematiky seznamuj� s pojmem
posloupnost� Jeden z jejich prvn�ch poznatk� je� �e posloupnost lze zadat
bu� p�edpisem pro n	t� 
len nebo rekurentn�� viz nap�� �
�� P�i rekurent	
n�m zad�n� posloupnosti je d�n kone
n� po
et n�kolika po
�te
n�ch 
len�
posloupnosti �
asto pouze prvn� 
len posloupnosti� a pak je d�n p�edpis�
jak pomoc� t�chto zn�m�ch 
len� ur
it 
len n�sleduj�c�� P�i dal��m pou�it�
p�edpisu lze pomoc� nov� vypo
ten�ho 
lenu stanovit dal�� n�sleduj�c� 
len�
atd� N�zev pro tento postupn� v�po
et 
len� posloupnosti poch�z� z la	
tinsk�ho slova recurrere� jeho� v�znam je vracet se� V�znamn�mi p��klady
rekurentn�ho zad�n� posloupnost� jsou de�nice aritmetick� a geometrick�
posloupnosti� p��padn� posloupnost Fibonacciho� Jin�m aplikac�m reku	
rentn� zadan�ch posloupnost� ji� ve v�uce na st�edn�ch �kol�ch pozornost
v�nov�na nen�� V n�kter�ch p��padech je mo�n� zadat posloupnost ob�ma
zp�soby � tak� tato skute
nost je student�m st�edn�ch �kol demonstro	
v�na na p��kladech aritmetick� a geometrick� posloupnosti� Ve sb�rce ��� je
uvedeno n�kolik �loh� kter� po�aduj�� aby se na z�klad� znalosti rekurent	
n�ho zad�n� posloupnosti� p��padn� znalosti kone
n�ho po
tu po
�te
n�ch

len� posloupnosti� odhadl p�edpis pro n	t� 
len dan� posloupnosti� D�kaz
spr�vnosti tohoto odhadu lze pak n�sledn� prov�st pomoc� matematick�
indukce� Takto lze nap�� postupovat p�i �e�en� �lohy uveden� v t�to sb�rce
na s� 

� kde je t�eba nal�zt p�edpis pro n	t� 
len posloupnosti zadan�
pomoc� prvn�ho 
lenu a� � � a rekurentn�ho p�edpisu an�� � an��n���
Pomoc� matematick� indukce lze uk�zat� �e an � n�� n � N� Proto�e se
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v�ce v dostupn�ch st�edo�kolsk�ch u
ebnic�ch o mo�n�m vztahu vzorce pro
n	t� 
len posloupnosti a jeho rekurentn�m zad�n�m nep��e� r�di bychom se
v tomto 
l�nku v�novali ur
it� t��d� �loh� pro kterou lze z rekurentn�ho
zad�n� posloupnosti stanovit p�edpis pro n	t� 
len t�to posloupnosti�

�� Line�rn� rekurentn� rovnice prvn�ho ��du

Ozna
me an� resp� bn� p�edpisy pro n	t� 
leny p�edem dan�ch posloup	
nost�� kde n � N� D�le p�edpokl�dejme� �e je d�na hodnota p � R� Reku	
rentn�m p�edpisem

yn�� � anyn � bn� y� � p� n � N � ���

je zad�na posloupnost �yn��n��� Na vztah ��� se lze d�vat i jinak� Jedn� se
o rovnici s nezn�mou re�lnou posloupnost� �yn��n��� kter� se naz�v� line�r�
n� rekurentn� rovnice prvn�ho ��du� Prvek p naz�v�me po��te�n� hodnota
rekurentn� rovnice� �e�en�m t�to rovnice je jak�koliv posloupnost s po
�	
te
n�m 
lenem y�� pro kterou plat� ���� Tato posloupnost je d�ky zadan�
po
�te
n� podm�nce a vlastnostem operac� sou
inu a sou
tu ur
ena jed	
nozna
n�� Hledejme �e�en� rovnice ���� Proto�e je 
len y� d�n� lze pou��t
rekurentn� p�edpis a ur
it 
len y�� pro kter� plat�

y� � a�y� � b��

Zn�me	li 
len y�� lze op�t pomoc� rekurentn�ho vztahu ur
it 
len y�� pro
kter� z�sk�me

y� � a�y� � b� � a�a�y� � a�b� � b��

Proto�e je 
len y� zn�m�� lze ur
it 
len y�� pro kter� je

y� � a�y� � b� � a�a�a�y� � a�a�b� � a�b� � b��

Na z�klad� uveden�ch vztah� lze pro n	t� 
len posloupnosti navrhnout
obecn� vztah

yn � �an��an�� � � � a��y� � �an��an�� � � � a��b�

� �an��an�� � � � a��b� � � � � � an��bn�� � bn���
���

�� Pomocn� symboly

Vztah ��� nen� p��li� p�ehledn�� ale z�pis lze zkr�tit pomoc� symbolu
pro sou
in n�kolika 
len�� resp� symbolu pro sou
et n�kolika 
len�� Je	li
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n � N a ��� ��� � � � � �n re�ln� 
�sla� m��eme pro zkr�cen� sou
inu� resp�
sou
tu� t�chto 
�sel pou��t symboly produkt� resp� suma� ve tvaru

�� � �� � � � � � �n �
nY

i��

�i� resp� �� � �� � � � � � �n �
nX

i��

�i� ���

Je u�ite
n� rozmyslet si� �e je nap��

nY
i��

� � �n�
nX

i��

� � n�

Na n�kolika m�stech tohoto 
l�nku tyto jednoduch� vztahy pou�ijeme�
Krom� uveden�ch vztah� ��� je vhodn� p�ijmout tak� vztahy pro pr�zdn�
sou
in nebo sou
et� Pro pr�zdn� sou
in se klade hodnota jedna a pro
pr�zdn� sou
et hodnota nula� nap��

nY
i�n��

�i � �� resp�
nX

i�n��

�i � �� ���

	� 
e�en� line�rn� rekurentn� rovnice prvn�ho ��du

Pomoc� symbol� pro sou
in a sou
et lze ��� zkr�tit a ps�t

yn �
n��Y
i��

ai � y��
n��Y
i��

ai � b��
n��Y
i��

ai � b�� � � � �
n��Y

i�n��

ai � bn��� bn��� ���

V�echny 
leny uveden�ho vztahu� krom� prvn�ho� obsahuj� n�jak� 
len
posloupnosti �bn��n�� a krom� posledn�ho 
lenu tak� symbol pro sou
in�
Abychom i v posledn�m 
lenu mohli pou��t symbol pro sou
in a tak sjed	
notili z�pis� pou�ijme konvenci pro sou
in uvedenou v ���� Nyn� napi�me
vztah ��� jednotn�ji ve tvaru

yn �
n��Y
i��

ai�y��
n��Y
i��

ai�b��
n��Y
i��

ai�b�� � � ��
n��Y

i�n��

ai�bn���
n��Y
i�n

ai�bn��� �
�
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Pou�ijeme	li d�le symbol ��� pro sou
et n�kolika 
len� lze �
� d�le zkr�tit
a ���� tj� �e�en� line�rn� rekurentn� rovnice� zapsat v kone
n�m tvaru

yn �
n��Y
i��

ai � y� �
n��X
j��

�
� n��Y
i�j��

ai

�
� � bj � ���

Aby byl tento vztah pou�iteln� i pro n � �� je t�eba pou��t konvenci pro
pr�zdn� sou
et uvedenou v ���� V p��pad�� �e jsou posloupnosti �an��n��
i �bn��n�� konstantn�� lze p�edchoz� vztah ��� je�t� d�le zjednodu�it� T�mto
probl�mem se zab�v� 
l�nek � �� Vztah ���� kter� jsme upravili do tvaru
���� jsme odhadli� Jeho d�kaz lze prov�st matematickou indukc�� Pod�vejme
se nyn�� jak lze nalezen� vztah pou��t pro �e�en� konkr�tn�ch �loh�

P��klad 	��

Je	li y� d�no� uk��eme �e�en� line�rn� rekurentn� rovnice

yn�� � �n� ��yn�

V t�to rovnici pro ka�d� n � N plat� an � n � � a bn � �� Pou�ijeme	li
vztah ���� je

yn �

�
n��Y
i��

�i� ��

�
� y� � � � � � � � � � � � n � y� � n! � y��

P��klad 	��

Je	li y� � �� nalezneme �e�en� line�rn� rekurentn� rovnice

yn�� �
n

n� �
yn � n�

V t�to rovnici pro ka�d� n � N plat� an � n��n� �� a bn � n� Proto�e

n��Y
i��

i

i� �
�

�
n
�

n��Y
i�j��

i

i� �
�

j � �
n

�
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z�sk�me pomoc� vztahu ��� postupn� n�sleduj� �e�en� zadan�ho probl�mu

yn �

�
n��Y
i��

i

i� �

�
� � �

n��X
j��

�
� n��Y
i�j��

i

i� �

�
� � j

�
�
n
�

n��X
j��

�
j � �
n

�
� j � �

n
�

�
n

n��X
j��

�
j� � j

	
�

P�ipome"me nyn� zn�m� vztahy

n��X
j��

j� �
�


n��n� ���n� ���

n��X
j��

j �
�
�
n�n� ���

viz nap�� �
�� kter� lze dosadit do p�edchoz�ho v�sledku pro p�edpis n	t�ho

lenu posloupnosti� Po �prav� nakonec z�sk�me

yn �
�
n
�

�
�
�n� � ���

�� Pou
it�

N�kter� aplikace rekurentn�ch posloupnost� v geometrii nebo kombina	
torice lze nal�zt v ���� ���� ���� ��� nebo v ����� Aplikace z �nan
n� matema	
tiky nebo ekonomie takto zadan�ch posloupnost� lze nal�zt v ���� � � nebo
v ���� V n�sleduj�c�ch �loh�ch uk��eme pou�it� odvozen�ho vztahu ����

P��klad ���

Skupina �n hr�
�� kde n � N� se �
astn� tenisov�ho turnaje� Ur
�me
po
et pn v�ech jejich mo�n�ch rozd�len� do dvojic v prvn�m kole turnaje�
Viz t�� �loha v ��� na s�   �

Uka�me nejd��ve ilustraci� Pro skupinu 
ty� osob� kterou ozna
�me jako
mno�inu fa� b� c� dg� z�sk�me n�sleduj�c� t�i skupiny p�r� vybran�ch z p�	
vodn� skupiny 
ty� osob� konkr�tn� se jedn� o skupiny

fab� cdg� fac� bdg� fad� bcg�
Hledejme nyn� obecn� vztah pro pn� Je z�ejm�� �e k jednomu hr�
i lze
vybrat soupe�e �n � � zp�soby� Zbyl�ch ��n � �� hr�
� lze pak roz	
d�lit pn�� zp�soby� proto podle kombinatorick�ho pravidla sou
tu plat�
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pn � ��n � ��pn��� Budeme	li v tomto rekurentn�m vztahu ps�t n � �
m�sto n� z�sk�me vztah

pn�� � ��n� ��pn�

kter� plat� pro n � N a l�pe odpov�d� z�kladn�mu tvaru line�rn� rekurentn�
rovnice ���� Uv�dom�me	li si� �e p� � �� m��eme pou��t vztah ��� a pro pn
postupn� z�sk�me

pn �

�
n��Y
i��

��i� ��

�
p� � ��n� �� � ��n� �� � � � � � � � � �

��n�!
�nn!

�

P��klad ���

Je dob�e zn�mo� �e pro sou
et n po
�te
n�ch 
len� geometrick� posloup	
nosti �s prvn�m 
lenem i kvocientem rovn�m �� plat�

� � � � � � � � �n �
nX

k��

�k � � � �� �n

�� �
� � � ��n � ��� � �

viz nap�� �
�� Ji� m�n� je zn�m vztah pro sou
et

� � � � � � � � � � � � n � �n �
nX

k��

k � �k� ���

kter� zde odvod�me�

Sou
et uveden� v ��� ozna
me sn a hledejme vzorec pro n	t� 
len po	
sloupnosti �sn��n��� Nab�z� se pracovat s line�rn� rekurentn� rovnic�

sn�� � sn � �n� �� � �n���
Tato rovnice v�ak nen� vhodn� pro pou�it� odvozen�ho vztahu ���� nebo#
se v pr�b�hu v�po
tu dostaneme op�t k hledan�mu sou
tu ���� Existuje
v�ak i jin� mo�nost� jak sestavit rovnici pro sn� V�imn�me si nejd��ve� �e
s� � �� D�le lze postupn� s vyu�it�m � � ps�t

sn�� �
n��X
k��

k � �k � ��
nX

k��

�k � �� � �k�� �

� � � �



nX

k��

k � �k �
nX

k��

�k
�

� � � ��sn � ���n � ��� �

� �sn � �n�� � ��
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Z�skali jsme tak line�rn� rekurentn� rovnici� pro jej�� �e�en� m��eme pou��t
���� V pr�b�hu v�po
tu budeme pot�ebovat vztah pro n�sleduj�c� sou
et

len� geometrick� posloupnosti s kvocientem ���

n��X
j��

�
�j

�
�
�
� �� �����n��

�� ���
�

�n�� � �
�n��

�

Nyn� ji� m��eme podle ��� ps�t

sn �

�
n��Y
i��

�

�
� � �

n��X
j��

�
� n��Y
i�j��

�

�
� � ��j�� � �� �

� �n �
n��X
j��

�n�j����j�� � �� � �n �
n��X
j��

��n�� � �n�j� �

� �n � �n� ���n�� � �n
n��X
j��

�
�j

� �n��n� ��� �n
�n�� � �
�n��

�

� �n��n� ��� ���n�� � �� � �n��n� �� �� � � � �n���n� �� � ��

V�po
et tedy m��eme ukon
it a napsat z�v�r� �e

nX
k��

k � �k � �n���n� �� � ��

Podobn�m zp�sobem� kter� jsme uvedli v t�to �loze� lze postupovat i v ji	
n�ch �loh�ch t�kaj�c�ch se sou
tu 
len�� Jin� zp�sob nalezen� tohoto vzta	
hu je uveden v ����

�� Z�v�r

V 
l�nku byl uk�z�n zp�sob� jak nal�zt p�edpis pro n	t� 
len jist� t��dy
rekurentn� zadan�ch posloupnost�� Podrobn�ji jsme dan� probl�m naz�	
vali �e�en� line�rn� rekurentn� rovnice prvn�ho ��du� U�ite
nost nalezen�ho
p�edpisu ��� byla uk�z�na p�i �e�en� n�kolika �loh� Dal�� �lohy vhodn� pro
pou�it� tohoto vztahu lze nal�zt v uveden� literatu�e�
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L i t e r a t u r a

��� Cal�bek P� � �vr�ek J�� Rekurentn� posloupnosti v geometrii� MFI� r� �	 
	��	��
��
�� ��� s� 
�������

�	� Calda E�� �e�en� kombinatorick�ch �loh nalezen�m rekurentn�ho vzorce� MFI� r� �	

	��	��
�� �� �� s� 
	��
	��

�
� Calda E�� Sb�rka �e�en�ch �loh� St�edo�kolsk� matematika pod mikroskopem� Pro�
metheus� Praha 	����

��� Engel A�� Problem�Solving Strategies� Springer�Verlag� New�York �����

��� Hoy M� a kol�� Mathematics for Economics� Addison�Wesley Publishers� �����

��� Odv�rko O�� Matematika pro gymn�zia� Posloupnosti a �ady� Prometheus� Praha
�����

��� Pet�kov� J�� Matematika� p��prava k maturit� a k p�ij�mac�m zkou�k�m na vysok�
�koly� Prometheus� Praha �����

��� Pra��k P�� Line�rn� funkce a rekurentn� zadan� posloupnosti� Rozhledy matematic�
ko�fyzik�ln�� r� �� 
	����� �� �� s� ���	�

��� Pra��k P� � Pra��kov� B�� Excel a rekurentn� zadan� posloupnosti� MFI� r� ��

	�������� �� �� s� �	����

���� Vilenkin N�J�� Kombinatorika� SNTL� Praha �����

N�kolik pozn�mek k �l�nku

Franti�ek Ku�ina� Rozum�t nebo um�t

OLD�ICH ODV�RKO

Matematicko�fyzik�ln� fakulta UK� Praha

V 
�sle � tohoto ro
n�ku byl zde publikov�n 
l�nek Franti�ka Ku�iny
s n�zvem Rozum�t nebo um�t� Autor 
l�nku analyzuje n�kter� vybran�
pas��e z u
ebnic matematiky pro gymn�zia a poukazuje zvl��t� na to�
�e d�kazy v�t jsou p��li� slo�it�� nebo# m�lo vyu��vaj� neverb�ln�ch pro	
st�edk�� Z�rove" navrhuje� jak by bylo mo�n� p��slu�n� odvozen� nahradit
v jednodu��� a n�zorn�j�� podob�� Zna
n� 
�st 
l�nku je v�nov�na t�em
u
ebnic�m� kter� jsem autorsky zpracoval� Proto pova�uji za svou povin	
nost alespo" na n�kter� �vahy reagovat�
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Goniometrick� funkce

V gymnazi�ln� matematice jsou goniometrick� funkce de�nov�ny po	
moc� jednotkov� kru�nice s u�it�m orientovan�ch �hl�� De�ni
n�m oborem
funkce sinus i funkce kosinus je mno�ina R v�ech re�ln�ch 
�sel�

Franti�ek Ku�ina p�edkl�d� 
ten��i p�epis odvozen� sou
tov�ch vzorc�
z u
ebnice ����� komentuje je a uv�d� sv�j n�vrh na zm�nu$

%Odvozen� podle u
ebnice ���� st��� student porozum�� nebo# my�len	
kov�ch operac� je v n�m cel� �ada a odvozen� je velmi dlouh�� Odvozen�
na obr� � je velmi jednoduch� a op�r� se pouze o %podstatn�& vlastnosti
funkc� sinus a kosinus�&

Pokud si v obr�zku � oprav�te sin� na sin� a k jedn� �se
ce p�ip��ete

�slici �� daj� se dva ze sou
tov�ch vzorc� z obr�zku skute
n� pom�rn�
jednodu�e %vy
�st&� Nelze se ale ubr�nit n�kter�m ot�zk�m� na kter� by
bylo pot�eba odpov�d�t$

Z obr�zku � jsou %viditeln�& vzorce pro sin�� � �� a pro cos�� � ���
Jak ale z tohoto obr�zku zjist�me vzorce pro sin��� �� a pro cos��� ��'
Nebo to bude �e�eno na n�jak�m dal��m obr�zku'

Obr�zek � postihuje situaci pro �hly �� � �kter� nejsou orientovan���
pro n�� � � � � ��( ����� Sou
tov� vzorce ale plat� pro v�echna �� � � R�
Bude n�jak odvozov�n� v tomto sm�ru pokra
ovat'

���
���
���

��
��

Obr� � Obr� �
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Pokud se chcete sami pod�vat na odvozen� sou
tov�ch vzorc� podle
u
ebnice ����� vezm�te do ruky u
ebnici ����� ne
t�te p�epis v 
l�nku� Tento
p�epis obsahuje �� nedopat�en�� z toho � v�cn�ch chyb� Je�t� z�va�n�j�� je
ov�em to� �e v p�episu chyb� podstatn� 
�st d�kazu z u
ebnice ����� v n��
se ukazuje roz���en� platnosti vzorce cos�x� y� z p��padu x� y � h�( ��� na
p��pad x� y � R�

V dal�� 
�sti se F� Ku�ina v�nuje vzorci pro sin ��$
%Na z�klad� vzorce S � �

�ab sin � pro obsah troj�heln�ku se m��eme
podle obr� � p�esv�d
it o platnosti vzorce sin �� � � sin� cos��&

Takto se o platnosti p��slu�n�ho vzorce samoz�ejm� nep�esv�d
�me� ne	
bo# ten plat� pro v�echna � � R a zde se sledovan� situace zu�uje op�t
jen na � � ��( ����� P�echod od vzorce pro sin��� �� ke vzorci pro sin ��
je podle m�ho n�zoru pro st�edo�kolsk�ho studenta trivi�ln� z�le�itost��
Obr�zek je nadbyte
n� a %zav�d�j�c�&�

Pro oba uveden� p��pady je typick�� �e autor ignoruje roz���en� gonio	
metrick�ch funkc� sinus a kosinus s de�ni
n�m oborem ��( ���� k funkc�m
s de�ni
n�m oborem R� Z�st�v� u de�nic pomoc� pravo�hl�ho troj�heln�ku
a z toho se potom v�echny n�sledn� �vahy odv�jej��

V 
�sti o goniometrick�ch funkc�ch p�edkl�d� F� Ku�ina tak� odvo	
zen� kosinov� v�ty� kter� je odli�n� od zp�sobu v u
ebnici ����� a uv�d�$
%Srovn�n� s u
ebnic� ���� je op�t pou
n��& Pokud m�te z�jem� prove�te si
srovn�n� sami� Upozor"uji pouze na to� �e d�kaz pro p��pad tupo�hl�ho
troj�heln�ku si budete muset doplnit � v 
l�nku je odvozen� jen pro pra	
vo�hl� a ostro�hl� troj�heln�k�

Posloupnosti a �ady

Autor zde v prvn� 
�sti uv�d� dva obr�zky� kter� maj� slou�it jako ilu	
strace ke vzorc�m pro sou
et prvn�ch n 
len� aritmetick� posloupnosti �pro
a� � � a d � ��� resp� geometrick� posloupnosti �pro a� � � a � � q � ���
Proti takov�mto ilustrac�m nelze nic nam�tat� jen je t�eba zv��it jejich
funk
nost�

D�le F� Ku�ina porovn�v� odvozen� v�ty o sou
tu nekone
n� geometric	
k� �ady v u
ebnici ���� s postupem� kter� navrhuje on$

%Sou
et

s �
a�

�� q
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nekone
n� geometrick� �ady s prvn�m 
lenem a� a kvocientem � � q � ��
je mo�n� n�zorn� odvodit podle obr� ��� kter� je inspirov�n publikac� �����
s� ���� Troj�heln�k ABF je podobn� troj�heln�ku EDA� a plat� tedy

s

a�
�

�
�� q

�

Odvozen� podan� v u
ebnici ����� kter� p�ipom�n�me obr� ���� je jist� na
hlub�� teoretick� �rovni� obr�zek �� je v�ak podle m�ho n�zoru p�esv�d
i	
v�j���&

�����
����	

Obr� ��

Na to� zda odvozen� podle obr�zku ��� v n�m� do pop�ed� vystupuje
podobnost troj�heln�k�� postihuje podstatu v�ci� tj� p��slu�n� limitn� pro	
ces� mohou b�t r�zn� n�zory� Z�va�n�j�� je v�ak fakt� �e na tomto obr�zku
je zachycen jen p��pad a� � �� � � q � �� P�irozen� se nab�z� ot�zky$ Jak
se dok��e pomoc� tohoto 
i jin�ho obr�zku� �e v�ta plat� i tehdy� kdy� je
a� � � nebo �� � q � �' Nebo se %dokazov�n�& t�mto obr�zkem skon
�'

D�kaz v u
ebnici ���� je veden klasicky a s�m o sob� je jednoduch�� po	
kud samoz�ejm� student pochopil ��dn� pojem limity a porozum�l v�t�m
o limit�ch� D�kazu mohou p�edch�zet �vahy v intuitivn� rovin� �v
etn�
ilustrac� na konkr�tn�ch p��kladech� v���c� se k tomu� co lze ��ci o limit�
posloupnosti �qn��n�� pro a jak� odtud plynou z�v�ry o existenci sou
tu
a o tom� 
emu se tento sou
et rovn�� Vlastn� d�kaz je pak ur
it�m form�l	
n�m zavr�en�m v�ech t�chto �vah� Cht�l bych v t�to souvislosti zd�raznit�
�e bychom u st�edo�kolsk�ch student� nem�li v ��dn�m p��pad� opom�jet
rozv�jen� a systematick� p�stov�n� abstraktn�ho my�len��

�Obr� �� je text d�kazu�
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Vid�n� souvislost�

V t�to 
�sti 
l�nku se F� Ku�ina zab�v� jedn�m �e�en�m p��kladem
z u
ebnice ����$

%Na obr� ��� z u
ebnice ���� vid�me� �e auto�i �e�� �lohu podrobn�m
%mno�inov� � logick�m& rozborem� a
koliv je z�ejm�� �e graf relace

jxj� jyj � �

je soum�rn� podle sou�adnicov�ch os a sta
� tedy p�en�st 
�st grafu funkce
y � �� x soum�rnostmi z prvn�ho do zb�vaj�c�ch kvadrant��&

S t�mto n�zorem lze souhlasit� Je ov�em zaj�mav�� �e tady F� Ku�ina
vybo
il z �ady sou
asn� pou��van�ch u
ebnic pro gymn�zia a vkl�nil sem
u� %historickou& u
ebnici z roku ��� � kter� byla ji� v roce �� � nahrazena
u
ebnic� O� Odv�rko a kol�$ Matematika pro II� ro
n�k gymn�zia�

U
ebnice ���� byla naps�na v obdob� tzv� mno�inov� matematiky� kdy
koncepce st�edo�kolsk� matematiky byla v n�kter�ch sm�rech podstatn�
odli�n� od koncepce sou
asn�� Zde uv�d�n� p��klad m�l za c�l uk�zat ��	
k�m� jak se v dan�m konkr�tn�m p��pad� zapisuj� mno�iny� jak se vyu��vaj�
operace s mno�inami� a p�edev��m p�edv�st rozklad mno�iny na t��dy�

Dovol�m si na okraj je�t� uv�st� �e v u
ebnici ���� byly pro pot�eby
studia pr�b�hu funkc� uvedeny osov� soum�rnost a st�edov� soum�rnost
v pravo�hl� soustav� sou�adnic� a ob� tato zobrazen� byla hojn� u��v�na
p�i studiu vlastnost� funkc� �sud� a lich� funkce� a p�i sledov�n� graf�
funkc� s absolutn�mi hodnotami� kvadratick�ch funkc�� nep��m� �m�rnosti
a mocninn�ch funkc�� Na souvislosti mezi funkcemi a geometrick�mi zob	
razen�mi se tedy nezapomn�lo�

Z�v�ry

V���m si pr�ce kolegy Ku�iny v didaktice matematiky� se z�jmem 
tu
jeho stati i kni�n� publikace� V tomto 
l�nku v�ak Franti�ek Ku�ina podle
m�ho n�zoru zcela neopr�vn�n� a nespr�vn� pov��il obr�zky z roviny mo	
tiva
n� a ilustra
n� do �rovn� odvozen�� Nav�c m�m z 
l�nku pon�kud
nep��jemn� pocit� �e %vid�l jen to� co cht�l� a co necht�l vid�t� to nevid�l&�

�Obr� �	 je p�epis �e�en�ho p��kladu�
�Shodn� zobrazen� byla za�len�na a� do n�sleduj�c�ho se�itu 
M� Hejn� a kol�� Ma�

tematika pro gymn�zia� Se�it �� SPN Praha ������

�
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L i t e r a t u r a �v souladu s 
�slov�n�m v 
l�nku F� Ku�iny�

���� Odv�rko	 O�� Matematika pro gymn�zia� Goniometrie� Prometheus� Praha �����
��	� Nelsen	 R� B�� Proofs without Words� MAA� Washington ���
�
��
� Odv�rko	 O�� Matematika pro gymn�zia� Posloupnosti a �ady� Prometheus� Praha

�����
���� Odv�rko	 O� � Fo
t	 J� � Nov�k	 B�� Matematika pro gymn�zia� Se�it 
� SPN� Praha

�����

Jak vypo��tat ��slo �

IVAN CHAJDA�

P��rodov�deck� fakulta UP� Olomouc

)�slo �� zvan� t�� Ludolfovo� je bezesporu nejd�le�it�j�� matematickou
konstantou� kter� m� v�ak pou�it� i mimo matematiku� zejm�na ve fyzice
a v technick� praxi� Vyjad�uje pom�r mezi obvodem kruhu �tj� d�lkou
kru�nice� a jej�m pr�m�rem�

Stanoven�m velikosti 
�sla � se zab�vali matematici ji� v dob� antick��
Aproximovali d�lku kru�nice zdola pomoc� obvodu vepsan�ho n	�heln�ka
a shora pomoc� obvodu opsan�ho n	�heln�ka� Limitou pro n � � byla
pak d�lka kru�nice� Touto metodou se da�ilo vypo
�tat 
�slo � na n�kolik
desetinn�ch m�st� co� pro praktick� �
ely bezesporu sta
ilo�

Situace se za
ala m�nit� kdy� se poda�ilo dok�zat� �e 
�slo � nen� ra	
cion�ln�� Velk� zlom nastal koncem ��� stolet�� kdy� v roce �  � Linde�
mann dok�zal� �e 
�slo � nen� dokonce algebraick� �nad racion�ln�mi 
�sly��
tj� nen� ko�enem ��dn�ho polynomu s racion�ln�mi koe�cienty� Jedn� se
o velmi obt��n� d�kaz� vyu��vaj�c� metod tzv� algebraick� teorie 
�sel� Od	
tud je ihned patrn�� �e jeho 
�seln� rozvoj je nekone
n� a nen� periodick��
Proto se za
ala �ada matematik� zaj�mat ot�zkami typu$

� Existuje n�jak� z�konitost ve v�skytu 
�slic v 
�seln�m rozvoji 
�sla �'
� Vyskytuje se nap�� posloupnost 
�slic ������
� � v tomto rozvoji'

� Podpo�eno projektem  S�! pro transfer znalost� v aplikovan� matematice"�
CZ������	��������������
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� Opakuje se n�kter� 
�slice bezprost�edn� po sob� alespo" t�ikr�t'

Lze formulovat mno�stv� ot�zek tohoto typu� ale neexistuje obecn� te	
orie� umo�"uj�c� nal�zat na n� odpov�di�

Jedin� metoda� jak alespo" n�kter� z t�chto ot�zek zodpov�d�t� je pro	
hledat 
�seln� rozvoj 
�sla �� K tomu je ov�em zapot�eb� tento rozvoj zn�t
v dostate
n� d�lce� V dob� superpo
�ta
� je takov� v�po
et mo�n�� pokud
pou�ijeme vhodnou metodu� Jednou z metod je n�sleduj�c� v�po
et$

Polo��me a� � 
� �
p
�� y� �

p
�� � a iterujeme

yk�� �
�� �

p
�� y�k

� � �

p
�� y�k

�

ak�� � ak �� � yk���
� � ��k��yk��

�
� � yk�� � y�k��

	
�

Pak ak konverguje velmi rychle k 
�slu �
�
� Ka�d� iterace z
ty�n�sobuje

po
et platn�ch 
ifer�
V roce �� � byla tato metoda pou�ita na �
KB po
�ta
i pro �� iterac��

V roce �� 
 byla pou�ita na po
�ta
i Cray	� v NASA pro v�po
et ��� �
milionu platn�ch 
�slic� V�po
et trval �� hodin�

V lednu ���� bylo touto metodou vypo
teno ��
�� miliard 
�slic na
po
�ta
i ApproXtreme X�� V�po
et trval ��� � hodiny� V dubnu ���� touto
metodou vypo
�tal Takahashi �� ��
 miliard 
�slic� V prosinci ���� dos�hl
Bellard �� � miliard 
�slic� v�po
et trval ��� dn�� V srpnu ���� pak Kondo
a Yee vypo
�tali � miliard 
�slic�

Odpov�di na n�kter� ot�zky se na�ly� Nap�� v roce ���� zjistil Kanada�
�e na ��� � ���  �t� pozici 
�seln�ho rozvoje 
�sla � se nal�z� posloupnost

�slic ������
� ��Penrose se v roce �� � domn�val� �e nikdy nebude mo�n�
zjistit� zda v tomto 
�seln�m rozvoji existuje nap�� posloupnost deseti po
sob� n�sleduj�c�ch 
�slic �� av�ak Kanada tuto posloupnost v desetinn�m
rozvoji 
�sla � objevil v roce ����� Na�el ji a� na ��  
� ��
�
�t� pozici�

A jak� je rekord v po
tu nalezen�ch platn�ch 
�slic rozvoje 
�sla �'
Situace se asi m�n� rychle� ale v roce ���� to bylo u� � miliard platn�ch

�slic�

Existuj� ov�em i jin� v�po
ty 
�sla �� zalo�en� na sou
tu n�kter�ch

�seln�ch �ad� Ji� v roce ���� objevil Ramanujan n�sleduj�c�$

�
�

�
�
p
�

� ��

nX
k��

��k�!����� � �
���k�
�k!�� ��
�k

�

�
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Ka�d� 
len t�to �ady p�id�v� dokonce  platn�ch 
�slic� Je�t� slo�it�j��
�adu objevili brat�i David a Gregory Chudnowsky$

�
�

� ��
nX

k��

����k�
k�!���������� ���������k�

��k�!�k!�� 
������k�
�

�

�

Ka�d� 
len t�to �ady p�id�v� do 
�seln�ho rozvoje dokonce �� platn�ch

�slic�

Existuje cel� �ada dal��ch metod� umo�"uj�c�ch v�po
et 
�seln�ho roz	
voje 
�sla �� V�echny maj� spole
n� tyto vlastnosti$

� jsou velmi komplikovan�� jejich odvozen� byla samostatn� v�deck�
pr�ce(

� ��asn� rychle konverguj�� ka�d� krok iterace p�in��� n�kolik dal��ch plat	
n�ch 
�slic(

� lze je prov�d�t pouze pou�it�m po
�ta
e� pro %ru
n�& v�po
et by byly
zcela nepou�iteln��

Jin�mi slovy� umo�"uj� n�m neb�val� v�po
et miliard platn�ch 
�slic
a s v�vojem kapacity po
�ta
� lze o
ek�vat nov� rekordy v po
tu platn�ch

�slic ka�d�m okam�ikem� Je v�ak neoby
ejn� obt��n� veri�kovat spr�v	
nost v�po
tu� Prov�d� se nam�tkovou kontrolou posloupnost� 
�slic zkou	
man�ho 
�seln�ho rozvoje� prov�d�nou r�zn�mi metodami� co� spot�ebuje
v�ce 
asu� ne� samotn� v�po
et�

Jakkoliv jsou tyto metody efektivn� ve spojen� se sou
asn�mi super	
po
�ta
i� chyb� jim n�zornost a zjevn� elegance metody antick�� Ot�zkou
z�st�v� jejich u�ite
nost$ k 
emu pot�ebujeme zn�t rozvoj 
�sla � na tolik
platn�ch 
�slic a pro
 bychom m�li odpov�dat na v��e uveden� ot�zky'
Zaj�mavost� m��e b�t� �e jak se v matematice 
asto ukazuje� pokud je n�	
jak� probl�m dostate
n� obt��n�� pak zpravidla uplatn�n� najde� Tak v��e
uveden� v�po
et rozvoje 
�sla � v roce �� 
 na po
�ta
i Cray	�� v t� dob�
nejv�konn�j��m po
�ta
i na sv�t�� obsahoval %drobnou& chybu ve velmi
vzd�len� 
�sti t�m�� t�iceti milionov�ho rozvoje� jak se zjistilo dal��m v�	
po
tem v letech n�sleduj�c�ch� Pe
livou anal�zou t�to chyby byly nalezeny
chyby jak v software� tak v hardware superpo
�ta
e Cray	�� kter� by asi
jinak z�staly utajeny a mohly by zp�sobit miliardov� �kody p�i znehod	
nocen� sond a satelit� vys�lan�ch NASA� Tak�e op�t se ukazuje u�ite
nost
matematiky i tam� kde by ji n�kdo t��ko hledal�
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Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me �e�en� �loh � � a � �� jejich� zad�n� byla zve�ejn�na ve t�et�m

�sle tohoto ����� ro
n�ku na�eho 
asopisu�

�loha ���

V ostro�hl�m troj�heln�ku ABC s neshodn�mi vnit�n�mi �hly o veli	
kostech �� � p�i vrcholech A a B ozna
me P patu v��ky z vrcholu C a R
patu v��ky z vrcholu A� D�le ozna
me Q �Q �� P � bod p��mky AB� pro
kter� plat� jAP j � jBQj � jAQj � jBP j� Doka�te� �e kru�nice sestrojen� nad
pr�m�rem PQ proch�z� bodem R� pr�v� kdy� � � ����

Jaroslav Zhouf

�e�en�� Body P a R le�� podle Thaletovy v�ty na kru�nici s pr�m�rem
AC� 
ty��heln�k APRC je tedy t�tivov�� tud�� j�� PRBj � � �obr� ���

Ze zad�n� plyne

jAP j
jBP j �

jAQj
jBQj �

Jestli�e kru�nice sestrojen� nad pr�m�rem PQ proch�z� bodem R� potom
bod Q je bodem polop��mky PB� tedy jAQj � jBQj� Odtud jAP j � jBP j�
a proto � � �� Naopak� jestli�e � � � � ���� potom je troj�heln�k tupo	
�hl�� Sta
� tedy uva�ovat p��pad � � ��

Kru�nice sestrojen� nad pr�m�rem PQ je proto Apolloniovou kru�nic�
vzhledem k bod�m P a Q� Pro jej� pr�se
�k X se stranou BC pak plat�

jAP j
jBP j �

jAX j
jBX j �

To znamen�� �e bod P d�l� �se
ku AB v pom�ru jAX j$jBX j� Podle v�ty
o ose vnit�n�ho �hlu je uveden� tvrzen� ekvivalentn� s tvrzen�m� �e XP je
osou �hlu AXB� *hly AXP a PXB maj� tud�� stejnou velikost �obr� ���

�
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�����
����	

Obr� � Obr� 	

Pokud X � R� je troj�heln�k AXB pravo�hl�� a tedy � � j�� PRBj �
� j�� PXBj � �

� j�� AXBj � ���� Naopak� je	li � � ���� plat� j�� PRBj �
� ���� Bod P pak le�� na ose �hlu ARB� p�i
em� plat�

jAP j
jBP j �

jARj
jBRj �

To ale znamen�� �e bod R le�� na Apolloniov� kru�nici nad pr�m�rem PQ�
T�m je d�kaz ukon
en�

Spr�vn� �e�en� zaslali$ Karol Gajdo� z Trnavy� Anton Hn�th z Mora	
van� Franti�ek J�chim z Volyn�� Jozef M�sz�ros z Jelky� Ji�� Steckbauer
z Kv�tn�� Hana Dlouh� z GJK v Praze 
� Parl��ova� Tom�� Kubelka� z G
v +amberku� N�dra�n�� Le Anh Dung z G v Tachov�� Jana Novotn� z G
v Brn�� t�� Kpt� Jaro�e� Pavel Polcer z G v Brn�� K�enov�� Martin Raszyk
z G v Karvin� a 	t
p�n 	imsa z GJJ v Litom��ic�ch�

�loha ��	
Nech# p je prvo
�slo a P �x� polynom s celo
�seln�mi koe�cienty takov��

�e 
�slo P �n� nen� d�liteln� p pro ��dn� cel� 
�slo n� Uka�te� �e existuje
polynom Q�x� s celo
�seln�mi koe�cienty takov�� �e 
�slo P �n�Q�n�� � je
d�liteln� 
�slem p pro ka�d� cel� 
�slo n�

J�n Maz�k

�e�en�� Uk��eme� �e polynom Q�x� � P p���x� m� po�adovan� vlastnosti�
Jeliko� P �x� m� celo
�seln� koe�cienty� potom Q�x� m� celo
�seln� koe�	
cienty� D�le pro ��dn� cel� 
�slo n nen� 
�slo P �n� d�liteln� p� proto podle
mal� Fermatovy v�ty prvo
�slo p d�l� 
�slo P p���n� � � � P �n�Q�n� � ��
co� jsme m�li dok�zat�
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Pozn�mka� ,e�itel�� kte�� poslali ne�pln� �e�en�� dokazovali� �e za podm�	
nek �lohy 
�slo p d�l� �pro v�echna cel� 
�sla n� 
�slo P �n��P ���� p��padn�
ekvivalentn� tvrzen�� To v�ak neplat�� Sta
� uv��it p � � a P �x� � x� � ��

Spr�vn� �e�en� zaslali$ David Bainar� Dominik T
lupil a Jakub Van�ura�
v�ichni z G v Brn�� t�� Kpt� Jaro�e� Zuzana Bor�iov� z G v Teplic�ch�
Ond�ej Bouchala z G v Hav��ov�� Komensk�ho� Eva Gocn�kov� z GJ-
v P�erov�� Alena Harlenderov� z SGO v Olomouci� David Hru�ka z G
v Plzni� Mikul��sk� n�m�� Michal Kopf z SG v Opav�� Tom�� Kubelka�
z G v +amberku� N�dra�n�� Le Anh Dung z G v Tachov�� Jan Mikel z G
v Ro�nov� p� R�� Michal Opler z MG ve Vset�n�� Lenka Star� z G v )�
Bud�jovic�ch� J�rovcova� Pavel Trutman z GMK v B�lovci a 	t
p�n 	imsa
z GJJ v Litom��ic�ch�

Ne�pln� �e�en� zaslali$ Karol Gajdo� z Trnavy� Jozef M�sz�ros z Jelky
a Ji�� Steckbauer z Kv�tn��

Pavel Cal�bek

XVI� semin�� o �loso�ck�ch ot�zk�ch matematiky a fyziky

Komise pro vzd�l�v�n� u�itel� matematiky a fyziky J#MF a Gymn�zium Velk�
Mezi���� po��daj� ve dnech 	�� � 	
� srpna 	��	� Gymn�zium Velk� Mezi���� ji� tradi�n�
semin�� o $loso$ck�ch ot�zk�ch matematiky a fyziky�

Obsahem semin��e budou nejen $loso$ck� t�mata souvisej�c� s na�imi obory� ale
obecn� popul�rn� p�edn��ky s matematickou a fyzik�ln� tematikou a zamy�len� nad
v�ukou nejen matematiky a fyziky� Z tradi�n�ch p�edn��ej�c�ch m��eme uv�st nap��
tyto kolegy� J� Podolsk�ho� J� Langera� J� �im�i� D� Hrub�ho� Objev� se v�ak i nov�
jm�na 
nap�� J� Ch
la� I� Jex� S� �tech� S� Pr��a��

Semin�� se bude konat v aule Gymn�zia Velk� Mezi����� Ubytov�n� je zaji�t�no
v Domov� ml�de�e St�edn� �koly �emesel a slu�eb Velk� Mezi����� P�edb��n� $nan�n�
n�klady� vlo�n� ��� K�� ubytov�n� 	�� K� za noc�

Pro ��astn�ky bude vyd�na p�edsemin�rn� bro�ura 
v elektronick� i v pap�rov�
form�� s podrobn�m programem� P�ihl��ku a aktu�ln� informace je mo�no z�skat na
semin�rn� adrese�

http���www�gvm�cz�cs�seminare�
mail� trojanek%gvm�cz�
RNDr� Ale� Troj�nek� PhD�� Gymn�zium Velk� Mezi����� Sokolovsk� 	��	
��
��� �� Velk� Mezi����

�

 Matematika � fyzika � informatika �� ���������


