MATEMATIKA

Pompeiuova véta

JAROSLAV SVRCEK - PAVEL CALABEK

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Problematika prispévku, ktery obsahuje mj. kompletni dikaz tzv. Pom-
peiuovy véty, je urCena predeviim vSem zdjemcim o elementarni planime-
trii a dale tém ucitelim matematiky, kteri se podileji na praci s matema-
tickymi talenty.

Véta 1 (Dimitrie Pompeiu')

Necht X je libovolny bod roviny rovnostranného trojihelniku ABC),
ktery nelezi na kruznici jemu opsané. Pak z tsecek AX, BX a CX lze
sestrojit trojihelnik.

Vzhledem k tomu, Ze je znamo nékolik snadnych dikazt uvedené pla-
nimetrické véty pro libovolny bod X rovnostranného trojihelniku ABC,
ktery je rtizny od jeho vrcholti, uvedeme v tomto prispévku nejprve tii
z nich. Tyto diikazy lze pritom vhodné uplatnit primo v praci s matema-
tickymi talenty na stfednich $koldch. Prvni dva z nich jsou pfevzaty z [4],
tieti z [2].

Je-li X vnitfnim bodem libovolné strany uvazovaného trojihelniku, je
dikaz trividlni. Uvazujme nyni libovolny vnitini bod X rovnostranného
trojihelniku ABC.

'Rumunsky matematik (1873-1954), ktery svymi vysledky p¥ispél k rozvoji v oblasti
teorie funkci komplexni proménné.
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Obr. 1 Obr. 2

Pruni dikaez je zalozen na vyuziti metody extremdlniho prvku. Jedna
z GseCek AX, BX, CX je nejdelsi (jedna z nejdel$ich). Bez Gjmy na obec-
nosti predpokliddejme, Ze je to tsecka AX. Oznacime-li a délku strany rov-
nostranného trojihelniku, snadno vidime, ze |[AX| < a. Pro délky stran
trojihelniku BCX plati trojahelnikovd nerovnost (obr. 1)

|IBX|+|CX|>a>|AX]|, tj. |BX|+|CX]|>]|AX],
kterd dokazuje existenci trojihelniku o stranich AX, BX,CX.

Jing dikaz. Uvazujme libovolny vnitini bod X rovnostranného troja-
helniku ABC, kterym vedme rovnobézky s stranami uvazovaného rovno-
stranného trojihelniku ABC'. Jejich priseciky se stranami BC,CA, AB
ozna¢me po fadé Ay, By, C; (obr. 2). Snadno se nyni vidi, ze AC4 X B,
je rovnoramenny lichobéZnik se zdkladnami ACy a X By. Jeho thlopticky
jsou proto shodné, tj. plati |AX| = |B;C}|. Analogicky lze postupovat
také v pripadé rovnoramennych lichobéZzniki BA; XC; a CB; X Ay, kde
|IBX| = |C1A1| a |CX| = |A1By]. Vzhledem k existenci trojuhelniku
A1 B1Cy se stranami shodnymi s Gseckami AX, BX,CX je tvrzeni tlohy
dokézano.

Posledni dikaz. V roving trojuihelniku ABC uvaZujme otoceni
R(B,—60°), kde X » X', A~ C a C +— C' (obr. 3).
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Obr. 3

Vzhledem k tomu, ze
[AX|=|CX"] a  |XX'|=|BX]|,
mé trojihelnik CX X' délky stran shodné s délkami tsecek AX, BX,CX.

Tim je existence trojihelniku s danymi délkami stran prokazana.

Tento dukaz lze uplatnit také pro libovolny bod X, ktery lezi vné rov-
nostranného trojihelniku ABC'. Snadno lze navic ukéizat, ze pokud bod
X lezi na kruznici opsané trojihelniku ABC, pak X spolu se svym obra-
zem X' a nékterym z vrchold trojthelniku ABC' (v piipadé otoceni jako
na obr. 3 — s vrcholem C) lezi na téZe piimce, coz potvrzuje neexistenci
trojihelniku s danymi délkami stran.

K dikazu Pompeiuovy véty v obecném pripadé vede mj. pouziti znamé
Ptolemaiovy nerovnosti, viz nap¥. [1], [3] nebo [4]. P¥ipomefime jeji znéni.

Véta 2 (Ptolemaiova nerovnost)
V libovolném ¢tytrtahelniku K LM N plati nerovnost
|KL|-|MN|+|LM|-|NK| > |KM|-|LNY,
pri¢emz rovnost nastava, pravé kdyz c¢tyiahelnik K LM N je tétivovy.
Aplikace této nerovnosti pro libovolny ¢tyithelnik (nikoliv nutné kon-

vexni), jehoZz vrcholy jsou body A, B,C, X, kde ABC' je uvazovany rov-
nostranny trojuhelnik, vede bezprostiedné k dikazu Pompeiuovy véty pro
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libovolny bod X roviny trojihelniku ABC'. Pfi vyuziti Ptolemaiovy nerov-
nosti je vSak nutno nejprve zajistit, aby jedna z tisecek KM, LN v Pto-
lemaiové nerovnosti byla nejdelsi (jedna z nejdelsich) z Gseéek AX, BX,
CX. Pokud naptiklad X je libovolnym bodem thlu ASB, kde S je stie-
dem kruznice opsané trojihelniku ABC, a soucasné lezi vné trojihelniku
ABC (obr. 4), je CX nejdelsi (jedna z nejdelsich) z uvaZovanych ti{ tisecek.
Podle Ptolemaiovy nerovnosti pak plati

|AX|-|BC|+ |BX|-|CA| > |CX]|-|AB|, tj. |AX|+|BX|>|CX]|.

- \w»

Obr. 4

Podle dodatku véty 2 vSak Ptolemaiova nerovnost prechazi v rovnost,
pravé kdyz bod X lezi na kruznici opsané trojithelniku ABC, tj. v ptipadé,
kdy body A, B, C' a X jsou vrcholy tétivového ¢tyFuhelniku (obr. 5).
Pokud v8ak bod X nelezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC, plati
ostra nerovnost, tedy

|AX|+ |BX| > |CX]|,

ktera zajistuje existenci trojihelniku o strandch AX, BX, CX (s nejdelsi
stranou C'X).
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X

Obr. 5

Podobné lze postupovat také v piipadé, kdy bod X lezi v ihlu BSC,
resp. v thlu CSA, vné trojihelniku ABC. Pak nejdelsi (jednou z nejdel-
Sich) z uvazované trojice tsecek je AX, resp. BX.

K dikazu Pompeiuovy véty lze také piimo vyuzit Ptolemaiovu nerov-
nost pro trojici ¢tyfahelniki AX BC, ABXC, ABCX, kde X je libovolny
bod roviny rovnostranného trojihelniku ABC, ktery nelezi na kruZnici
jemu opsané.

Poznamka. Pokud trojihelnik ABC neni rovnostranny, pak v jeho ro-
viné existuje v dopliku ke kruznici jemu opsané vzdy takovy bod X, ze
z tsefek AX, BX, CX trojihelnik sestrojit nelze.

Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpoklddat, ze strana AB je nejkratsi
stranou, popf. jednou ze dvou nejkrat$ich stran trojihelniku ABC a sou-
Casné AC je nejdelsi stranou (jednou ze dvou nejdelsich stran) trojihel-
niku ABC'. S ohledem na uvedeny ptedpoklad je t¥eba rozlisit nasledujici
tri pripady:

a) |AB| < |BC| = |CA|
b) |4B| = |BC| < |CA|,
c) |AB| < |BC| < |CA].

V kazdém z uvedenych tii piripadd 1ze hledany bod X najit vzdy uvnit¥
strany AB. Jednotlivé pfipady je v8ak tfeba posoudit oddélené. Jejich

Matematika - fyzika - informatika 21 2011/2012 389



detailni provedeni ponechavame zajemciim o tuto problematiku. Pokud
napf. v pfipadé c¢) pro ostrothly trojihelnik ABC' uvaZujeme libovolny
vnitini bod X uasecky AB’', kde |BC| = |B'C| (obr. 6), evidentné& plati
|AB| = |AX| + |BX| < |CX]|, coz ale znamend, Ze neexistuje trojahel-
nik o stranidch AX, BX, CX. Podobné lze postupovat také v pravoihlé
a tupothlé trojahelniky ABC' v ptipadé c).

C

A X B B

Obr. 6

Detailni zdivodnéni tvrzeni, které je uvedeno v pozndmce za vétou 2
pro piipady a) a b), ponechdvame zdjemcim o tuto problematiku.
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Ulohy MO pro patnactileté v Polsku

JAROMIR SIMSA

Prirodovédecka fakulta MU, Brno

Zatimco u nds Matematickd olympidda (MO), nejstarsi predmétova
soutéz na zakladnich a stfednich Skolach, zaznamenava ve gkolnim roce
2011/2012 jiz sviyj 61. ro¢nik, v sousednim Polsku méa soucasny ro¢nik stej-
nojmenné soutéze (s polskym nazvem Olimpiada Matematyczna a zkratkou
OM) dokonce potradové ¢islo 63. Charakter této soutéZe je nejen v téchto
dvou, ale i v fadé dalSich zemich dobfe zndm: zapoli se v feSeni nestan-
dardnich dloh v omezeném case formou zapisi uplnych postupi, avah
a vypoctii. Mezi obéma olympiddami v Ceské republice a Polsku je vak
zasadni rozdil: u nas jsou soutézici rozdéleni do fady vékovych kategorii (ti1
pro stiedoskoldky a péti pro zaky zdkladnich §kol nebo nizsich gymnézif),
aby v soutéznich kolech mohli fegit Glohy ,pfimérené svému véku“. Pol-
skd OM je v8ak soutéz jednotnd, v niz ,v jediné kategorii“, tj. bez rozdilu
véku mezi sebou soutézi zaci v8ech roénikl stiednich gkol (v Polsku t¥ile-
tych), az jsou na to dobie pfipraveni. Ulohy z poslednich let a podrobnosti
o organizaci polské OM lze nalézt na strankach www.om.edu.pl.

Mladsi Poléci, ktefi pro soutézeni v OM jesté nejsou vyzrali, maji samo-
zfejmé moznosti pomérit své matematické schopnosti v jinych soutézich,
obdobnych tfeba nasi Pythagoriddé. Tak se ve $kolnim roce 2005/2006
v Polsku rozbéhla nova soutéz, tentokrat spole¢na pro vsechny zaky, kteri
dosud nenastoupili ke studiu na stfedni skole. T¥eti slovo z jejiho polského
nazvu Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistéw, ve zkratce OMG, zaslu-
huje, aby bylo ¢eskému ¢tenari vysvétleno. K tomu ponékud $ifeji pozna-
menejme, ze polsky systém jednotného zékladniho (9letého) vzdélavani byl
prolomen teprve v roce 1999, kdy byly po celém Polsku otevieny vybérové
trileté skoly s nazvem gimnazjum, které odpovidaji nasim niz§im gymné-
ziiim. Privlastek ,nizsi“ v Polsku ov8em neméd smysl, nebot tamni davno
existujici tiileté stfedni skoly (odpovidajici ¢eskym ¢tyFletym gymndziim)
nesou nazev liceum. Tim je pravy vyznam polského terminu gimnazjalista
objasnén. Pro zajimavost dodejme, Ze polské stiedni skolstvi se v oficidl-
nich dokumentech nazyva jako ponadgimnazjalne (¢ili ,nadgymnazidlni“).
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Zminénou (pomérné novou) polskou soutéz OMG miZeme piirovnat ke
kategoriim Z9 nebo C nasi MO. Vyznamny rozdil oviem spo¢iva v tom, Ze
OMG nekonéi jako nase kategorie Z9 a C krajskym kolem, nybrz vrcholi
tfidennim ustfednim kolem, konanym prozatim vzdy ve VarSavé, a to za
ucasti cca 150 soutézicich z celého Polska. Takovou vyznamnou akci pro
patnactileté talentované zaky mtzeme nasim sousedim urcité zavidét; jeji
spolecenskou prestiz dokresluje i skutecnost, ze na zavéreéném slavnost-
nim vyhlageni vitézt (lauredtia) OMG byl zatim pokazdé osobné pfitomen
i polsky ministr Skolstvi. Podrobnosti o organizaci OMG i jeji tlohy na-
jdete na strankich www.omg.edu.pl.

Podivejme se nyni na tlohy, které byly v dosavadnich sedmi roc¢nicich
polské OMG jejim tcastnikiim zadavany. Je jisté zajimavé posoudit napln
tloh, které je mozné fesit s minimem matematickych znalosti (danym os-
novami zdkladnich 8kol), jez v8ak musi byt zdroven natolik obtizné, aby
i v elitnim vybéru 150 nejlepsich patnactiletych zakd 40milibnového na-
roda mohly soutézici vykonnostné rozlisit. (Jak je tomu pfi matematickych
olympiadach obvyklé, zaci jsou hodnoceni vyluéné podle bodovych ziski
za podand FeSeni, neprihlizi se tedy napriklad k tomu, jak Zaci brzy reSeni
pfed koncem stanoveného ¢asového limitu odevzdaji.) Vybrané tlohy jsou
tematicky rozdélené na algebraické (A), geometrické (G), ¢iselné-teoretické

(C) a kombinatorické (K).

Zadani tloh

A1 Pro libovolna kladné ¢éisla a, b, ¢ zdivodni nerovnost

a b c

1 T oD T @r DB Dern) <

A2 Plati-li pro kladna realna ¢isla a a b

a;bzvab—l—S,

nemohou byt obé ¢isla a,b racionalni. Vysvétli.
A3 V oboru lichych pfirozenych ¢isel fes rovnici

a-I-c—b_a

b+c—a b’
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G1

G2

G3

C1

C2
C3

K1

K2

K3

A1l

A2
A3

Konvexni pétitthelnik ABC'DE mé oba vnitini thly p#i vrcholech B
a D pravé. Vysvétli, pro¢ obvod trojihelniku ACE neni mensi nez
dvojnasobek délky uhlopticky BD.

Uvnit¥ trojihelniku ABC je zvolen bod P. Body D, E, F' jsou obrazy
bodu P v soumérnostech po fadé podle piimek BC, CA, AB. Za
predpokladu, Ze trojuhelnik DEF' je rovnostranny, vysvétli, pro¢ se
ptimky AD, BE a C'F protinaji v jednom bodé.

Uvnitt strany AB rovnobézniku ABC D je zvolen bod E, uvnit¥ strany
AD je vybran bod F. P¥imka EF protne piimky BC a CD po fadé
v bodech P a Q. Zdivodni, proc¢ trojihelniky CEF a AP(Q maji stejné
obsahy.

Existuji prirozena ¢isla a, b, ¢, d takovéa, ze z nich sestaveny soucin

(a+b)(b+c)(c+d)(d+a)

je cislo, jehoZ zapis v desitkové soustavé konc¢i dvojéislim 10?7

Najdi vS8echny trojice prvocisel p,q,r tak, aby platily obé rovnosti
g=p>+6ar=q>+6.

Vysvétli, pro¢ rovnici a® + 3b% = ¢ vyhovuje nekone¢né mnoho tro-
jic pfirozenych ¢isel a, b, c.

Urdi, kolik je vSech patnactimistnych pfirozenych ¢isel N s vlastnosti:
kazdé tti vedle sebe stojici ¢islice ¢isla IV jsou navzajem ruzné a pritom
jedna z nich je nula.

Kazdy bod roviny je obarven jednou ze dvou barev — bud éervenou,
nebo modrou. Zdtvodni, pro¢ néktery pravoihly rovnoramenny troj-
thelnik v této roviné ma vsechny tii vrcholy stejné barvy.

Skupina 21 redlnych ¢isel ma tuto vlastnost: soucet kazdych jedenacti
Cisel je vétsi nez soucet zbylych deseti. Vysvétli, pro¢ vSech 21 ¢isel je
kladnych.

Odpovédi a navody k fesSeni tloh

Vynasobenim obou stran dané mnerovnosti kladnym cislem
(a +1)(b+ 1)(c+ 1) a provedenim ekvivalentnich Gprav dostaneme
evidentni nerovnost 0 < 1.

Danou rovnost upravte na |a — b| = 2v/3.

Po odstranéni zlomkt dostaneme (a — b)(a +b— ¢) = 0, pfitom druhy
Cinitel je liché &islo, takZze vyhovuji pravé trojice (a,b,¢) = (a,a,c)
s libovolnymi lichymi a, c.
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G1

G2

G3

C1

C2

C3

K1

K2

K3

Je-li K stfed AB a L stied CE, plati oacr = 20k ¢ Protoze |[CK| =
= |BK| a |CL| = |DL|, je obvod AKLC roven délce lomené ¢ary
BKLD, kterd vSak neni mensi ne7 vzdalenost |BD| jejich krajnich
bodd B a D.

Od bodt E a F m4 stejné vzdalenosti nejen bod D, ale i bod A (nebot
|AE| = |AP| = |AF). Piimka AD je proto osou tsecky EF'. Podobné
BE je osa FFD a CF je osa DE, takze pfimky AD, BE a CF se
protinaji v bodé, ktery je stfedem kruznice opsané trojihelniku DEF'.
Oznacte v, w po fadé vzdalenosti bodi A,C od pfimky PQ. Z dvo-
jic trojahelniki podobnych podle véty uu odvodte iméry v : w =
= |AF| : |CP| = |EF| : |PQ|. Odtud jiz plyne potfebna rovnost
|PQ|-v=|EF|- w.

Ne. Souéin (a+b)(b+ ¢)(c+d)(d+ a) mé byt délitelny dvéma, nikoliv
vSak Ctyrmi, takze pravé jeden ze Ctyt ¢initelt musi byt sudy a ostatni
tfi jsou licha ¢isla. Pak by ovSem soucet v8ech ¢tyt Ciniteli byl lichy,
je to vSak sudé ¢islo 2(a + b+ ¢ + d).

Jediné fefeni je (p,q,r) = (5,31,967). Ziejmé nemize byt ani p = 2,
ani p = 3. Je-li p > 7, kon¢i p jednou z ¢islic 1, 3, 7 nebo 9, v kazdém
z téchto ¢tyt piipadi je oviem jedno z ¢isel g = p> + 6 ¢ir = ¢> +6
délitelné péti.

Z jednoho uhodnutého feseni (a,b,c) = (1,1,2) vytvofime nekoneéné
mnoho dalsich (a,b,c) = (n%,n,2n%), kde n je libovolné piirozené
¢islo.

Hledany pocet je 18 - 8. Vyhovujici ¢isla N jsou dvojiho druhu, a to
bud .0..0..0..0..0., nebo ..0..0..0..0..0, kde tecky oznacuji
mista nenulovych ¢islic. Vybirejme je po tadé zleva doprava a po-
¢itejme moznosti podle kombinatorického pravidla soucinu.

Vyberme dva body A, C rizné barvy a uvazme ¢tverec ABC D se stie-
dem S. Maji-li body B a D stejnou barvu, vyhovuje bud AABD, nebo
ABCD. V opatném pripadé vyhovuje AXY S, kde XY je vhodna
strana ¢tverce ABC'D.

Ozna¢me z libovolné ¢islo skupiny, A soucet deseti dalsich ¢isel a B
soucet zbylych deseti ¢isel. Se¢tenim nerovnosti z+A > Bax+B > A
jiz dostaneme kyzeny zavér z > 0.

394
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Znalost problematiky penzijniho
pripojisténi — nezbytna soucast
finan¢ni gramotnosti (I. ¢ast)

VLADIMIRA PETRASKOVA
Pedagogické fakulta JCU, Ceské Budgjovice

Uvod

V ¢lancich [2] a [3] jsme se zabyvali problematikou finan¢nich produkta,
které slouzi k ziskdni pot¥ebnych finanénich prost¥edkt (konkrétné spo-
tiebitelskymi a hypoteénimi Gvéry). Téma finan¢nich produkti je také
zahrnuto do standardi finanéni gramotnosti, které byly vymezeny v do-
kumentu [4]. Tyto standardy byly jiz plné implementoviny do ramcovych
vzdélavacich programi pro gymnézia a stiedni §koly prostrednictvim vzdé-
lavacich oblasti Clovek a svét price a Matematika a jeji aplikace. Oblast
Clovék a svét price definuje znalosti a dovednosti tykajici se naklddani
s finan¢nimi prostiedky, trzni ekonomiky, ndrodniho hospodaistvi a tlohy
statu v ekonomice, které studenti gymnazii a stfednich odbornych kol
maji ziskat. Oblast Matematika a jeji aplikace pak uvadi potifebny mate-
maticky aparat, ktery studenttim umozni pochopeni zdkonitosti fungovani
finan¢nich vztaht a analyzu nabizenych produkt.

V tomto ¢lanku se sezndmime s dal§im finanénim produktem, a to pen-
zijnim pripojisténim se statnim prispévkem. Déle uvedeme zakladni ma-
tematicky aparat, ktery je potiebny pro feSeni Gloh zabyvajicich se té-
matikou penzijniho pfipojisténi. Ctenaf by mohl vznést otdzku, zda ma
smysl se v dobé pfipravy dichodové reformy timto produktem zabyvat.
Na tuto otdzku muzeme déat kladnou odpovéd, nebot penzijni pfipojis-
téni se statnim prispévkem bude tvorit tzv. tfeti pilit duchodové reformy.
Ptipomenme, Ze prvnim pilifem je stavajici povinny pribézny statni sys-
tém, do kterého je odvadén prispévek na diichodové pojisténi v zakonem
stanovené vysi. Druhym pilifem bude dobrovolné sporeni u soukromych
penzijnich spolecnosti, do kterych budou moci lidé prevadét ze statniho
priibéZzného systému 3 % z odvedeného socidlniho pojisténi a dalsi 2 % ze
svého vymeétrovactho zakladu mzdy.
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Zakladni charakteristika penzijniho pFipojisténi

V této casti clanku uvedeme piehled zakladnich vlastnosti penzijniho
pripojisténi se statnim prispévkem. Studenti gymnazii jsou s nim sezné-
meni ve vzdélavaci oblasti Clovék a svét price.

Vzhledem k pfipravované diichodové reformé, jejiz soucasti je i penzijni
pripojisténi, dochézi u tohoto produktu k uréitym zménam. Zmény, které
byly schvaleny do konce ¢ervence 2011, jsou v tomto ¢lanku jiz zahrnuty.
Prehled zakladnich informaci o penzijnim pFipojisténi
¢ Vklady nejsou pojistény.

o Maximalni ro¢ni statni prispévek je v soucasné dobé 1800 K¢. Vyse stat-

niho pfispévku je uvedena v tabulce 1 (tabulka je platnd do 1. 1. 2013).

Tab. 1 VysSe statniho prisp&vku penzijniho p¥ipojisténi do 1. 1. 2013

Vyse prispévku tcéastnika v K& Vyse statniho prispévku v K&
100 az 199 50 + 40 % z ¢astky nad 100 K&
200 az 299 90 + 30 % z ¢astky nad 200 K&
300 az 399 120 + 20 % z ¢astky nad 300 K¢
400 az 499 140 4+ 10 % z &astky nad 400 K&
500 a vice 150 K¢

Od 1. 1. 2013 dojde v ramci dachodové reformy ke zméné vysSe stat-
niho pFispévku (viz tabulku 2). Maximalni ro¢ni statni piispévek se zvysi
z 1800 K¢ na 2760 K¢.

Tab. 2 VysSe statniho prisp&vku penzijniho pf¥ipojisténi od 1. 1. 2013

Vyse prispévku tcéastnika v K¢

Vyse statniho prispévku v K&

100 az 299 0 K&
300 aZz 999 90 + 20 % z ¢astky nad 300 K&
1 000 a vice 230 K&

e Danova tspora mize dosdhnout az 1800 K¢ ro¢né. Za soucasnych pod-
minek se maximalni ro¢ni danové uspory, tj. 1800 K¢, dosdhne pti mé-
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siéni tlozce 1500 Ké. Od 1. 1. 2013 bude maximélni roéni danova tspora
(opét 1800 K¢) dosazena pii mésicni tlozce 2000 K¢.

e Vklady z penzijniho pfipojisténi (véetné statnich prispévka a vynosi)
mohou byt vyplaceny jednordzové nebo postupné formou dozivotni
penze. V soucasné dobé probihaji diskuze kolem jednordzového vyrov-
nani. Zatim nebylo rozhodnuto, zda tato forma vyplaty penzijniho pii-
pojisténi bude zrusena.

e Vynosy z piispévkl ticastnika i ze statnich podpor jsou zdanény 15 %,
ale az v den jednorazového vyrovnani nebo v prubéhu vyplaceni penze.

e V pripadé sjednani pouze starobni penze, muzeme penize vybrat nej-
dfive za 5let a az po dosazeni 60 let.

e V piipadé, ze ke starobni penzi mame sjednanu vysluhovou penzi, mu-
zeme penize vybrat pifed dosazenim 60 let, ale az po 15 letech, a to ve
vysi maximélné 50 % z nasporené ¢astky.

e Roc¢ni zhodnoceni vkladu se kazdy rok 1isi v zavislosti na hospodareni
fondu.

e Penzijni pfipojisténi ma garantovany vynos. Penzijni fondy nemohou ze
zakona pripsat zaporné zhodnoceni. Tato skutecnost plati pro i¢astniky,
konce roku 2012 a nebudou mit zajem nic ménit. Vyhodu garantovaného
vynosu ztrati, pokud dobrovolné prestoupi do jednoho ze ¢tyt novych
penzijnich fonda ve tfetim pilifi.

Ziakladni matematicky aparat

V hodinach matematiky jsou studenti seznameni se zédkladnimi vzorci
finan¢ni matematiky, a to v u¢ivu aritmetickd a geometricka posloupnost.
V této casti ¢lanku si odvodime nékteré vzorce, které studenti potiebuji
pri feSeni Gloh tykajicich se penzijniho pfipojisténi. Vzhledem k tomu,
7e penzijni pripojisténi je vlastné spofeni, budeme odvozovat vzorce pro
sporeni.

Konkrétneé:

Kratkodobé spoteni predlhitni: na zacatku kazdé m-tiny roku ukladame
¢astku x K¢ pri roéni arokové mire i vyjadiené desetinnym ¢islem a s roc-
nim arokovacim obdobim.

Nasporenéa castka je

m+1

s=mea- (14+2504), 1)

2m
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kde S = celkovd nasporend ¢astka, m = pocet tlozek b&hem roku,
x = ulozka, kterd je uklddand na zacatku kazdé m-tiny roku, ¢ = rocni
urokova sazba vyjadrend jako desetinné ¢islo.

Dlouhodobé sporeni polhutni: po dobu n let ukladdme na konci kazdého
roku ¢astku a K¢ pfi roéni tirokové mire ¢ vyjadiené desetinnym cislem
a s rocnim drokovacim obdobim.

Nasporena castka je

=g LFI" -1 2)

7

kde S = celkova nasporend ¢astka, a = ro¢ni tlozka, kterd je ukladana na
konci roku, n = pocet let spofeni, i = ro¢ni irokova sazba vyjadirend jako
desetinné ¢islo.

Kombinace kratkodobého a dlouhodobého sporeni pri spoteni predlhiit-
nim: po dobu n let ukladame na zac¢atku kazdé m-tiny roku ¢astku 2 K¢ pri
ro¢ni arokové mire ¢ vyjadrené desetinnym c¢islem a s ro¢nim trokovacim
obdobim.

Nasporend c¢astka je

1 1+ -1
S=m-w-<1+&-i>-%, (3)
2m ]
kde S = celkova nasporend castka, m = pocet uUlozek béhem roku,

x = ulozka, kterd je uklddand na zacatku kazdé m-tiny roku, n = po-
Cet let sporeni, i = ro¢ni Grokova sazba vyjadrena jako desetinné cislo.

Pozndmka. Ve vzorcich (1), (2) a (3) neni zohlednéna dan z trok, kterd je
v soucéasné dobé 15 %. Diivod je, jak jiz jsme v prvni éasti ¢lanku pozname-
nali, Ze iroky z prispévkil tcastnika i ze statnich podpor jsou u penzijniho
pripojisténi zdanény az v den jednorazového vyrovnani nebo v priitbéhu
vypldceni penze. Pokud bychom uvaZzovali klasické spofeni (nap¥. spotici
ucet, stavebni spofeni), museli bychom dafi z Groka ve vzorcich (1), (2)
a (3) zohlednit. To znamend nahrazeni rokové miry ¢ Cistou Grokovou
mirou 0,85 - .

Odvozeni vyse uvedenych vzorct ukazeme na konkrétnich ptikladech,
které posléze zobecnime.
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Kradtkodobé spoteni predlhitni

Priklad 1

Pan Vesely se rozhodl, ze na zacatku kazdého mésice bude ukladat
1000 K¢ na Géet s rofni trokovou mirou 3 % a s rofnim trokovacim
obdobim. Jak vysoka castka bude na U¢tu za jeden rok? Dan z aroku
neuvazujme.

Reseni: Pan Vesely bude mit po roce na ti¢tu vlozené penize a tiroky z jed-
notlivych alozek. Uroky budeme poéitat na zakladé jednoduchého tiroko-
vani, nebot se pohybujeme v ramci jednoho trokovaciho obdobi.

Tab. 3 Uroky z jednotlivych tloZek

Poradi Doba vyjadfena ve zlomcich Urok (v K&)

uloZek roku, po kterou je tloZka tirofena
1 124 1000 - 120,03
2 i 1000 -4 .0,03
3 1 1000 - 120,03
4 2 1000 - 2 0,03
5 £ 1000 - £ 0,03
6 = 1000 - 5 - 0,03
7 5 1000 - £ -0,03
8 3 1000 - 2 0,03
9 = 1000 - 75 - 0,03
10 2 1000 - 2 0,03
11 2 1000 - 2 0,03
12 = 1000 - L 0,03
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Celkové tiroky U z jednotlivych tlozek ¢ini

12 11 10
U:IOOO-E-0,03+1000-E-0,03+1000-—-0,03+

12
g003+1000§003+1000—
12 7 ’ 12
E-003+1000-E-003+1000-i-003+
12 7 ’ 12 7
3 0,03 + 1000 2 0,03 + 1000 L 0,03
12 7 ’ 12 7

+1000- -0,03 +

+ 1000 -

+ 1000 -
. 1 VR y "
Po vytknuti vyrazu 1000 - 17 0,03 z kazdého c¢lenu souctu obdrzime

1
U=1000-E-0,03-(12+11+10—|—9+8—|—7+6+5+4—|—3+2—|—1).

Pro urceni sou¢tu (12+114+104+9+8+74+6+5+4+3+2+1) pouzijeme
vzorec pro soulet prvnich 12 ¢lend aritmetické posloupnosti (n)3°, kde
a; = ]., 12 = 12:

(a12 + al) -12 (12 + ].) -12

2 n 2

S12 =

Tedy
1 (12+1)-12
-1 L S St
U 000 12 0,03 >
Po roce bude mit pan Vesely na G¢tu castku

S = vlozené penize + troky,

1 12+1)-12
S =12-1000 + 1000-—-0,03-¢,

12 2
(12+1)-12

=12-1 (1
S 000 <—|— 912

> = 12000 + 195 = 12195 K¢.
Zadani prikladu 1 nyni zobecnime.
Priklad 2

Pan Vesely se rozhodl, Ze na zacatku kazdé m-tiny roku bude ukladat
z K¢ na Get s rofni trokovou mirou ¢ (vyjadieno desetinnym ¢islem)
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a s roénim urokovacim obdobim. Jak vysoka ¢astka bude na Gctu za jeden
rok? Dan z irokt neuvazujme.

Reseni: Uroky z jednotlivych tlozek budeme opét poéitat na zékladé jed-
noduchého trokovani (viz tabulku 4).

Celkovy urok ¢ini

1 1 1 2
U=z-i-m-—+z-i-(m-1)- —4z-i-(m=2)- —+... 4z -7 - —+
m m
1 1
+z-i-—=z-i-—-(m+(m-1)+(m—-2)+ ... +2+41) =
m m
1 m-(m+1)
=z-i-—- :
m 2

Na konci roku bude mit pan Vesely k dispozici ¢astku

1 w:m.x.<1+m+1 Z) Ke.

S = . .
mx+xzm 5 o

Tab. 4 Uroky z jednotlivych tloZek

Poiadi |Doba, po kterou je tilozka tiroéena Urok (v K&)
alozek
1 m - L T-i-m--L
m m
2 (m—l)-% xz(m—l)%
3 (m-2)-L z-i-(m-2)- L
m—1 2 r-i-2
m m
m L z-i- L
m m

Dlouhodobé spoteni polhitni

Priklad 3

Pan Vesely ukladd ke konci kazdého roku c¢astku 12000 K¢ na tcet
s ro¢ni trokovou mirou 2 % a s ro¢nim tGrokovacim obdobim. Jak vysokou
castku bude mit na G¢tu za 5 let? Dan z Groki neuvazujme.
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Reseni: Pti vypoctech budeme vychazet z principt slozeného tirokovani.

Céastka na konci 1. roku:
Céastka na konci 2. roku:

Castka na konci 3. roku:

Céastka na konci 4. roku:

12 000 Ke¢.

castka vlozend koncem 1. roku s hrubym tro-
kem za 2. rok + cCastka vlozend na konci 2. roku:
12000 - (0 4+ 0,02) K¢ +12000 K¢.

castka vlozend koncem 1. roku s hrubym arokem
za 2. a 3. rok + c¢astka vlozend na konci 2. roku
s hrubym vynosem za 3. rok + castka vlozené
na konci 3. roku:

12000 - (1 4+ 0,02)%2 Ké +12000 - -(1 + 0,02) K&
+ 12 000 K¢.

castka vlozend koncem 1. roku s hrubym tro-
kem za 2., 3. a 4. rok + c¢astka vlozena na konci
2. roku s hrubym vynosem za 3. a 4. rok + c¢astka
vloZzena na konci 3. roku s hrubym trokem za
4. rok + castka vlozend ke konci 4. roku:

12000 - (1 4 0,02)* K&+ 12000 (1 + 0,02)* Ké+

+12000- (1 4+ 0,02) K&+ 12000 K¢.

Céastka na konci 5. roku:

¢astka vlozena koncem 1. roku s hrubym trokem
za 2., 3., 4. a 5. rok + Castka vloZena na konci
2. roku s hrubym vynosem za 3., 4. a 5. rok +
castka vlozena na konci 3. roku s hrubym daro-
kem za 4. a 5. rok + castka vlozend ke konci
4. roku s hrubym drokem za 5. rok + céastka
vlozené ke konci 5. roku:

12000+ (1+0,02)* K&+12000-(1+0,02)* Ké+12000- (1+0, 02)* K&+

+12000- (1 4+ 0,02) K&+ 12000 K¢.

Pro vypocet nasporené ¢astky (= tlozky + troky), kterou bude mit po
péti letech pan Vesely na Uctu, pozijeme vzorec pro soucet prvnich péti
¢lend geometrické posloupnosti

(12 000 - (1 +0,02)"~

402

1\ _ _
. kde a = 12000, ¢ = 1+ 0,02.

n=1
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Tedy

5.1 1 2)5 —1
q :12000.%
—1 14002—1

S = S5 = a1 =62 448,50 Kc.

Pan Vesely bude mit po 5 letech na svém Gc¢tu 62 448,50 K¢.

Opét zadani prikladu 3 zobecnime.

Priklad 4

Pan Vesely uklada ke konci kazdého roku c¢astku a K¢ na cet s ro¢ni
urokovou mirou i (vyjadieno jako desetinné ¢islo) a s roénim trokovacim
obdobim. Jak vysokou c¢astku bude mit na Gc¢tu za n let? Dan z Groku
neuvazujme.

Reseni: V tabulce 5 mame zaznamenany zhodnocené jednotlivé tilozky na
konci n-tého roku. Pti vypoctu jsme pouzili vzorec pro slozené trokovani
(viz napft. [1]).

Tab. 5 Zhodnocené tlozky na konci n-tého roku

Poradi Podet tirokovych obdobi, Zhodnocena tloZka na konci
uloZek po které je tlozka uloZena n-tého roku
1 n—1 a- (14t
2 n—2 a- (1442
3 n—3 a-(1+4)n3
n—1 1 a-(1+1)
n 0 a

v7 v

Na konci n-tého roku pan Vesely obdrzi ¢astku S, kde

S=a-(1+)" " +a-(1+)"?+a - (1+)" 3+ ...

+a-(141i)+a.

K vypoctu naspotené ¢astky S staci zjistit soucet prvnich n ¢lent geome-
trické posloupnosti

(a- (1+ i)”*l)

o0

)

n=1
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ve které plati: a1 = a, ¢ =1 +1.
Tedy

=1 (l4im—1 (1+im—1
T T Ay -1 ¢ i

Pan Vesely bude mit na actu ke konci n-tého roku c¢astku

1+ -1
S:a.%Ka

7

Kombinace krdtkodobého a dlouhodobého spofeni pri spoteni predlhiutnim

Priklad 5

Pan Vesely uklada na zacatku kazdé m-tiny roku =z K¢ na Géet s ro¢ni
urokovou mirou 7 (vyjadieno jako desetinné ¢éislo) a s roénim trokovacim
obdobim. Jak vysokou c¢astku bude mit na Gc¢tu za n let? Dan z Groku
neuvazujme.

Reseni: Na konci kazdého roku bude mit pan Vesely z tilozek, které béhem
roku ulozi, ¢astku

1
Sz:m-x-<1+u-i>.

2m

Jedna se o kratkodobé spoteni predlhitni (viz vzorec (1)). Nyni jsme
ulohu prevedli na dlouhodobé spoteni polhiitni, kdy ke konci kazdého roku
po dobu n let ukladame misto castky a K¢ ¢astku S, K¢é. To znamen3,
7e do vzorce pro dlouhodobé sporeni polhiitni (2) dosadime misto ¢dstky

a K¢ ¢astku S, Ké. Po dosazeni obdrzime

m+1 Z) (1+i)" -1
=t

S=m -1+ ——
mw<+2m

Zavér

V tomto ¢lanku byly podany zdkladni informace ohledné penzijniho
pripojisténi, které by méli studenti gymnazia ziskat jednak ve vzdélavaci
oblasti Clovek a svét price, jednak ve vzdélavaci oblasti Matematika a jeji
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aplikace. Studenti vybaveni pfislu§nymi informacemi, by méli umét po-
soudit, zda t¥eti pili¥ diichodové reformy (stavajici penzijni fondy) je pro
jejich budouci zabezpeceni v dichodu pfinosem.
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime zadani dalsi dvojice Giloh nasi pravidelné rubriky. Jejich feseni
muzete zaslat nejpozdéji do 10. 5. 2012 na adresu: Redakce ¢asopisu MFTI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc. Jejich feSeni lze zaslat také elektronickou
cestou (pouze v8ak v TgXovskych verzich, piip. v MS Wordu) na emailovou
adresu: mfi@upol.cz. Zajimava a originalni feSeni tilloh radi uvetrejnime.

Uloha 187

Je dana tisecka K'L a bod S, ktery na ni nelezi. Najdéte mnozinu vSech
vrcholt B a C rovnostrannych trojihelniki ABC takovych, 7e A € KL
a S je sttedem AB.

Sirka Gergelitsovd
Uloha 188

Najdéte vSechny trojice (a, b, ¢) pfirozenych ¢isel, pro néz je kazdé z éisel
a, b, ¢ délitelem ¢isla, a + b + c.

Robert Geretschliger (Graz)
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