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Problematika p��sp�vku� kter� obsahuje mj� kompletn� d�kaz tzv� Pom�
peiuovy v�ty� je ur�ena p�edev��m v�em z	jemc�m o element	rn� planime

trii a d	le t�m u�itel�m matematiky� kte�� se pod�lej� na pr	ci s matema

tick�mi talenty�

V�ta � �Dimitrie Pompeiu��

Nech
 X je libovoln� bod roviny rovnostrann�ho troj�heln�ku ABC�
kter� nele�� na kru�nici jemu opsan�� Pak z �se�ek AX � BX a CX lze
sestrojit troj�heln�k�

Vzhledem k tomu� �e je zn	mo n�kolik snadn�ch d�kaz� uveden� pla

nimetrick� v�ty pro libovoln� bod X rovnostrann�ho troj�heln�ku ABC�
kter� je r�zn� od jeho vrchol�� uvedeme v tomto p��sp�vku nejprve t�i
z nich� Tyto d�kazy lze p�itom vhodn� uplatnit p��mo v pr	ci s matema

tick�mi talenty na st�edn�ch �kol	ch� Prvn� dva z nich jsou p�evzaty z ����
t�et� z ����

Je
li X vnit�n�m bodem libovoln� strany uva�ovan�ho troj�heln�ku� je
d�kaz trivi	ln�� Uva�ujme nyn� libovoln� vnit�n� bod X rovnostrann�ho
troj�heln�ku ABC�

�Rumunsk� matematik ���	
���
��� kter� sv�mi v�sledky p�isp�l k rozvoji v oblasti
teorie funkc� komplexn� prom�nn��

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ���



�����
����	

Obr� � Obr� �

Prvn� d�kaz je zalo�en na vyu�it� metody extrem�ln�ho prvku� Jedna
z �se�ek AX � BX � CX je nejdel�� �jedna z nejdel��ch�� Bez �jmy na obec

nosti p�edpokl	dejme� �e je to �se�ka AX � Ozna��me
li a d�lku strany rov

nostrann�ho troj�heln�ku� snadno vid�me� �e jAX j � a� Pro d�lky stran
troj�heln�ku BCX plat� troj�heln�kov	 nerovnost �obr� ��

jBX j� jCX j � a � jAX j� tj� jBX j� jCX j � jAX j �

kter	 dokazuje existenci troj�heln�ku o stran	ch AX�BX�CX �

Jin� d�kaz� Uva�ujme libovoln� vnit�n� bod X rovnostrann�ho troj�

heln�ku ABC� kter�m ve�me rovnob��ky s stranami uva�ovan�ho rovno

strann�ho troj�heln�ku ABC� Jejich pr�se��ky se stranami BC�CA�AB
ozna�me po �ad� A�� B�� C� �obr� ��� Snadno se nyn� vid�� �e AC�XB�

je rovnoramenn� lichob��n�k se z	kladnami AC� a XB�� Jeho �hlop���ky
jsou proto shodn�� tj� plat� jAX j � jB�C�j� Analogicky lze postupovat
tak� v p��pad� rovnoramenn�ch lichob��n�k� BA�XC� a CB�XA�� kde
jBX j � jC�A�j a jCX j � jA�B�j� Vzhledem k existenci troj�heln�ku
A�B�C� se stranami shodn�mi s �se�kami AX�BX�CX je tvrzen� �lohy
dok	z	no�

Posledn� d�kaz� V rovin� troj�heln�ku ABC uva�ujme oto�en�
R�B������� kde X �� X �� A �� C a C �� C � �obr� ���
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Vzhledem k tomu� �e

jAX j � jCX �j a jXX �j � jBX j �
m	 troj�heln�k CXX � d�lky stran shodn� s d�lkami �se�ek AX�BX�CX �
T�m je existence troj�heln�ku s dan�mi d�lkami stran prok	z	na�

Tento d�kaz lze uplatnit tak� pro libovoln� bod X � kter� le�� vn� rov

nostrann�ho troj�heln�ku ABC� Snadno lze nav�c uk	zat� �e pokud bod
X le�� na kru�nici opsan� troj�heln�ku ABC� pak X spolu se sv�m obra

zem X � a n�kter�m z vrchol� troj�heln�ku ABC �v p��pad� oto�en� jako
na obr� � � s vrcholem C� le�� na t��e p��mce� co� potvrzuje neexistenci
troj�heln�ku s dan�mi d�lkami stran�

K d�kazu Pompeiuovy v�ty v obecn�m p��pad� vede mj� pou�it� zn	m�
Ptolemaiovy nerovnosti� viz nap�� ���� ��� nebo ���� P�ipome�me jej� zn�n��

V�ta � �Ptolemaiova nerovnost�

V libovoln�m �ty��heln�ku KLMN plat� nerovnost

jKLj � jMN j� jLM j � jNKj � jKM j � jLN j �
p�i�em� rovnost nast	v	� pr	v� kdy� �ty��heln�k KLMN je t�tivov��

Aplikace t�to nerovnosti pro libovoln� �ty��heln�k �nikoliv nutn� kon

vexn��� jeho� vrcholy jsou body A�B�C�X � kde ABC je uva�ovan� rov

nostrann� troj�heln�k� vede bezprost�edn� k d�kazu Pompeiuovy v�ty pro
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libovoln� bod X roviny troj�heln�ku ABC� P�i vyu�it� Ptolemaiovy nerov

nosti je v�ak nutno nejprve zajistit� aby jedna z �se�ek KM � LN v Pto

lemaiov� nerovnosti byla nejdel�� �jedna z nejdel��ch� z �se�ek AX � BX �
CX � Pokud nap��klad X je libovoln�m bodem �hlu ASB� kde S je st�e

dem kru�nice opsan� troj�heln�ku ABC� a sou�asn� le�� vn� troj�heln�ku
ABC �obr� ��� je CX nejdel�� �jedna z nejdel��ch� z uva�ovan�ch t�� �se�ek�
Podle Ptolemaiovy nerovnosti pak plat�

jAX j � jBCj� jBX j � jCAj � jCX j � jABj � tj� jAX j� jBX j � jCX j �
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Obr� �

Podle dodatku v�ty � v�ak Ptolemaiova nerovnost p�ech	z� v rovnost�
pr	v� kdy� bod X le�� na kru�nici opsan� troj�heln�ku ABC� tj� v p��pad��
kdy body A� B� C a X jsou vrcholy t�tivov�ho �ty��heln�ku �obr� ���
Pokud v�ak bod X nele�� na kru�nici opsan� troj�heln�ku ABC� plat�
ostr	 nerovnost� tedy

jAX j� jBX j � jCX j �

kter	 zaji�
uje existenci troj�heln�ku o stran	ch AX � BX � CX �s nejdel��
stranou CX��
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Podobn� lze postupovat tak� v p��pad�� kdy bod X le�� v �hlu BSC�
resp� v �hlu CSA� vn� troj�heln�ku ABC� Pak nejdel�� �jednou z nejdel

��ch� z uva�ovan� trojice �se�ek je AX � resp� BX �

K d�kazu Pompeiuovy v�ty lze tak� p��mo vyu��t Ptolemaiovu nerov

nost pro trojici �ty��heln�k� AXBC� ABXC� ABCX � kde X je libovoln�
bod roviny rovnostrann�ho troj�heln�ku ABC� kter� nele�� na kru�nici
jemu opsan��

Pozn�mka� Pokud troj�heln�k ABC nen� rovnostrann�� pak v jeho ro

vin� existuje v dopl�ku ke kru�nici jemu opsan� v�dy takov� bod X � �e
z �se�ek AX � BX � CX troj�heln�k sestrojit nelze�

Bez �jmy na obecnosti m��eme p�edpokl	dat� �e strana AB je nejkrat��
stranou� pop�� jednou ze dvou nejkrat��ch stran troj�heln�ku ABC a sou

�asn� AC je nejdel�� stranou �jednou ze dvou nejdel��ch stran� troj�hel

n�ku ABC� S ohledem na uveden� p�edpoklad je t�eba rozli�it n	sleduj�c�
t�i p��pady!

a� jABj � jBCj � jCAj�
b� jABj � jBCj � jCAj�
c� jABj � jBCj � jCAj�

V ka�d�m z uveden�ch t�� p��pad� lze hledan� bod X naj�t v�dy uvnit�
strany AB� Jednotliv� p��pady je v�ak t�eba posoudit odd�len�� Jejich
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detailn� proveden� ponech	v	me zajemc�m o tuto problematiku� Pokud
nap�� v p��pad� c� pro ostro�hl� troj�heln�k ABC uva�ujeme libovoln�
vnit�n� bod X �se�ky AB�� kde jBCj � jB�Cj �obr� ��� evidentn� plat�
jABj � jAX j � jBX j � jCX j� co� ale znamen	� �e neexistuje troj�hel

n�k o stran	ch AX � BX � CX � Podobn� lze postupovat tak� v pravo�hl�
a tupo�hl� troj�heln�ky ABC v p��pad� c��
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Obr� �

Detailn� zd�vodn�n� tvrzen�� kter� je uvedeno v pozn	mce za v�tou �
pro p��pady a� a b�� ponech	v	me z	jemc�m o tuto problematiku�

L i t e r a t u r a

��� Hav��ov�� B�� Co mo�n� nev�te o �ty��heln�ku� ROZHLEDY M�F� ro�� �
������� ��
�� s� �����

��� Kr�mli� J�� On Dimitrie Pompeiu�s Theorem� Octogon� Vol� � ������� No� �� s� �	�
��
�
� Leischner� P�� Ptolemaiova nerovnost� Matematika�fyzika�informatika� ro�� �


����
����� �� 	� s� 
�
�
���
��� Ponarin� J� P�� Elementarnaja geometrija � �rusky�� Izdavatel�stvo MCNMO�

Moskva �����
�
� �vr	ek� J�� Rovnostrann� troj�heln�k v pr�ci s matematick�mi talenty� Sborn�k p���

sp�vk� z konference �Dva dny s didaktikou matematiky � PedF UK Praha� �����
s� 	��	��

Grantov� podpora�

� Projekt OPVK � CZ����	���
�������	 � MATES � Podpora systematick� pr�ce
s ��ky S! v oblasti rozvoje matematiky�

� Projekt OPVK � CZ����	��������������	 � PMT � Zkvalitn�n� p��pravy matema�
tick�ch talent� Z! a S! Olomouck�ho kraje�
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�lohy MO pro patn�ctilet� v Polsku

JAROM
R �IM�A

P��rodov�deck� fakulta MU� Brno

Zat�mco u n	s Matematick	 olympi	da �MO�� nejstar�� p�edm�tov	
sout�� na z	kladn�ch a st�edn�ch �kol	ch� zaznamen	v	 ve �koln�m roce
����#���� ji� sv�j ��� ro�n�k� v sousedn�m Polsku m	 sou�asn� ro�n�k stej

nojmenn� sout��e �s polsk�m n	zvemOlimpiada Matematyczna a zkratkou
OM� dokonce po�adov� ��slo ��� Charakter t�to sout��e je nejen v t�chto
dvou� ale i v �ad� dal��ch zem�ch dob�e zn	m! z	pol� se v �e�en� nestan

dardn�ch �loh v omezen�m �ase formou z	pis� �pln�ch postup�� �vah
a v�po�t�� Mezi ob�ma olympi	dami v $esk� republice a Polsku je v�ak
z	sadn� rozd�l! u n	s jsou sout���c� rozd�leni do �ady v�kov�ch kategori� �t��
pro st�edo�kol	ky a p�ti pro �	ky z	kladn�ch �kol nebo ni���ch gymn	zi���
aby v sout��n�ch kolech mohli �e�it �lohy %p�im��en� sv�mu v�ku&� Pol

sk	 OM je v�ak sout�� jednotn	� v n�� %v jedin� kategorii&� tj� bez rozd�lu
v�ku mezi sebou sout��� �	ci v�ech ro�n�k� st�edn�ch �kol �v Polsku t��le

t�ch�� a� jsou na to dob�e p�ipraveni� 'lohy z posledn�ch let a podrobnosti
o organizaci polsk� OM lze nal�zt na str	nk	ch www�om�edu�pl�

Mlad�� Pol	ci� kte�� pro sout��en� v OM je�t� nejsou vyzr	l�� maj� samo

z�ejm� mo�nosti pom��it sv� matematick� schopnosti v jin�ch sout���ch�
obdobn�ch t�eba na�� Pythagori	d�� Tak se ve �koln�m roce ����#����
v Polsku rozb�hla nov	 sout��� tentokr	t spole�n	 pro v�echny �	ky� kte��
dosud nenastoupili ke studiu na st�edn� �kole� T�et� slovo z jej�ho polsk�ho
n	zvu Olimpiada Matematyczna Gimnazjalist�w� ve zkratce OMG� zaslu

huje� aby bylo �esk�mu �ten	�i vysv�tleno� K tomu pon�kud ���eji pozna

menejme� �e polsk� syst�m jednotn�ho z	kladn�ho �"let�ho� vzd�l	v	n� byl
prolomen teprve v roce �"""� kdy byly po cel�m Polsku otev�eny v�b�rov�
t��let� �koly s n	zvem gimnazjum� kter� odpov�daj� na��m ni���m gymn	

zii�m� P��vlastek %ni���& v Polsku ov�em nem	 smysl� nebo
 tamn� d	vno
existuj�c� t��let� st�edn� �koly �odpov�daj�c� �esk�m �ty�let�m gymn	zi�m�
nesou n	zev liceum� T�m je prav� v�znam polsk�ho term�nu gimnazjalista
objasn�n� Pro zaj�mavost dodejme� �e polsk� st�edn� �kolstv� se v o(ci	l

n�ch dokumentech naz�v	 jako ponadgimnazjalne ��ili %nadgymnazi	ln�&��
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Zm�n�nou �pom�rn� novou� polskou sout�� OMG m��eme p�irovnat ke
kategori�m Z" nebo C na�� MO� V�znamn� rozd�l ov�em spo��v	 v tom� �e
OMG nekon�� jako na�e kategorie Z" a C krajsk�m kolem� n�br� vrchol�
t��denn�m �st�edn�m kolem� konan�m prozat�m v�dy ve Var�av�� a to za
��asti cca ��� sout���c�ch z cel�ho Polska� Takovou v�znamnou akci pro
patn	ctilet� talentovan� �	ky m��eme na�im soused�m ur�it� z	vid�t) jej�
spole�enskou presti� dokresluje i skute�nost� �e na z	v�re�n�m slavnost

n�m vyhl	�en� v�t�z� �laure	t�� OMG byl zat�m poka�d� osobn� p��tomen
i polsk� ministr �kolstv�� Podrobnosti o organizaci OMG i jej� �lohy na

jdete na str	nk	ch www�omg�edu�pl�

Pod�vejme se nyn� na �lohy� kter� byly v dosavadn�ch sedmi ro�n�c�ch
polsk� OMG jej�m ��astn�k�m zad	v	ny� Je jist� zaj�mav� posoudit n	pl�
�loh� kter� je mo�n� �e�it s minimem matematick�ch znalost� �dan�m os

novami z	kladn�ch �kol�� je� v�ak mus� b�t z	rove� natolik obt��n�� aby
i v elitn�m v�b�ru ��� nejlep��ch patn	ctilet�ch �	k� ��mili*nov�ho n	

roda mohly sout���c� v�konnostn� rozli�it� �Jak je tomu p�i matematick�ch
olympi	d	ch obvykl�� �	ci jsou hodnoceni v�lu�n� podle bodov�ch zisk�
za podan	 �e�en�� nep�ihl��� se tedy nap��klad k tomu� jak �	ci brzy �e�en�
p�ed koncem stanoven�ho �asov�ho limitu odevzdaj��� Vybran� �lohy jsou
tematicky rozd�len� na algebraick� �A�� geometrick� �G�� ��seln�
teoretick�
�$� a kombinatorick� �K��

Zad�n� �loh
A� Pro libovoln	 kladn	 ��sla a� b� c zd�vodni nerovnost

a

a� �
�

b

�a� ���b� ��
�

c

�a� ���b� ���c� ��
� � �

A� Plat�
li pro kladn	 re	ln	 ��sla a a b

a� b

�
�
p
ab� � �

nemohou b�t ob� ��sla a� b racion	ln�� Vysv�tli�
A� V oboru lich�ch p�irozen�ch ��sel �e� rovnici

a� c� b

b� c� a
�
a

b
�
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G� Konvexn� p�ti�heln�k ABCDE m	 oba vnit�n� �hly p�i vrcholech B
a D prav�� Vysv�tli� pro� obvod troj�heln�ku ACE nen� men�� ne�
dvojn	sobek d�lky �hlop���ky BD�

G� Uvnit� troj�heln�ku ABC je zvolen bod P � Body D� E� F jsou obrazy
bodu P v soum�rnostech po �ad� podle p��mek BC� CA� AB� Za
p�edpokladu� �e troj�heln�k DEF je rovnostrann�� vysv�tli� pro� se
p��mky AD� BE a CF prot�naj� v jednom bod��

G� Uvnit� stranyAB rovnob��n�kuABCD je zvolen bod E� uvnit� strany
AD je vybr	n bod F � P��mka EF protne p��mky BC a CD po �ad�
v bodech P aQ� Zd�vodni� pro� troj�heln�ky CEF a APQmaj� stejn�
obsahy�

�� Existuj� p�irozen	 ��sla a� b� c� d takov	� �e z nich sestaven� sou�in

�a� b��b� c��c� d��d � a�

je ��slo� jeho� z	pis v des�tkov� soustav� kon�� dvoj��sl�m ��+
�� Najdi v�echny trojice prvo��sel p� q� r tak� aby platily ob� rovnosti

q � p� � � a r � q� � ��
�� Vysv�tli� pro� rovnici a� � �b� � c� vyhovuje nekone�n� mnoho tro


jic p�irozen�ch ��sel a� b� c�
K� Ur�i� kolik je v�ech patn	ctim�stn�ch p�irozen�ch ��sel N s vlastnost�!

ka�d� t�i vedle sebe stoj�c� ��slice ��slaN jsou navz	jem r�zn� a p�itom
jedna z nich je nula�

K� Ka�d� bod roviny je obarven jednou ze dvou barev � bu� �ervenou�
nebo modrou� Zd�vodni� pro� n�kter� pravo�hl� rovnoramenn� troj

�heln�k v t�to rovin� m	 v�echny t�i vrcholy stejn� barvy�

K� Skupina �� re	ln�ch ��sel m	 tuto vlastnost! sou�et ka�d�ch jeden	cti
��sel je v�t�� ne� sou�et zbyl�ch deseti� Vysv�tli� pro� v�ech �� ��sel je
kladn�ch�

Odpov�di a n�vody k �e	en� �loh
A� Vyn	soben�m obou stran dan� nerovnosti kladn�m ��slem

�a � ���b � ���c � �� a proveden�m ekvivalentn�ch �prav dostaneme
evidentn� nerovnost � � ��

A� Danou rovnost upravte na ja� bj � �
p
��

A� Po odstran�n� zlomk� dostaneme �a� b��a� b� c� � �� p�itom druh�
�initel je lich� ��slo� tak�e vyhovuj� pr	v� trojice �a� b� c� � �a� a� c�
s libovoln�mi lich�mi a� c�
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G� Je
li K st�ed AB a L st�ed CE� plat� oACE � �oKLC � Proto�e jCKj �
� jBKj a jCLj � jDLj� je obvod ,KLC roven d�lce lomen� �	ry
BKLD� kter	 v�ak nen� men�� ne� vzd	lenost jBDj jej�ch krajn�ch
bod� B a D�

G� Od bod� E a F m	 stejn� vzd	lenosti nejen bod D� ale i bod A �nebo

jAEj � jAP j � jAF j�� P��mka AD je proto osou �se�ky EF � Podobn�
BE je osa FD a CF je osa DE� tak�e p��mky AD� BE a CF se
prot�naj� v bod�� kter� je st�edem kru�nice opsan� troj�heln�ku DEF �

G� Ozna�te v� w po �ad� vzd	lenosti bod� A�C od p��mky PQ� Z dvo

jic troj�heln�k� podobn�ch podle v�ty uu odvo�te �m�ry v ! w �
� jAF j ! jCP j � jEF j ! jPQj� Odtud ji� plyne pot�ebn	 rovnost
jPQj � v � jEF j � w�

�� Ne� Sou�in �a� b��b� c��c�d��d�a� m	 b�t d�liteln� dv�ma� nikoliv
v�ak �ty�mi� tak�e pr	v� jeden ze �ty� �initel� mus� b�t sud� a ostatn�
t�i jsou lich	 ��sla� Pak by ov�em sou	et v�ech �ty� �initel� byl lich��
je to v�ak sud� ��slo ��a� b� c� d��

�� Jedin� �e�en� je �p� q� r� � ��� ��� "� �� Z�ejm� nem��e b�t ani p � ��
ani p � �� Je
li p �  � kon�� p jednou z ��slic �� ��  nebo "� v ka�d�m
z t�chto �ty� p��pad� je ov�em jedno z ��sel q � p� � � �i r � q� � �
d�liteln� p�ti�

�� Z jednoho uhodnut�ho �e�en� �a� b� c� � ��� �� �� vytvo��me nekone�n�
mnoho dal��ch �a� b� c� � �n�� n� �n��� kde n je libovoln� p�irozen�
��slo�

K� Hledan� po�et je �� � ��� Vyhovuj�c� ��sla N jsou dvoj�ho druhu� a to
bu� � � � � � � � � � � � � �� � � nebo � � � � � � � � � � � � � � � � kde te�ky ozna�uj�
m�sta nenulov�ch ��slic� Vyb�rejme je po �ad� zleva doprava a po

��tejme mo�nosti podle kombinatorick�ho pravidla sou�inu�

K� Vyberme dva body A� C r�zn� barvy a uva�me �tverec ABCD se st�e

dem S� Maj�
li body B aD stejnou barvu� vyhovuje bu� ,ABD� nebo
,BCD� V opa�n�m p��pad� vyhovuje ,XY S� kde XY je vhodn	
strana �tverce ABCD�

K� Ozna�me x libovoln� ��slo skupiny� A sou�et deseti dal��ch ��sel a B
sou�et zbyl�ch deseti ��sel� Se�ten�m nerovnost� x�A � B a x�B � A

ji� dostaneme k��en� z	v�r x � ��
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Znalost problematiky penzijn�ho
p�ipoji�t�n� � nezbytn� sou��st
	nan�n� gramotnosti 
I� ��st�

VLADIM
RA PETR��KOV�

Pedagogick� fakulta J"U� "esk� Bud�jovice


vod

V �l	nc�ch ��� a ��� jsme se zab�vali problematikou (nan�n�ch produkt��
kter� slou�� k z�sk	n� pot�ebn�ch (nan�n�ch prost�edk� �konkr�tn� spo

t�ebitelsk�mi a hypote�n�mi �v�ry�� T�ma (nan�n�ch produkt� je tak�
zahrnuto do standard� (nan�n� gramotnosti� kter� byly vymezeny v do

kumentu ���� Tyto standardy byly ji� pln� implementov	ny do r	mcov�ch
vzd�l	vac�ch program� pro gymn	zia a st�edn� �koly prost�ednictv�m vzd�

l	vac�ch oblast� 
lov�k a sv�t pr�ce a Matematika a jej� aplikace� Oblast

lov�k a sv�t pr�ce de(nuje znalosti a dovednosti t�kaj�c� se nakl	d	n�
s (nan�n�mi prost�edky� tr�n� ekonomiky� n	rodn�ho hospod	�stv� a �lohy
st	tu v ekonomice� kter� studenti gymn	zi� a st�edn�ch odborn�ch �kol
maj� z�skat� Oblast Matematika a jej� aplikace pak uv	d� pot�ebn� mate

matick� apar	t� kter� student�m umo�n� pochopen� z	konitosti fungov	n�
(nan�n�ch vztah� a anal�zu nab�zen�ch produkt��

V tomto �l	nku se sezn	m�me s dal��m (nan�n�m produktem� a to pen

zijn�m p�ipoji�t�n�m se st	tn�m p��sp�vkem� D	le uvedeme z	kladn� ma

tematick� apar	t� kter� je pot�ebn� pro �e�en� �loh zab�vaj�c�ch se t�

matikou penzijn�ho p�ipoji�t�n�� $ten	� by mohl vzn�st ot	zku� zda m	
smysl se v dob� p��pravy d�chodov� reformy t�mto produktem zab�vat�
Na tuto ot	zku m��eme d	t kladnou odpov��� nebo
 penzijn� p�ipoji�

t�n� se st	tn�m p��sp�vkem bude tvo�it tzv� t�et� pil�� d�chodov� reformy�
P�ipome�me� �e prvn�m pil��em je st	vaj�c� povinn� pr�b��n� st	tn� sys

t�m� do kter�ho je odv	d�n p��sp�vek na d�chodov� poji�t�n� v z	konem
stanoven� v��i� Druh�m pil��em bude dobrovoln� spo�en� u soukrom�ch
penzijn�ch spole�nost�� do kter�ch budou moci lid� p�ev	d�t ze st	tn�ho
pr�b��n�ho syst�mu � - z odveden�ho soci	ln�ho poji�t�n� a dal�� � - ze
sv�ho vym��ovac�ho z	kladu mzdy�

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� �"�



Z�kladn� charakteristika penzijn�ho p�ipoji	t�n�
V t�to �	sti �l	nku uvedeme p�ehled z	kladn�ch vlastnost� penzijn�ho

p�ipoji�t�n� se st	tn�m p��sp�vkem� Studenti gymn	zi� jsou s n�m sezn	

meni ve vzd�l	vac� oblasti 
lov�k a sv�t pr�ce�

Vzhledem k p�ipravovan� d�chodov� reform�� jej�� sou�	st� je i penzijn�
p�ipoji�t�n�� doch	z� u tohoto produktu k ur�it�m zm�n	m� Zm�ny� kter�
byly schv	leny do konce �ervence ����� jsou v tomto �l	nku ji� zahrnuty�

P�ehled z�kladn�ch informac� o penzijn�m p�ipoji�t�n�
� Vklady nejsou poji�t�ny�
� Maxim	ln� ro�n� st	tn� p��sp�vek je v sou�asn� dob� � ��� K�� V��e st	t

n�ho p��sp�vku je uvedena v tabulce � �tabulka je platn	 do �� �� ������

Tab� � V��e st�tn�ho p��sp�vku penzijn�ho p�ipoji�t�n� do �� �� �	�


V��e p��sp�vku ��astn�ka v K� V��e st�tn�ho p��sp�vku v K�

��� a� ��� 
� # �� $ z ��stky nad ��� K�

��� a� ��� �� # 
� $ z ��stky nad ��� K�


�� a� 
�� ��� # �� $ z ��stky nad 
�� K�

��� a� ��� ��� # �� $ z ��stky nad ��� K�


�� a v�ce �
� K�

Od �� �� ���� dojde v r	mci d�chodov� reformy ke zm�n� v��e st	t

n�ho p��sp�vku �viz tabulku ��� Maxim	ln� ro�n� st	tn� p��sp�vek se zv���
z � ��� K� na �  �� K��

Tab� � V��e st�tn�ho p��sp�vku penzijn�ho p�ipoji�t�n� od �� �� �	�


V��e p��sp�vku ��astn�ka v K� V��e st�tn�ho p��sp�vku v K�

��� a� ��� � K�


�� a� ��� �� # �� $ z ��stky nad 
�� K�

� ��� a v�ce �
� K�

� Da�ov	 �spora m��e dos	hnout a� � ��� K� ro�n�� Za sou�asn�ch pod

m�nek se maxim	ln� ro�n� da�ov� �spory� tj� � ��� K�� dos	hne p�i m�
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s��n� �lo�ce � ��� K�� Od �� �� ���� bude maxim	ln� ro�n� da�ov	 �spora
�op�t � ��� K�� dosa�ena p�i m�s��n� �lo�ce � ��� K��

� Vklady z penzijn�ho p�ipoji�t�n� �v�etn� st	tn�ch p��sp�vk� a v�nos��
mohou b�t vyplaceny jednor	zov� nebo postupn� formou do�ivotn�
penze� V sou�asn� dob� prob�haj� diskuze kolem jednor	zov�ho vyrov

n	n�� Zat�m nebylo rozhodnuto� zda tato forma v�platy penzijn�ho p�i

poji�t�n� bude zru�ena�

� V�nosy z p��sp�vk� ��astn�ka i ze st	tn�ch podpor jsou zdan�ny �� -�
ale a� v den jednor	zov�ho vyrovn	n� nebo v pr�b�hu vypl	cen� penze�

� V p��pad� sjedn	n� pouze starobn� penze� m��eme pen�ze vybrat nej

d��ve za � let a a� po dosa�en� �� let�

� V p��pad�� �e ke starobn� penzi m	me sjedn	nu v�sluhovou penzi� m�

�eme pen�ze vybrat p�ed dosa�en�m �� let� ale a� po �� letech� a to ve
v��i maxim	ln� �� - z naspo�en� �	stky�

� Ro�n� zhodnocen� vklad� se ka�d� rok li�� v z	vislosti na hospoda�en�
fondu�

� Penzijn� p�ipoji�t�n� m	 garantovan� v�nos� Penzijn� fondy nemohou ze
z	kona p�ipsat z	porn� zhodnocen�� Tato skute�nost plat� pro ��astn�ky�
kte�� ji� spo�� v dne�n�ch penzijn�ch fondech nebo do nich vstoup� do
konce roku ���� a nebudou m�t z	jem nic m�nit� V�hodu garantovan�ho
v�nosu ztrat�� pokud dobrovoln� p�estoup� do jednoho ze �ty� nov�ch
penzijn�ch fond� ve t�et�m pil��i�

Z�kladn� matematick� apar�t

V hodin	ch matematiky jsou studenti sezn	meni se z	kladn�mi vzorci
(nan�n� matematiky� a to v u�ivu aritmetick	 a geometrick	 posloupnost�
V t�to �	sti �l	nku si odvod�me n�kter� vzorce� kter� studenti pot�ebuj�
p�i �e�en� �loh t�kaj�c�ch se penzijn�ho p�ipoji�t�n�� Vzhledem k tomu�
�e penzijn� p�ipoji�t�n� je vlastn� spo�en�� budeme odvozovat vzorce pro
spo�en��

Konkr�tn�!
Kr�tkodob
 spo�en� p�edlh�tn�! na za�	tku ka�d� m
tiny roku ukl	d	me

�	stku x K� p�i ro�n� �rokov� m��e i vyj	d�en� desetinn�m ��slem a s ro�

n�m �rokovac�m obdob�m�

Naspo�en	 �	stka je

S � m � x �
�
� �

m� �
�m

� i
�
� ���
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kde S � celkov	 naspo�en	 �	stka� m � po�et �lo�ek b�hem roku�
x � �lo�ka� kter	 je ukl	dan	 na za�	tku ka�d� m
tiny roku� i � ro�n�
�rokov	 sazba vyj	d�en	 jako desetinn� ��slo�

Dlouhodob
 spo�en� polh�tn�! po dobu n let ukl	d	me na konci ka�d�ho
roku �	stku a K� p�i ro�n� �rokov� m��e i vyj	d�en� desetinn�m ��slem
a s ro�n�m �rokovac�m obdob�m�

Naspo�en	 �	stka je

S � a � �� � i�n � �
i

� ���

kde S � celkov	 naspo�en	 �	stka� a � ro�n� �lo�ka� kter	 je ukl	dan	 na
konci roku� n � po�et let spo�en�� i � ro�n� �rokov	 sazba vyj	d�en	 jako
desetinn� ��slo�

Kombinace kr�tkodob
ho a dlouhodob
ho spo�en� p�i spo�en� p�edlh�t�
n�m! po dobu n let ukl	d	me na za�	tku ka�d�m
tiny roku �	stku x K� p�i
ro�n� �rokov� m��e i vyj	d�en� desetinn�m ��slem a s ro�n�m �rokovac�m
obdob�m�

Naspo�en	 �	stka je

S � m � x �
�
� �

m� �
�m

� i
�
� �� � i�n � �

i
� ���

kde S � celkov	 naspo�en	 �	stka� m � po�et �lo�ek b�hem roku�
x � �lo�ka� kter	 je ukl	dan	 na za�	tku ka�d� m
tiny roku� n � po

�et let spo�en�� i � ro�n� �rokov	 sazba vyj	d�en	 jako desetinn� ��slo�

Pozn�mka� Ve vzorc�ch ���� ��� a ��� nen� zohledn�na da� z �rok�� kter	 je
v sou�asn� dob� �� -� D�vod je� jak ji� jsme v prvn� �	sti �l	nku pozname

nali� �e �roky z p��sp�vk� ��astn�ka i ze st	tn�ch podpor jsou u penzijn�ho
p�ipoji�t�n� zdan�ny a� v den jednor	zov�ho vyrovn	n� nebo v pr�b�hu
vypl	cen� penze� Pokud bychom uva�ovali klasick� spo�en� �nap�� spo�ic�
��et� stavebn� spo�en��� museli bychom da� z �rok� ve vzorc�ch ���� ���
a ��� zohlednit� To znamen	 nahrazen� �rokov� m�ry i �istou �rokovou
m�rou ���� � i�

Odvozen� v��e uveden�ch vzorc� uk	�eme na konkr�tn�ch p��kladech�
kter� posl�ze zobecn�me�
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Kr�tkodob
 spo�en� p�edlh�tn�

P��klad �
Pan Vesel� se rozhodl� �e na za�	tku ka�d�ho m�s�ce bude ukl	dat

� ��� K� na ��et s ro�n� �rokovou m�rou � - a s ro�n�m �rokovac�m
obdob�m� Jak vysok	 �	stka bude na ��tu za jeden rok+ Da� z �rok�
neuva�ujme�

�e�en�! Pan Vesel� bude m�t po roce na ��tu vlo�en� pen�ze a �roky z jed

notliv�ch �lo�ek� 'roky budeme po��tat na z	klad� jednoduch�ho �roko

v	n�� nebo
 se pohybujeme v r	mci jednoho �rokovac�ho obdob��

Tab� 
 
roky z jednotliv�ch �lo�ek

Po�ad� Doba vyj�d�ena ve zlomc�ch 
rok �v K��

�lo�ek roku� po kterou je �lo�ka �ro�ena

� �� � �

��
� ��� � ��

��
� ���


� ��

��
� ��� � ��

��
� ���



 ��

��
� ��� � ��

��
� ���


� �

��
� ��� � �

��
� ���



 �

��
� ��� � �

��
� ���


� �

��
� ��� � �

��
� ���


	 �

��
� ��� � �

��
� ���


� �

��
� ��� � �

��
� ���


� �

��
� ��� � �

��
� ���


�� 	

��
� ��� � 	

��
� ���


�� �

��
� ��� � �

��
� ���


�� �

��
� ��� � �

��
� ���
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Celkov� �roky U z jednotliv�ch �lo�ek �in�

U � ���� � ��
��

� �� �� � � ��� � ��
��

� �� �� � � ��� � ��
��

� �� ���

� � ��� � "
��

� �� �� � � ��� � �
��

� �� �� � � ��� �  
��

� �� ���

� � ��� � �
��

� �� �� � � ��� � �
��

� �� �� � � ��� � �
��

� �� ���

� � ��� � �
��

� �� �� � � ��� � �
��

� �� �� � � ��� � �
��

� �� �� �

Po vytknut� v�razu � ��� � �
��

� ���� z ka�d�ho �lenu sou�tu obdr��me

U � ���� � �
��

� ���� � ��� � �� � �� � " � � �  � � � � � � � � � � � ���

Pro ur�en� sou�tu ����������"��� ������������� pou�ijeme
vzorec pro sou�et prvn�ch �� �len� aritmetick� posloupnosti �n��

�
� kde

a� � �� a�� � ��!

s�� �
�a�� � a�� � ��

�
�

��� � �� � ��
�

�

Tedy

U � ���� � �
��

� ���� � ��� � �� � ��
�

�

Po roce bude m�t pan Vesel� na ��tu �	stku

S � vlo�en� pen�ze � �roky�

S � �� � � ���� � ��� � �
��

� ���� � ��� � �� � ��
�

�

S � �� � � ��� �
�
� �

��� � �� � ��
� � ��

�
� �� ���� �"� � �� �"� K��

Zad	n� p��kladu � nyn� zobecn�me�

P��klad �
Pan Vesel� se rozhodl� �e na za�	tku ka�d� m
tiny roku bude ukl	dat

x K� na ��et s ro�n� �rokovou m�rou i �vyj	d�eno desetinn�m ��slem�
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a s ro�n�m �rokovac�m obdob�m� Jak vysok	 �	stka bude na ��tu za jeden
rok+ Da� z �rok� neuva�ujme�

�e�en�! 'roky z jednotliv�ch �lo�ek budeme op�t po��tat na z	klad� jed

noduch�ho �rokov	n� �viz tabulku ���

Celkov� �rok �in�

U � x � i �m � �
m

�x � i � �m� �� � �
m

�x � i � �m��� � �
m

� � � ��x � i � �
m
�

� x � i � �
m

� x � i � �
m
� �m� �m� �� � �m� �� � � � � � � � �� �

� x � i � �
m
� m � �m� ��

�
�

Na konci roku bude m�t pan Vesel� k dispozici �	stku

S � m � x� x � i � �
m
� m � �m� ��

�
� m � x �

�
� �

m� �
�m

� i
�

K��

Tab� � 
roky z jednotliv�ch �lo�ek

Po�ad� Doba� po kterou je �lo�ka �ro�ena 
rok �v K��

�lo�ek

� m �
�

m
x � i �m �

�

m

� �m� �� � �

m
x � i � �m � �� � �

m


 �m� �� � �

m
x � i � �m � �� � �

m

���
���

���

m� � �

m
x � i � �

m

m �

m
x � i � �

m

Dlouhodob
 spo�en� polh�tn�

P��klad �
Pan Vesel� ukl	d	 ke konci ka�d�ho roku �	stku ����� K� na ��et

s ro�n� �rokovou m�rou � - a s ro�n�m �rokovac�m obdob�m� Jak vysokou
�	stku bude m�t na ��tu za � let+ Da� z �rok� neuva�ujme�
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�e�en�! P�i v�po�tech budeme vych	zet z princip� slo�en�ho �rokov	n��

$	stka na konci �� roku! �� ��� K��
$	stka na konci �� roku! �	stka vlo�en	 koncem �� roku s hrub�m �ro


kem za �� rok � �	stka vlo�en	 na konci �� roku!
�� ��� � �� � ����� K� ��� ��� K��

$	stka na konci �� roku! �	stka vlo�en	 koncem �� roku s hrub�m �rokem
za �� a �� rok � �	stka vlo�en	 na konci �� roku
s hrub�m v�nosem za �� rok � �	stka vlo�en	
na konci �� roku!
�� ��� � �� � �� ���� K� ��� ��� � ��� � ����� K�
� �� ��� K��

$	stka na konci �� roku! �	stka vlo�en	 koncem �� roku s hrub�m �ro

kem za ��� �� a �� rok � �	stka vlo�en	 na konci
�� roku s hrub�m v�nosem za �� a �� rok � �	stka
vlo�en	 na konci �� roku s hrub�m �rokem za
�� rok � �	stka vlo�en	 ke konci �� roku!

�� ��� � �� � �� ���� K� � �� ��� � �� � �� ���� K��

��� ��� � �� � ����� K� � �� ��� K��

$	stka na konci �� roku! �	stka vlo�en	 koncem �� roku s hrub�m �rokem
za ��� ��� �� a �� rok � �	stka vlo�en	 na konci
�� roku s hrub�m v�nosem za ��� �� a �� rok �
�	stka vlo�en	 na konci �� roku s hrub�m �ro

kem za �� a �� rok � �	stka vlo�en	 ke konci
�� roku s hrub�m �rokem za �� rok � �	stka
vlo�en	 ke konci �� roku!

�� ��� ������ ���� K���� ��� ������ ���� K���� ��� ������ ���� K��

��� ��� � �� � ����� K� � �� ��� K��

Pro v�po�et naspo�en� �	stky �� �lo�ky � �roky�� kterou bude m�t po
p�ti letech pan Vesel� na ��tu� po�ijeme vzorec pro sou�et prvn�ch p�ti
�len� geometrick� posloupnosti

�
�� ��� � �� � �����n��

�
�

n��

� kde a� � �� ���� q � � � �����
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Tedy

S � s� � a�
q� � �
q � �

� �� ��� � �� � ������ � �
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Pan Vesel� bude m�t po � letech na sv�m ��tu �� ������ K��

Op�t zad	n� p��kladu � zobecn�me�

P��klad �
Pan Vesel� ukl	d	 ke konci ka�d�ho roku �	stku a K� na ��et s ro�n�

�rokovou m�rou i �vyj	d�eno jako desetinn� ��slo� a s ro�n�m �rokovac�m
obdob�m� Jak vysokou �	stku bude m�t na ��tu za n let+ Da� z �rok�
neuva�ujme�

�e�en�! V tabulce � m	me zaznamen	ny zhodnocen� jednotliv� �lo�ky na
konci n
t�ho roku� P�i v�po�tu jsme pou�ili vzorec pro slo�en� �rokov	n�
�viz nap�� �����

Tab� � Zhodnocen� �lo�ky na konci n�t�ho roku

Po�ad� Po�et �rokov�ch obdob�� Zhodnocen� �lo�ka na konci
�lo�ek po kter� je �lo�ka ulo�ena n�t�ho roku

� n� � a � �� # i�n��
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Na konci n
t�ho roku pan Vesel� obdr�� �	stku S� kde

S � a � �� � i�n�� � a � �� � i�n�� � a � �� � i�n�� � � � � � a � �� � i� � a�

K v�po�tu naspo�en� �	stky S sta�� zjistit sou�et prvn�ch n �len� geome

trick� posloupnosti �

a � �� � i�n��
�
�

n��

�

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ���



ve kter� plat�! a� � a� q � � � i�
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Pan Vesel� bude m�t na ��tu ke konci n
t�ho roku �	stku

S � a � �� � i�n � �
i

K��

Kombinace kr�tkodob
ho a dlouhodob
ho spo�en� p�i spo�en� p�edlh�tn�m

P��klad 

Pan Vesel� ukl	d	 na za�	tku ka�d� m
tiny roku x K� na ��et s ro�n�

�rokovou m�rou i �vyj	d�eno jako desetinn� ��slo� a s ro�n�m �rokovac�m
obdob�m� Jak vysokou �	stku bude m�t na ��tu za n let+ Da� z �rok�
neuva�ujme�

�e�en�! Na konci ka�d�ho roku bude m�t pan Vesel� z �lo�ek� kter� b�hem
roku ulo��� �	stku
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Jedn	 se o kr	tkodob� spo�en� p�edlh�tn� �viz vzorec ����� Nyn� jsme
�lohu p�evedli na dlouhodob� spo�en� polh�tn�� kdy ke konci ka�d�ho roku
po dobu n let ukl	d	me m�sto �	stky a K� �	stku Sx K�� To znamen	�
�e do vzorce pro dlouhodob� spo�en� polh�tn� ��� dosad�me m�sto �	stky
a K� �	stku Sx K�� Po dosazen� obdr��me
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Z�v�r
V tomto �l	nku byly pod	ny z	kladn� informace ohledn� penzijn�ho

p�ipoji�t�n�� kter� by m�li studenti gymn	zia z�skat jednak ve vzd�l	vac�
oblasti 
lov�k a sv�t pr�ce� jednak ve vzd�l	vac� oblasti Matematika a jej�
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aplikace� Studenti vybaveni p��slu�n�mi informacemi� by m�li um�t po

soudit� zda t�et� pil�� d�chodov� reformy �st	vaj�c� penzijn� fondy� je pro
jejich budouc� zabezpe�en� v d�chodu p��nosem�

L i t e r a t u r a

��� Odv�rko� O�� %lohy z &nan�n� matematiky pro st�edn� 'koly� Prometheus� Praha
���
�

��� Petr��kov�� V�� P�stov�n� &nan�n� gramotnosti ve vzd�l�v�n� st�edo'kol�k�� Mate�
matika� fyzika� informatika� ro�� �� ������������ �� 
�

�
� Petr��kov�� V�� Znalost problematiky hypote�n�ch �v�r� � nezbytn� sou��st &nan�n�
gramotnosti� Matematika� fyzika� informatika� ro�� �� ������������ �� ��

��� MF "R� Syst�m budov�n� &nan�n� gramotnosti na z�kladn�ch a st�edn�ch 'ko�
l�ch �online�� Praha� Ministerstvo &nanc� "R� c���	 �cit� ������	��
�� Dostupn�
z �http���www�mfcr�cz��

Zaj�mav� matematick� 
lohy

Uv	d�me zad	n� dal�� dvojice �loh na�� pravideln� rubriky� Jejich �e�en�
m��ete zaslat nejpozd�ji do ��� �� ���� na adresu! Redakce �asopisu MFI�
� � listopadu ���   � �� Olomouc� Jejich �e�en� lze zaslat tak� elektronickou
cestou �pouze v�ak v TEXovsk�ch verz�ch� p��p� v MSWordu� na emailovou
adresu! m��upol�cz� Zaj�mav	 a origin	ln� �e�en� �loh r	di uve�ejn�me�


loha ���

Je d	na �se�ka KL a bod S� kter� na n� nele��� Najd�te mno�inu v�ech
vrchol� B a C rovnostrann�ch troj�heln�k� ABC takov�ch� �e A � KL

a S je st�edem AB�

��rka Gergelitsov�


loha ���

Najd�te v�echny trojice �a� b� c� p�irozen�ch ��sel� pro n�� je ka�d� z ��sel
a� b� c d�litelem ��sla a� b� c�

Robert Geretschl�ger �Graz�
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