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1. Uvod

Pojem nekonecno je klicovym pojmem v matematice i jejim vyucovani.
Rozvijeni poznatki o nekonec¢nu tvoii v historii matematiky ve vSech kul-
turach zasadni mezniky dilezité pro jeji dalsi vyvoj. P¥ijmeme-li hypotézu
tzv. genetické paralely, 1ze predpokladat, ze prekazky, které nalezneme ve
fylogenezi koncepce nekonec¢na, nalezneme i v ontogenezi, a ze prekonavani
téchto prekazek je nutnou komponentou poznavaciho procesu jedince.

Nekoneéno mé mnoho riznych podob. Tuto splef navzidjem propoje-
nych projevi jsme se pokusili strukturovat a vyclenili jsme téchto Sest
atributii: mohutnost mnoziny, omezenost mnoziny, mira mnoziny, uspora-
déni, nekonecny proces a konvergence. Na vhodnych objektech aritmetiky
a geometrie jsme sledovali, jak probihd vyvoj predstav o nekonecnu v sou-
¢asné populaci od pocatecnich elementarnich predstav az po predstavy
uzivané soucasnou skolskou matematikou.

Cilem tohoto ¢lanku je upozornit ¢tendie — ucitele na nékolik dilezitych
prekdzek v porozuméni nekonecnu, se kterymi se muze bézné setkat pii
vyuce nejruznéjsich partii. Nase zavéry opirame piedevsim o dlouhodoby
vyzkum!, ktery probihal formou experimentalnich rozhovorti a dotazniko-

1Vyzkum probihal souasné ve dvou rovindch. Za prvé jsme vedli s respondenty ve
véku od 9 do 21 let Fizené experimentélni rozhovory. Za druhé jsme formou hromadného
dotaznikového Setfeni zjistovali prvotni reakce zakt v tlohach vyzadujicich uziti pred-
stav souvisejicich s pojmem nekone¢no. Respondenti odpovidali pisemné a anonymné.
V pribéhu roku 2008 probéhlo dotaznikové Setfeni celkem u 1388 zakl zdkladnich a
st¥ednich kol v Sesti vékovych kategoriich (8, 10, 12, 14, 16 a 18 let) na riiznych typech
gkol. V kazdé vékové kategorii byl zhruba stejny pocet respondenta.
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vého Setieni u zakl a studentti od 9 do 21 let, ale také o zkusSenosti rady
ucitell, kteri s ndmi v pribéhu vyzkumu spolupracovali.

2. Prekazky a jejich prekonavani

Ve vyuce mame vsichni vytipovany jakési krizové partie, kde ze zku-
Senosti vime, Ze zde budou mit zaci problémy, poptipadé se tu objevi
yklasické“ chyby, které titiz zaci mnohokrat opakuji, apod. Na tyto za-
konitosti ,,chyb“ zacala teorie prekdzek hledét nejen jako na nutnou, ale
dokonce stézejni pozitivni soucast uceni a pomoci nich modeluje utvareni
znalosti. My jsme vyuzili tuto teorii pro vysvétleni slozité individudlni
cesty zéka od prvotnich predstav k predstavam (vice ¢i méné) blizkym
idedlnim matematickym pojmim vystavénym na nekonecnu.

Prekadzku chapeme jako soubor znalosti ukotvenych ve znalostni struk-
ture zéka, které lze v jistych situacich tispésné pouzivat, ale které v novém
kontextu selhavaji a davaji $patné vysledky. Pro zvladnuti dalsich predstav
je tfeba prekazku prekondvat. Avsak to je pravé to, co neni tak jednoduché.
Prekazku nepiekoname zadnym ,dodénim informace“ nebo ,nacvi¢enim
chybéjici dovednosti“. Je ji tfeba opravit v celé fadé vyznami, které jsou
spojené s mnoha nastroji, tvrzenimi i algoritmy. Praveé proto, ze pirekazka
je ukotvena znalost, dava smysl v tolika situacich a brani se zméné.

Teorie prekazek navic predpoklada, ze urcité milniky ve vyvoji daného
pojmu neni mozné minout. Tato stadia pfimo utvareji dany pojem, a tudiz
je mozné je nalézt nejen v historii, ale také ve vyvoji porozuméni tomuto
pojmu zakem. Takové piekdzky oznacujeme jako epistemologické. (V Ces-
tiné se vénuje této problematice publikace [4].)

Vyznamnym pomocnikem pii prekonavani prekazek je navozeni kogni-
tivntho konfliktu. Je to situace, kdy si zak sam uvédomi néjaky spor ve
své znalostni strukture, tedy konflikt mezi nespravnou odpovédi, ktera je
disledkem pouziti prekazky a néjakou jinou jeho znalosti.

V idedlnim pfipadé se ndm nejprve podari nastolit takovou situaci,
kdy se zdk do kognitivniho konfliktu dostane. A budeme-li optimisté jesté
chvili, tak se ho zak bude snazit i odstranit. V tom nejlep§im pripadé se
mu to poda¥i (a my jsme spokojeni a nic¢eho si vlastné ani neviimneme).
Ovsem to se nestava casto. Mnohem castéji dojde k tomu, Ze si zak nevi
rady a ponechd si oba nekonzistentni zavéry. Nevi totiz, kterou znalost
by mél poopravit. I to mizeme ale pozdé&ji ztarocit. Nebo se zak snazi
(alesponi z ¢asti) prizptlisobit nespravné tezi z konfliktu a chybné koriguje
spravné znalosti. Pfekazka se tedy neméni vibec nebo se méni nezadou-
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cim zptsobem a déle pretrvava. V praxi bohuzel dochézi také k tomu, ze
zak prevezme feSeni nabizené ucitelem, ale jen mechanicky, bez pochopeni
a tudiz neni schopen ho pouzit v jiném kontextu. V ostatnich kontextech
74k i naddle pouzivd (nezménénou) piekazku, kterd byla jen zdanlivé pre-
konand. Podrobnéjsi rozpracovani teorie kognitivniho konfliktu je uvedeno
v [1] & [5].

7 toho tedy vyplyva, ze naS§im tkolem je znovu a znovu pripravovat
situace tak, aby se zaci v kognitivnich konfliktech ocitali a aby je odstra-
hovali, a to v nejriiznéjsich kontextech. Ze to je nesnadny tkol ilustruje
nasledujici tryvek rozhovoru. Lenka, studentka 3. ro¢niku gymnaézia, fesila
zndmou tlohu: Plati 0,9 < 1 & 0,9 = 1?7 Vysvétli proé. Mnoho student
odpovida stejné jako ona: Plati to pruni. ProtoZe nula celd devét desetin
periodickych neni stejny jako jednicka, protozZe to je o kousicek mensi, je
to mensi cislo. Nejprve jsme se pokusili navodit kognitivni konflikt pomoci
otazky o rozdilu 1 —0,9. To se ale nepodafilo. Za Lenc¢inou odpovédi stoji
totiz nékolik znalosti nebo predstav. Jednak je to domnénka KdyZ to zacind
nulou, tak to nemiZe byt stejné jako jednicka, kterd vychazi z osvédcéené
znalosti o porovnavani desetinnych ¢isel s ukon¢enym rozvojem. Déle je to
predstava o nekone¢ném poctu devitek v desetinném rozvoji. Pro Lenku je
jich tam prosté hodné, strasné moc. A v neposledni fadé Lenka nepripousti
moznost, dokoncéeni nekoneéného procesu, protoze i kdyZ téch devitek tam
bude hrozné moc, tak tam prece vidycky jesté do ty jednicky bude kousi-
cek chybét, nikdy tam iuplné do ty jednicky nedojdu. Pokusili jsme se tedy
navodit kognitivni konflikt jinak, a to zndmym postupnym vyjadfovanim
zlomki %, %, %, cee g, % jako desetinnych c¢isel, kdy u posledniho zlomku
dostaneme rovnost % = 0,999 ... = 0,9. Lenka byla schopnd porozumét
postupu i zdméru, kognitivni konflikt se navodit podafilo. Ale jeho FeSeni
bylo pro Lenku nemozné, uzaviela nase snazeni slovy: No. Jd si myslim, Ze
to nema bejt rovno, protoZe kdyz to zacind 0,9, tak to nemiZe bejt rovno
jedny, (3) ale pies ten zlomek to rovno je. Zminény postup neatakoval
totiz zaddnou ze znalosti, o které Lenka opirala své presvédceni o nerov-
nosti mezi ¢sly 0,9 a 1. Pfedvedenim néjakého podobného triku tedy nase
prace podnétného ucitele nekonéi, naopak tady zacina.

3. Pojeti existence objektti a vnimani obzoru a jeho polohy —
hlavni zdroje epistemologickych prekazek

Jesté nez se dostaneme ke konkrétnim prekazkdm v porozuméni neko-
ne¢nu, vS§imnéme si dvou obecnych principt, které se neodmyslitelné vazi
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k matematickému uvazovani a na které tudiz neustale nardzime, zajimame-
li se o nekonecno. Je to pojeti ezistence objekti a problematika obzoru
a jeho polohy.

Pro zdarny priubéh ucebniho procesu ma klicovou roli zjisténi toho,
jak ten ¢i onen zak chape existenci objektt. Pritom pripadné poopraveni
téchto zdkovych nazori patii mezi vyznamné cile celého ucebniho procesu.

Déti na pocatku ucebniho procesu pristupuji k jeviim naprosto subjek-
tivné. Prisuzuji existenci tém objekttim, které mohou evidovat télesnymi
smysly, a to bezprostiredné. Napriklad zeptame-li se ditéte, zda néjakd dana
usecka AB ma stfed, odpovi, Ze ne, dokud neni tento stfed sestrojen. Tedy
ted tsecka stfed nemd, ale za chvili by ho mohla mit. Aby ho méla, bud
musi byt jiz sestrojen, anebo ho musi dité (fyzicky) sestrojit. Tuto potfebu
vykonani nazyvame principem tvirce.

V dalsim stadiu zak na stejnou otézku uz odpovida, ze Gsecka stfed m4,
ale dalsi body nevidi, popripadé jich vidi jen néjaky maly pocet, zopakuje-li
v mysleni konstrukci stfedu. Jde stale o princip tvirce, i kdyZz v jeho zesla-
bené podobé. Zak totiz stale potiebuje védét, jak se dany objekt vytvoii.
Avsak uz nemusi byt onim tvircem, dokonce ani nemusi byt objekt fyzicky
sestrojen. Staci, kdyz je mu znam postup konstrukce. Pro takového zdka
nemuze byt na Gsetce nekoneéné mnoho bodl, protoZze neexistuje postup,
jakym by byly sestrojeny. Odpovéd takového ditéte lze pak charakterizo-
vat vyjadienim Na isecce bude tolik bodi, kolik se jich tam vejde, asi tak
30. V jeho predstavé totiz probiha proces konstrukce téchto bodt. Tento
zpusob uvazovani lze prirovnat k uvazovani Eukleidovu. Ten samoziejmé
nepovazuje tsecku za mnozinu bod. Body jsou pro néj bud ty, které jsou
vyznamné (krajni body tsecky, vrcholy étverce) nebo ty, které jsou kon-
struovany v [3].

Podobné se princip tvirce mize objevit, kdyz dité odpovida na otéazku,
zda je néjakd (relativné poletnd) mnozina konefnd ¢ nekonefnd. Jeho
argumentace totiz stoji vétsinou na predstavé, ze by on sam mél fyzicky
spocitat prvky dané mnoziny.

To, zda dité povazuje néjakou mnozinu za kone¢nou nebo nekonecnou,
souvisi také s tim, kde je umistén jeho ,,vnitini“ obzor. Obzor je pojem ryze
subjektivni — je to hranice naseho pohledu, at uz smyslového nebo ,,pro-
dlouzeného znalostmi“, a zaroven mez rozdélujici ,viditelnou ¢ast svéta
od neviditelné“. Prekroc¢ime-li néjaky obzor, znamend to, ze rozsifime vi-
ditelnou ¢ast, a to, co se predtim jevilo jako nekonecné, se uz nekoneénym
nejevi, viz [6].
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Prikladem je ¢astd odpoveéd zakt na otdzky tykajici se mohutnosti po-
¢etnych redlnych mnozin, napriklad zrnicek pisku na Zemi. Prekvapivé
velka c¢ast zaka i stfedoskolskych studentd se domniva, Ze zrnicek musi
byt nekonecné mnoho, protoze jsou nepredstavitelné malinkd — tj. jsou
za jejich obzorem pti pohledu do hloubky — a kdybychom je chtéli néjak
usporadat, pak by se takovd mnozina tahla az za obzor pii pohledu do
dalky.

Naptiklad Michal (15 let) u vétSiny otdzek tykajicich se mohutnosti re-
alnych mnozin reagoval slovy: Nedaji se spocitat, téch je nekonecné. Takto
argumentoval i tam, kde by ono spo¢itani realné proveditelné bylo (napt.
zrnicka pisku na polévkové 1zici nebo mravenci v jednom mravenisti). Pi
dotazu na pocet vSech lidi na svété vsak Michal nezavahal: Téch je konecné
mnoho, vidyt to se provadi, to je to sc¢itdni domi, bytu a lidi. Michal svij
obzor prekrocil tim, ze jiz slySel o s¢itani vSech lidi na svété. Proto je pro
néj tato mnozina konecnd, oproti tomu mnozina vSech zrnicek pisku nebo
mravencli v mravenisti se i nadale tahne za jeho obzor, proto je pro néj
nekonecna.

Uvédomime-li si pfitomnost obzori a moznost jejich prekracovani —
nalezneme-li onen spolecny princip prekonavani nasich obzort — objevime
klasické nekonecno. Tak k nému pristupoval Eukleides, kdyz pozadoval,
aby jakakoli tisecka byla prodlouzitelna tak, jak potifebujeme, nebo kdyz
formuloval tvrzeni o mnozZstvi prvocisel slovy , Prvocisel je vice nez jaké-
koli dané mnozstvi“. Vyslovil tak pozadavek, ze jakykoli obzor maze byt
prekrocen. Je ziejmé, Ze se v tomto pripadé jednd o nekonecno potencialni
— nefika se totiz, ze jsou jiz v8echny obzory prolomeny. Takovy pristup —
v podstaté umély, nebot v redlném svété je nemozny — potiebujeme teprve
pri prijeti aktualniho nekonecna.

4. Prekazky

V této casti uvedeme podrobnéji ty prekazky, se kterymi se uditel pti
vyuce mize bézné setkat. Rozdéleny jsou do néasledujicich étyt skupin:

e znalosti o kone¢nych mnozinach,

e zaména objektu s jeho modelem,

e znalosti o kone¢nych procesech, potencidlni vnimani nekone¢ného pro-
cesl,

e znalosti 0 usporddani mnoziny prirozenych cisel.
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V kazdé skupiné je vétsinou jedna vybrané prekazka rozebrana podrob-
néji, ostatni jsou jen strucné vysvétleny ¢i ilustrovany prikladem.

4.1 Znalosti o koneénych mnoZinach

Na pocatku skolni dochazky mé zdk zkusenosti pouze s kone¢nymi mno-
Zinami (znd mald pfirozend ¢isla, pojem ¢isla mu splyvéd s poétem prvkd
koneéné mnoziny). Setkava se pouze s nepfili§ pofetnymi mnoZinami z re-
alného svéta, na zikladé elementarnich predstav o ,velikosti“ je umi intu-
itivné porovnavat (Maruska ma vic bonbéni ne? jd).

Pozdéji se setkava s vice pocetnymi mnozinami, u¢i se pojmenovavat
pocet jejich prvki, rozsituje si obor prirozenych ¢isel o zdporna, racionalni
a iraciondlni ¢isla, seznamuje se s Ciselnymi operacemi. V geometrii se
setkava s bodovymi mnozinami, kterym pfifazuje miru a vnimé je jako
omezené ¢i neomezené.

Prvnim reprezentantem nekonec¢nych mnozin je pro zaky mnozina viech
pfirozenych ¢isel. Nejprve je chapana (podobné jako pfimka) jako ,neome-
zené prodluzovatelnd® (ke kazdému ¢islu existuje jesté vétsi ¢islo), tedy ve
smyslu potencidlniho nekonecna. Pozdéjsi prijeti existence této mnoziny
jako aktualné nekonecéné je spojeno téz s akceptovanim existence nekonec-
ného procesu. Vytvareni dalsich pojmt spojenych s nekone¢nem podstatné
zavisi na tom, zda se vytvori tato predstava aktualné nekonecné mnoziny
prirozenych ¢isel.

Zmnalosti o kone¢nych mnozinach zaci nékdy neopravnéné prendseji i do
oblasti nekonec¢nych mnozin. Maji casto problém odlisit velmi pocetné
mnoziny, které jsou za jejich obzorem, od klasicky nekone¢nych mnozin.
Obvykle pouzivaji predstavu, ze prvky kone¢né mnoziny ,lze spocitat®,
a tedy nelze-li prvky mnoziny spocitat, prohlasuji mnozinu za nekonec-
nou. Jejich argumentace ale byva nékdy opfena o predstavu, ze by oni sami
méli fyzicky spoc¢itat prvky dané mnoziny (princip tvirce), teprve pozdéji
se objevuje dalsi stadium, kdy jiz operuji s pouze principielni moznosti
spoCitani prvka dané mnoziny.

Napiiklad Martin (15 let) reagoval v rozhovoru na otdzku Je zrnek
v pousti konecné nebo nekonecné mnoho? slovy: Nedaji se spocitat, téch
je nekonecéné. Pri dotazu na pocet vSech lidi na svété vSak Martin rika:
Téch je ale konecné mnoho, to se prece spocitalo, téch je asi pet miliard. Pti
dotazu na pocet v8ech atomi na Zemi Martin fiké: Atomi je jen tady treba
v téhle tuZce nékolik miliard, to se ani nedd spocitat, téch je nekonecné.

V pozadi téchto ivah zaka je nasledujici prekazka:
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Prvki mnoziny je nekoneéné mnoho, kdyz se nedaji redalné spocitat

V dotaznikovém Setieni diagnostikovaly pritomnost této prekazky mimo
jiné tyto dvé polozky:

Je vSech zivych tvort na Zemi kone¢né nebo nekoneéné mnoho?

Je vSech molekul na Zemi kone¢né nebo nekonec¢né mnoho?

Zavislost ¢etnosti odpovédi Nekoneéné mnoho na véku uvadi tabulka 1.

Tabulka 1
Vék 10 12 14 16 18
Zivi tvorové 46 % 22 % 24 % 20 %
molekuly 5 % 62 % 52 % 45 % 50 %

Je zrejmé, 7ze tato prekazka je rezistentni. U relativné velkého poctu
zak se jeji vliv projevuje az do maturity. Rozdil v ¢etnosti odpovédi Ne-
konecéné mnoho v obou kontextech je dan tim, Ze pod slovem molekuly
se zakim a studentim vybavuji mensi, jeSté méné prehledné objekty. Ty
zustavaji za jejich obzorem.

Je tifeba zdtraznit, ze vék, v némz zak prechdzi od predstavy redl-
ného spocitani prvkt dané mnoziny ke schopnosti operovat s principielni
moznosti spocitani prvki, je velmi variabilni. Schopnost takto uvazovat
je daleko méné zavisla na véku ditéte nez schopnost spravné posuzovat
jiné atributy nekonecna. Ve svém vyzkumu jsme se setkali se studenty
maturitnich ro¢nikid gymnézia, ktefi velice svefepé obhajovali sviij nazor,
ze zrnicek pisku na piskovisti ¢i broukt na zahradé je nekone¢né mnoho,
stejné jako s devitiletymi détmi, které mély v otdzce mohutnosti realnych
mnozin zcela jasno. Pfikladem budiz nasledujici aryvek rozhovoru s Kla-
rou, maturantkou jednoho tsteckého gymnézia.

E21: Co pro vds znamend, Ze je néceho nekonecné mnoho?
K22: No kdyz to nedovedu spocitat.

E23: Hm. Tady pisete, Ze je nekonecné hvézd.

K24: (8) No tak, téch bude, protoZe ty neumime spocitat.
E25: Hm. A lidi na Zemi?

K26: (4) No. (2) To bysme asi méli umét spocitat.

E27: No tak, co myslite, je lidi nekonecné mnoho anebo ne?
K28: Tak téch je asi konecné, protoZe se to dd spocitat.

E29: A co atomi, vSech atomu tady v ty mistnosti?
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K30: Tak téch je nekonecné mnoho.

E31: Proc¢?

K32: ProtoZe jsou uplné malinky.

E33: Hm. A zrnicek pisku? Na pousti? Na jedny néjaky konkrétni
pousti.

K34: (4) Téch je taky nekoneéné mnoho, to se nedd spocitat.

Pro Klaru znamena spocitat readlné spoditat, redlné proces pocitani
uskutecnit. Pro ,malo pocetné“ mnoziny se principielni moznost a realna
moznost pochopitelné prekryvaji. Ale co vic, prekryvaji se i pro nekonecné
mnoziny. V téchto kontextech je tedy Klara utvrzovana, ze je jeji znalost
spravna. Pravé tato znalost — tedy porozuméni vyznamu Lze spocitat ja-
koZto realné moznosti spocitani — je pro ni prekazkou.

Opacnym prikladem je reakce devitileté Marenky, zakyné tieti tiidy,
kterd v podobném rozhovoru napriklad na otazku po poctu wsech zrnicek,
ktera jsou na vsech poustich na celém svété, reaguje slovy: Téch neni ne-
konecné mnoho. KdyZ skonci ta poust, tak skonci ty zrnka. I kdybych to
pocitala, tak bych nenapocitala nekonecno. Nékdy by to muselo skondit, to
pocitdni.

Z propedeutického hlediska je vhodné s zaky o konecnosti a nekonec¢nosti
podobnych, pocetnych mnozin z redlného svéta diskutovat. Maji-li mit
pozdéji v této otazce jasno, musi mit moznost v tomto sméru atakovat své
mozné budouci prekazky.

Dalsimi prekazkami této skupiny, se kterymi je mozné se u zaka béziné
setkat, jsou tyto:

KdyZ je mnoZina omezend, pak je konecnd, kdyZ je neomezend, pak je
nekonecnad

V dotaznicich i rozhovorech jsme se casto setkévali s tim, ze i studenti
maturitnich roéniki gymnazii obhajovali svlij nazor, ze Gsecka ¢i kruznice
libovolné délky sestava z obrovského, ale kone¢ného pocétu bodi, zatimco
na primce je bod nekonecné.

Mensi mnoZina (ve smyslu miry) md méné proki

ZAaci, v jejichz védomi figuruje tato piekézka, zastavaji napi. nézor,
ze usecka délky 10 cm se skladd z méné bodid nez tisecka dvakrat delsi.
Podobné studenti stfednich skol odpovidaji na nasledujici tlohu slovy Ta
druha, md delsi interval, tam je jich vic a podobné.
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Resenim nerovnice |z + 1| < 1 je interval (—2;0). ReSenim nerovnice
|z — 10| < 10 je interval (0;20). Kterd nerovnice mé vice FeSeni? Vysvétli
proc.

Je pozoruhodné, ze tato prekazka se jevi jako rezistentni. Vyskytuje se
u vSech polozek asi u jedné tfetiny zakt ve vSech sledovanych vékovych
kategoriich.

Vlastni podmnozina obsahuje méné pruki

Je prirozené, zZe tato znalost platna v kontextu koneé¢nych mnozin dlou-
ho ve védomi studentti pretrvava. Ukazuje se, ze i tam, kde ucitel ideu
ekvivalence, vzajemného pfitazeni, studentim prozradi a vysvétli, pouze
u malé c¢asti studenttt dojde naptiklad k pochopeni toho, ze mnoziny
sudych a prirozenych ¢isel jsou ekvivalentni.

Cislo znamend pocet proki (ezistuji pouze &isla prirozend)

Vyskyt této piekazky ve védomi respondentt zjistovaly v dotaznikovém

Setfeni napt. tyto ulohy:
Jaké je nejmensi Cislo vétsi nez nula?
Existuje néjaké ¢islo mezi 0 a 17 Pokud ano, napis néjaké.

Vyskyt této prekdzky v zévislosti na véku ma zpocatku klesajici ten-
denci. To je pfirozené, nebot Zaci se postupné seznamuji predevsim pro-
stfednictvim desetinnych cisel s ¢isly racionalnimi, objevuje se zobrazeni
bodi primky na obor redlnych ¢isel. Od véku priblizné 14 let je pak tato
piekdzka rezistentni. Je zajimavé, ze zhruba 15 % stfedoskolakt mé prvotni
predstavu cisla stale jako ¢isla prirozeného. Takovi studenti odpovidaji na-
priklad na prvni tlohu i v maturitnim roc¢niku slovem Jedna.

4.2 Zaména objektu s jeho modelem

Jedna se o situaci, kdy néjakému objektu, z pohledu matematiky cisté
abstraktnimu, jako je napf. Gsefka, pfisuzuje jedinec (nékteréd) vlastnosti
jejiho modelu, nejcastéji obrazku. V prvni fazi se mazeme setkat s iplnym
ztotoznénim obrazku a znazoriiovaného abstraktniho objektu. To, Ze je-
dinec postupné abstrahuje od realného k idedlnimu, znamenad, Ze nékteré
vlastnosti obrazku potlacuje a nepfisuzuje je jiz dale idedlnimu objektu.
Napr. chape, ze i kdyz se ndm nedafi narysovat opravdu rovnou c¢aru,
»Skutecna“ usecka je ,dokonale“ rovna. Jiné vlastnosti obrazku jakozto
modelu ale pretrvavaji, napt. predstava o tloustce tsecky. Podobné primka
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je nejprve jen omezend nositelka bodt, teprve postupné se vytvari pred-
stava jejiho libovolného prodluzovani, podobné jako ji pouzival Eukleides.
Daéle se zdk seznamuje s jednoduchymi geometrickymi konstrukcemi, vzdy
se ale jedna o kone¢né procesy. Je-li primka ¢i tsecka pozdéji chapana
jako mnozina bodu, prenasi se predstavy o usporadani diskrétnich mno-
zin do tohoto geometrického kontextu a bodu je casto pfipisovan rozmeér.
Je vniméan jako ,korédlek na sntirce“. Predstava kontinua se vytvaii spolu
s rozvijenim predstav o ¢islech daleko pozdéji.

Prekazka Zaména objektu s jeho modelem vychazi z obou zdroja preka-
zek, tj. jak z principu tvurce, kdy existenci ptrisuzujeme jen zkonstruova-
nym, tj. nakreslenym objektim nebo objektiim néjak vyznamnym, a také
z polohy obzoru, kdy ztotoznéni objektu s jeho obrazkem brani k pronikani
za obzor jak do dalky, tak do hloubky. Typickym prikladem je nasledujici
prekazka.

Primka je rovnd ¢dra narysovand na papive

V dotaznikovém Setfeni diagnostikovaly pfitomnost této prekazky na-
priklad tyto dvé tlohy:

Je mozné spojit body A a B néjakou ¢arou tak, aby neprotinala piim-
ku p? Vysvétli proé, piipadné nakresli (text doprovazi obr. 1).

Je déna pfimka b a bod A, ktery na ni neleZi. Sestrojte tisecku AB tak,
Ze bod B lezi na dané piimce b a tGsecka AB je co nejdelsi (text doprovézi
obr. 2).

A
+
P 7
& A
Obr. 1 Obr. 2

Respondenti, v jejichz védomi se vyskytuje uvedena prekazka, kreslili
v prvni Uloze oblouk vpravo ¢i vlevo kolem obrazu piimky, spojujici body
A a B. U druhé ulohy nacrtli tisecku AB tak, ze bod B byl umistén na
konci tise¢ky znézoriujici na obrazku ptimku b. Cetnost takovych odpovédi
je uvedena v tabulce 2.
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Tabulka 2

Vék 8 10 12 14 16 18
Spoj A a B 57% | 57% | 1% | 16% | 25% | 26%
Sestroj tise¢ku AB 35 % 31 % 37 % 37 %

Je pozoruhodné, ze piekazka se jevi i zde jako pomérné rezistentni.
Zaznamenavame ji u vice nez poloviny déti na 1. stupni a priblizné u tfetiny
zaka od 12 let az do konce jejich dochazky na stfedni skolu.

Zajimavym jevem je vyznamny pokles sledované nespravné odpovédi
u prvni alohy (nakresleny oblouk spojujici body A a B) u zaki devatych
t¥id a zaroven jejich vySsi Gspésnost. Témér t¥i ¢tvrtiny devataki zde od-
mitly body spojit. Polovina z nich navic s vysvétlenim, 7ze piimka p je
prece neomezend. Souvislost ilustruje nasledujici obr. 3:

80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

0%

e spravog odpoved

e b0tk AB

8 10 12 14 16 18
vék

Obr. 3

Tento jev popisujeme jako vyraznou poruchu océekdvaného vyvoje tispés-
nosti. Byl zaznamenan celkem u tfetiny vSech polozek dotazniku. Neni
jednoduché jej vysvétlit. Pokusime se o to v zavéru ¢lanku.

Jak jiz bylo konstatovano, prekazka Piimka je rovna ¢ara narysovand na
papife pretrvava u nékterych jedinct do relativné pozdniho véku. Prikla-
dem je Jana (18 let), studentka stiedni odborné skoly. Pies velmi dobré re-
akce u vétSiny poloZek rozhovoru mé Jana (premiantka tiidy) jednozna¢né
predstavu primky jako jejtho obrazu na papife, tj. nakreslené tsecky. Na
otazku z prvni tlohy odpovida slovy:

Matematika - fyzika - informatika 21 2011/2012 331



J74: Podle mé ne, protoZe nevime, jak je ta primka dlouhd.

E75: To znamend, Ze primky jsou rizné dlouhy?

J76:  Ano.

E77: To znamend, Ze néjakd primka md délku tieba 10 kilometri a jind
2 centimetry?

J78:  Treba.

E79: A jakej je teda rozdil mezi primkou a iseckou?

J80:  Usecka je ohranicend dvéma body.

E81: A pFimka?

J82: Ta neni ohranicend.

E83: A mohla byste tedy prosim ted nakreslit isecku, tfeba AB, kterd
md délku 10 centimetri a pod to primku p, ktera md délku
10 centimetru?

J84:  Jo (kresli obr. 4.)

Obr. 4

Dalsi prekazky této skupiny, se kterymi je mozné se u zakt a studentt
bézné setkat, nepotiebuji vysvétleni. Jedné se o tyto prekazky: Bod ma
velikost. Céry (tise¢ky, pifmky, kruznice) maji sitku. Bodem je pouze vy-
zna¢ny bod objektu (krajni body tsecky, stfed kruZnice, apod.).

Obecné lze konstatovat, ze od konce zakladni §koly se pohybuje ¢etnost
vyskytu téchto piekazek okolo 15 %. Je zajimavé, Ze i zde zaznamenavame
jejich nejmensi vliv v devaté tridé zakladni skoly. Jak jiz bylo feceno,
pokusime se vysvétlit tento jev v zdvéru ¢lanku.

4.3 Znalosti o koneénych procesech, potencidlni vnimani neko-
neéného procesu

Zéci se v pribéhu skolni dochézky nejprve setkdvaji s kone¢nymi pro-
cesy, specidlné s algoritmy. Vytvareji pomoci aritmetickych operaci na-
priklad konec¢né soucty ¢i souciny, provadéji algoritmy ciselnych operaci
s prirozenymi a desetinnymi ¢isly v desitkové soustavé, eukleidovské kon-
strukce, atd. Také objekty, které se v matematice definujf induktivné (moc-
niny s pfirozenym exponentem, formule vyrokového poctu, atd.), jsou ve
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vyucovani obvykle predstavovany formou piiklada jako objekty vznikajici
konecénym procesem. Objekty, pro jejichZ definici ¢i konstrukei je t¥eba ne-
konec¢ny proces (na zékladni 8kole periodické desetinné rozvoje, na stiedni
skole pak limity a fady, atd.), jsou ¢asto probirdny jen zjednodusené, pro-
toze je tfeba ucinit naroc¢ny abstrakéni zdvih k nekone¢nému procesu. Ne-
kone¢ny proces je abstrakce, vznikla ,prodlouzenim“ koneéného procesu,
neexistuje (podobné jako nekonecnd mnozina) v redlném svété, ale pouze
v nasi mysli.

Pripusti-li pak zaci existenci objektt vzniklych nekoneénym procesem,
napiiklad desetinny zapis ¢isla 1/3 ¢ geometrickou Fadu, mohou je vni-
mat dvojim zptsobem: potencionalné ¢i aktualné. Potencidlnim pojetim
nekonec¢ného procesu se zjednodusené feceno rozumi neomezend moznost
pokracovat, jit stale dale. Mizeme uvadét dalsi a dalsi prvky mnoziny pfi-
rozenych ¢isel, vypocitavat stale dalsi ¢islice desetinného rozvoje, libovolné
podle potieby prodluzovat Gsecku, atd. Obzor, ktery byl pevnym, se stava
pohyblivym, ale porad je ptitomen. Na rozdil od tohoto pristupu je pri ak-
tudlnim pojeti nekonec¢ny proces ,,dokoncéen®, obzor ,zmizi“, vechny jeho
predchozi pozice jsou prolomeny. Zéci si predstavuji nekoneéné mnoziny,
nekonecné desetinné rozvoje, rfady, atd. v definitivnim ,;ukonceném tvaru“
jako ,jeden celek®. Ptechod od potencidlniho chdpani nekonecéna k aktu-
alnimu je dal§im naro¢nym abstrakénim zdvihem. Pokud jej zdk doposud
neuskutecnil, nemtize dobie porozumét nékterym tivaham, se kterymi se
ve vyucovani setkava. Napriklad axiom, ktery je zdkladem postupu ditkaz
matematickou indukeci,

T(0) A (Vk) (T(K) = T(k + 1)) = (Yn) T(n)

maé svilj predpoklad formulovan ,potencidlné“, ale jeho zavér je formulovan
yaktualné®.

Potencidlni vniméani nekonec¢ného procesu miize byt prekazkou v situa-
cich, kdy se studenti napiiklad setkaji s nekonecnymi radami. Napiiklad
studentka gymndzia Marta (17 let) fikd: VZdyt kdyz scitdm éisla do ne-
konecna, tak to mejde secist, to nemd konec. Vidyt k tomu vidycky jesté
néco pripocitim. Nebo Petr (16 let) vysvétluje: Prece kdyz piictu jesté
dalsi cislo, tak se to vidycky zvétsi, to se porad zvétsuje, do nekonecna.
Podobné argumentuje pti diskusi nad obrazkem ilustrujicim konvergenci
geometrické Fady se souCtem 1 Jana (17 let): To stejné ale nikdy neni
jedna, jenom se k t€ jednicce porad priblizuju, ale nikdy to do ni nedojde,
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vZdycky do ni bude jesté kousek chybét. V pozadi vSech téchto vyroki je
nasledujici prekazka:

Nekonecny proces nemuZe byt dokonéen (potencidlni vnimdni nekonecného
procesu,)

Pri prechodu od potencidlniho vnimani nekonec¢na k aktualnimu se ¢asto
u zakd setkavame se zajimavym jevem.

Michal (15 let) naptiklad pfipousti, Ze ke kazdému pfirozenému Eislu
existuje nasledovnik, ale nevyplyva pro néj z toho nutné, ze nejvétsi pri-
rozené c¢islo neexistuje, je naopak presvédcéen o jeho existenci.

E51:  Jaké cislo je nejuétsi? Ty jsi tady v dotazniku napsal tohle, leZatou
osmicku.

M52: No, nekonecno.

E53: Hm. (3) Hele, Michale, znds néjaky hodné velky piirozeny éislo?

M54: Jd nevim, treba (4) miliarda.

E55: A existuje jesté néjaky vétsi neZ miliarda?

M56: Jo, miliarda tri miliony.

E57: A jesté néjaky vétsi?

M58: No, jasné, vidycky mizu to cislo jesté zvétsit, treba jen o jednicku.

E59: Pockej, pockej, to je divny. Ty jsi Tikal, Ze nejvétsi cislo existuje,
Ze je to nekonecno. Ale ted Tikas, Ze kaZdy c¢islo muzu vidycky
jesté zvétsit. Tak jak muZe byt potom to nekonecno nejuétsi?

M60: No miZe, za nim uZ nic neni.

Michaldv obzor jiz neni pohyblivym obzorem, tedy nevnima uz ptiro-
zend Cisla jako potencidlné nekonecna. Jeho pristup ale jesté neni aktudlni,
kdy by obzor neexistoval. Jeho novy obzor — nekoneéno (M52), je pevny
a lezi za vSemi prirozenymi cisly, je poslednim obzorem, za nimz uz nic
neni (M60).

Tento jev jsme nazvali pozici omega (podle isla w, coz je nejmensi
ordinélni &islo, které je vétsi nez v8echna pFirozend cisla).

S timto jevem jsme se setkali i u vysokoskolskych studentd pii rozho-
vorech o ¢isle 0,9, kdy jsme se ptali, zda je toto ¢islo mensi nez 1 anebo
je rovno ¢islu 1. Studenti (19 az 21 let, budouci ucitelé matematiky), na
zacatku obvykle bez zavahani uvedli, Ze plati 0,9 < 1. V pribéhu dalsiho
hovoru pak byli pfivedeni k otézce, jaky je rozdil mezi 1 a 0,9, ¢emu je
tedy rovno &slo 1 — 0,97 Studenti odpovidali vesmés obdobné:
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Petra: Tak to je nula celd (pise 0,) a tady by byly samy nuly (ukazuje
tuzkou za desetinnou ¢arku) prosté hodné nul a tady nékde vzadu by byla
ndkd jednicka (pige 0,000 1).

Hynek: Nula celd, (4) nula nula, no, a pak prosté nékde v nekonecnu
jednicka.

Zdenék: Nula celd, nekoneéné mnoho nul a jesté plus ta jednicka (piSe
0,01).

Hanka: Rozdil 1 — 0,9 zapisuje jako 0,0...... 1, ukazuje na tecky mezi 0
a 1 a tika: Tam je prdave to nekonecno, a za tim nekonecnem je ta jednicka.

Ve vSech odpovédich je mozné zaznamenat moZnou pritomnost pozice
omega. Abychom odlisili, jak studenti chapou ,nekone¢né mnoho“ nul mezi
desetinnou ¢arkou a ¢islici 1, polozili jsme jim otazku, ¢emu bude roven
desetinasobek jejich ¢isla 0,0...... 1. Zaznamenali jsme dva druhy odpovédi.

Napriklad Hanka rikd: Nula celd, nula nula a ta jednicka se posune
0 jedno misto doleva (ukazuje pFitom tuzkou v zapise 0,0...... 1 pted cisli-
ci 1). Studenti, ktefi odpovédéli takto, vnimaji onu posledni desetinnou
cifru (zde jednicku) jako pohyblivy obzor, a pocet nul chdpou pouze jako
potencidlné nekonecny.

Oproti tomu Zdenék na stejnou otazku odpovida: No to bude to samy
prece, téch nul tam je nekoneéné mnoho, takzZe kdybych jednu ubral, tak jich
je tam stejné nekonecné. U studentil, odpovidajicich stejné jako Zdenék,
se obzor neposunuje, zde se tedy skutecné jednd o pozici omega.

Poznamenejme, ze podobné predstavy rozpracovava nestandardni pojeti
realnych ¢isel, kde vedle klasickych redlnych ¢isel existuji i nekone¢né malé
veli¢iny, viz [2].

Obecné lze Tici, ze pozice omega je jakysi mezistupen mezi potencidl-
nim a aktudlnim chapanim nekonecna, vznikd u nékterych zaka a studentt
tehdy, kdy?z je jedinec nucen aktualizovat sviij potencidlni pristup k neko-
necnu. V té situaci by mél Gplné zrusit obzor, ktery je pfirozenym proje-
vem potencidlniho pristupu, ale on to neudéld, jen jej presune do jakéhosi
yhevlastniho bodu“, do pozice, kde s nim jiz nelze posunovat.

4.4 Znalosti o usporadani mnoZiny pfFirozenych cisel

Jak se u zdki a studenti rozviji predstavy o usporadani? Déti se zpo-
catku setkavaji s mnozinami s diskrétni strukturou. Maji jednoduché pred-
stavy o usporadani kone¢nych mnozin, vnimaji predchazeni a naslednost
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(dé&je v pohadkach, fikadla atd.), postupné si vytvéareji predstavu lineédr-
niho uspofadani kone¢nych tisekt mnoziny piirozenych ¢isel. Cisla vnimayji
pouze jako celd a kladnda, domnivaji se, ze kazdé ¢islo ma svého nasledov-
nika. ZkuSenosti ziskané pii pozorovani mnozin z reidlného svéta kolem
nich (napf. fronta lidi ¢ekajicich v obchodé) je vedou k predstavé diskrét-
niho usporadani mnozin. Také urcovani poc¢tu prvkd néjaké mnoziny je
casto spojeno s usporadanim, napt. kdyz déti pocitaji, kolik schodi ma
rozhledna. I pozdéji, po sezndmeni s ¢isly desetinnymi, chapou zpocatku
tato Cisla jako diskrétné usporadana. Teprve pozdéji se jim ciselnd osa
yzahustuje“, poznavaji, ze mezi dvéma (libovolné blizkymi) desetinnymi
¢i raciondlnimi ¢isly lezi nekoneéné mnoho dalsich cisel, ze jejich uspora-
déani je husté. Predstava kontinua redlnych ¢isel je jen intuitivni, spojitost
je spojena s predstavou plynulého pohybu.

V mnoziné prirozenych cisel plati, ze kazdé nenulové ¢islo ma svého
predchiidce i svého nésledovnika. Tato znalost se muze stat prekazkou,
prenesou-li ji Zaci neopravnéné do kontextu desetinnych, racionalnich ¢i re-
alnych ¢isel, anebo do geometrického kontextu pro polohy bodd na primce.
V dotaznikovém vyzkumu i v interview s zaky a studenty jsme se setkali
s touto prekazkou:

Kazdé cislo md svého predchidce a nasledovnika, kaZdy bod na primce ma
Sv€ sousedy

V dotaznikovém Setieni diagnostikovaly pritomnost této prekazky mimo
jiné tyto dvé polozky:

Jaké je nejmensi cislo vétsi nez nula?

Je dan ¢tverec ABCD. Naleznéte na jeho strané BC bod X takovy, Ze
trojuhelnik ABX bude mit co nejmensi obsah.

Respondenti, v jejichz védomi se vyskytuje uvedend prekazka, odpo-
vidali na prvni otédzku 0,1, resp. 0,0001 (na poctu nul nezileZi), resp.
0,0...... 01, resp. 0,01. Ve druhé tloze odpovédéli Tésné nad B nebo se
pokusili nakreslit bod X do obrazku v tomto duchu.

Nasledujici obr. 5 vyjadfuje ¢etnost uvedenych odpovédi na pfislusné
polozky.

Je pozoruhodné, 7Ze tato prekazka se vyskytuje ve vSech vékovych kate-
goriich s pomérng vysokou frekvenci (cca 60 %).

V rozhovorech jsme se setkali i s relativné casto se vyskytujici prekaz-
kou:
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KazZda usporddand mnoZina md minimum i mazimum,

Tato znalost, kterd produkuje spravné vysledky v kone¢nych uspora-
danych mnozinach, je zdky a studenty prenasena i do nekonecnych mno-
zin. Casto se uplatiiuje i jejich presvédéeni, ze kazd4d matematicks tloha
by méla byt ,pozitivné fefitelnd“. Zaci pak maji tendenci hledat minima
a maxima i u otevienych intervali nebo maji potize nalézt omezenou mno-
zinu, kde neexistuje minimum.
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Obr. 5

5. Zavér

Na zavér se jesté zamérime na ty prekdzky, které svym vyvojem Cetnosti
vzhledem k véku vykazuji uréity trend. Dalo by se optimisticky a naivné
predpokladat, ze vliv prekazek bude s pribyvajicim vékem respondentii
klesat. Je pozoruhodné, Ze toto ocekavani se projevilo pouze u dvou pre-
kézek. Ty souvisi s principem tvurce v jeho nejcistsi podobé:

e Bodem je pouze vyznacny bod objektu a
e Cislo znamena pocet prvkii.

Vliv téchto prekdzek po 12. roce véku klesa na marginalni hodnoty.
Pokud budeme chtit mezi ostatnimi zaznamenanymi prekazkami vybrat
ty, které ur¢itym zpusobem ¢ni nad ostatnimi, budou to nasledujici:

e Prvki mnoziny je nekoneéné mnoho, kdyz se nedaji realné spocitat.
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e Primka je rovna ¢ara narysovand na papire.
e Kazdé ¢islo mé svého predchiidce a nasledovnika, kazdy bod na pfimce
ma své sousedy.

Tyto piekazky jsou jednak vyrazné zastoupené, nebot jsou identifiko-
vany ve véku od 12 let vySe u alespon tretiny respondentii. Déle jsou
rezistentni, protoze ¢etnost jejich vyskytu je ve véku od 14 let vyse zhruba
konstantni. Vyuka v poslednich ro¢nicich zakladni skoly a na skole stfedni
tedy u zhruba jedné tietiny zaku jiz na pritomnost téchto prekazek v jejich
poznatkové struktufe nemé vliv.

U tretiny polozek dotazniku jsme zaznamenali zminhovanou vyraznou
poruchu vyvoje ispésnosti. Je tedy tieba vysvétlit jednak, pro¢ nenastava
octekavané zlepSeni, ale naopak dochazi k propadu spravnych odpovédi ve
zminhovanych vékovych kategoriich, a za druhé, pro¢ dochézi k vyraznéjsi
uspésnosti v kategorii 14letych.

U casti populace dochazi kolem véku 14 let k dosazeni jakéhosi intelek-
tového stropu, kdy se vytvarena predstava o néjakém atributu nekonecna
¢i objektu jiz dale pres dalsi vzdélavani neméni. Navic v tomto véku zaci
prechazeji ze zakladni §koly na Skolu stiedni a to s sebou nese i zménu stylu
vyuky. Vyuka geometrie na zdkladni skole mé spiSe synteticky charakter.
Na sttfedni Skole naopak prevlada pristup analyticky, pficemz ve véts$iné
pripadi ma vypocetné algebraicky charakter a nerozviji ptilis pavodni ge-
ometrické predstavy ze zdkladni skoly. Podobné je zde také aritmeticky
pristup nahrazen algebraickym — méné se pracuje s ¢isly a vice s promén-
nymi. Nékteré pojmy probirané na zakladni Skole, jako napt. kruznice,
primka nebo realné cislo, jsou na stredni Skole povazovany za jiz defini-
tivné vybudované. To je v mnohych pripadech jen zdanlivé, nebot jednak
pojmotvorny proces dokoncen byt nemusi a také v ném mohlo dojit k raz-
nym pochybenim. Pti budovani tak abstraktniho pojmu jako je nekone¢no
se objevuje velké nebezpeci nedorozuméni zéka a ucitele. Ucitelé maji své
piedstavy jiz (vice méné) hotové a strukturované. Zaci ale nemaji pojmy
a souvislosti mezi nimi na stejné Grovni, teprve je konstruuji. Zak tak nero-
zumi tomu, co ucitel fikd, poptipadé jeho sloviim rozumi jinak. Navic uditel
¢asto neni dostatec¢né trpélivy v tom, aby se zak mnohokrat opakované se-
tkal s konkrétnimi pripady probiraného jevu a opakované se vyrovnaval
s kognitivnimi konflikty.

V devaté tiidé zékladni koly (15 let), ve které jsme zaznamenali narist
spravnych odpovédi, jsou mnohé déti fenoménem nekonecna fascinovani,
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radi o ném diskutuji. Zpisobeno je to predev§im tim, Ze se v tomto ob-
dobi poprvé o nékterych atributech nekoneéna ve gkole hovoii. Zaci se
setkdvaji s rovnicemi, které maji nekoneéné mnoho feSeni, vysetiuji mno-
ziny bodd danych vlastnosti, hovoii o usporadani bodt na realné ose. Na
konci zakladni skoly také vrcholi zvidavé obdobi. Na stfedni Skole ptiro-
zend zvidavost obecné klesa. Navic po dvanictém roku se zaci dostavaji do
piagetovského stadia vyssich mentalnich funkci, kdy se rozviji abstraktni
my§leni, mimo jiné pouzitelné jako nastroj pro vytvareni predstav o neko-
necnu.

Na stfedni skole také diky novym znalostem napft. o limitach posloup-
nosti a funkci, o fadach, ale i znalostem z jinych oblasti jako je fyzika
a chemie, dochazi u zaku k vétsi opatrnosti pt¥i soudech o nekonecénu, coz
se projevuje vyssi mirou odpovédi typu nevim. Déle se pak v jejich tvahach
objevuji nové, tzv. nevlastni objekty jako posledni ¢leny posloupnosti (co
jako nejvétsi ¢islo nebo krajni bod pfimky v nekone¢nu). Naopak nékteré
nové poznatky interferuji s prekazkami, napt. poznani o atomech jen utvr-
zuje nékteré jedince ve spravnosti jejich argumentace: Je jich nekonecné
mnoho, protozZe jsou tak malinkaty, Ze jich je hrozné, strasné, nepredsta-
viteln€ moc nebo Ze je nemuzu spocitat. Navic v otazkdch o ,poctu® bodu
na tisec¢ce apod. jsou zaci utvrzovani, ze nekonec¢né mnoho objekti mize
byt na kone¢ném prostoru, pro¢ by tedy nemohlo byt na Zemi nekonec¢né
mnoho atomit — nepredstavitelné malych objektii, které jsou podobné bo-
dtm.

Pokles spravnych odpovédi na stfedni Skole lze tedy obecné vysvétlit
pomoci dvou vlivli. Jednak se objevuji nové znalosti, které mohou s pre-
kédzkami, které byly jiz v néjakém kontextu zdanlivé prekonany, interfero-
vat a tim paradoxné posilit jejich vliv. A zaroven ¢dst zakl, pravé ve véku
14 let, sice ziskd prislusné poznatky, s jejichz pomoci jsou schopni tesit
nékteré tlohy souvisejici s nekonec¢nem, ale nezacleni je do své poznatkové
struktury. Proto je pozdéji nepouzivaji, ale znovu se vraceji k drivéjsim
predstavam.

Nase vysledky potvrzuji do zna¢né miry opravnénost genetické paralely.
Ukazuje se, ze vyvoj predstav jedinci o nekonecnu koresponduje do znacné
miry s fylogenetickym vyvojem. Ve svych vypovédich zaci a studenti uzi-
vaji slova nekonecno, nekonecné ¢i nekonecné mnoho. Napriklad na otazku
Jaké ¢islo je nejuétsi? odpovida ve vSech vékovych kategoriich zhruba po-
lovina respondentt slovem Nekonecno. Ve vyzkumu jsme se snazili zjistit,
jaky obsah a vyznam mé Zakova odpovéd, jakou predstavu o nekoneénu
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ma. Domnivame se, Ze tyto predstavy tzce souviseji s pojmem obzoru,
jeho polohou a postupnym prekonavanim riznych obzord. Vysledna vy-
vojova struktura obsahuje ¢ty typy predstav, pritom posledni z nich je
klasické aktudlni nekonecno, které odpovid4 predstavam soucasné (Skolské)
matematiky. Popsanou klasifikaci v8ak nelze vnimat zjednodusené v tom
smyslu, ze ¢lovék ma jedinou predstavu nekonec¢na ve vSech kontextech.

Nejjednodussi a nejranéjsi predstava o nekonecnu, s niz se u zaka set-
kavame, je prirozené nekonecno. Prirozené nekonecno je jev subjektivni —
zakovi se mize néjakd mnozina nebo objekt jevit prirozené nekone¢nym,
jestlize se tahne az k jeho obzoru. Budeme-li chapat mnoziny jako kla-
sicky aktudlné nekonecné, pak zaktv obzor lezi v jejich ramci a je pevny.
Naptiklad pfirozena ¢isla jsou v jeho predstavé ukoncena nejvétsim pev-
nym piirozenym ¢islem (napf. trilion apod.). P¥imka je v jeho predstavé
ztotoznéna se svym obrazem — tisetkou. O &sle 0,9 prohlaguje, ze devi-
tek za desetinnou cédrkou je nekonecné mmnoho, ale znamend to pro néj
prirozené nekonecné mnoho, povazuje tedy nékterou z nich za posledni.
Cislo 1—0,9 si pak pfedstavuje ve tvaru 0,00......... 01, kde mezi desetinnou
¢arkou a jednickou je z naseho pohledu koneéné mnoho nul.

Pokrodéilej§i predstava je potencidlni nekonecno. Zak si jiz uvédomuje
moznost, ze libovolny obzor muze byt prekrocen. Jeho obzor je tedy po-
hyblivy, ale stale lezi v ramci diskutované mnoziny. Ptirozena cisla jsou
v jeho predstaveé stile ukoncéena nejvétsim prirozenym ¢islem, o kterém ale
nevime, jak je veliké. Pfimka je zde chapana jako neomezitelné prodlou-
ziteln4 tsecka v Buklidové smyslu. V tilohdch o &slech 0,9 a 1 — 0,9 je
i zde v predstavé studenta mezi desetinnou ¢arkou a posledni devitkou,
resp. jednickou, z naseho pohledu kone¢né mnoho cifer, ale pohyblivost
obzoru se projevuje tak, ze libovolny jejich pocet muize byt zvétsen. Misto
obrovského pevného ¢isla (trilion apod.) se ¢asto objevuji formulace Je
jich strasné moc, nevime ale, kolik jich vlastné je. Rozdil mezi predsta-
vou popsanou slovy Pfirozené nekonec¢no a Potencialni nekonecno se jasné
projevuje napf. v tloze o existenci pruse¢iku ruznobéznych primek, jejichz
obrazy na papiru se neprotinaji. Zatimco ¢lovék s predstavou prirozeného
nekonecna existenci priseciku odmitne, ¢lovék s predstavou potencidlniho
nekonecna obrazy primek prodlouZi a existenci priseciku potvrdi.

Zajimavym fenoménem je predstava, kterou jsme popsali v piedchozi
kapitole jako pozici omega. Vznikd u nékterych zakt a studenti tehdy,
kdyz se snazi aktualizovat sviij potencidlni pristup k nekonec¢nu. Naptiklad
mnozina prirozenych ¢isel je prodlouZzena o jakési ,nevlastni“ prirozené
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Cislo, které je vétsi nez vSechna ostatni pfirozena ¢isla. Toto ¢islo (student
ho nazyva nekonefno) sice mé nékteré vlastnosti éisel — napiiklad ozna-
Cuje pocet prvka néjaké mnoziny, ale nékteré vlastnosti mu naopak chybi
— napiiklad moznost seéist ho s jinym é&islem. Cislo 0,9 je pak chapano
tak, ze devitek za desetinnou ¢arkou je aktudlné nekonecéné mnoho, ale za
nimi je jesté jedna posledni. Podobné primka je prodlouzend az ,,do neko-
nefna’, pricemz si ale stéle zachovava sviij krajni (nevlastni) bod. Pozici
omega lze chapat jako vyvojovy mezistupen mezi potencidlnim a aktudl-
nim chipanim nekonec¢na. Clovék sviij obzor, ktery je piirozenym projevem
potencialniho pristupu, nezrusi iplné, ale presouva jej do jakési ,nevlastni
polohy*, kde s nim jiz nelze posunovat.

Terminem klasické aktudlni nekonecno oznacujeme situaci, kdy vSechny
obzory jsou jiz prolomeny, a student disponuje v oblasti nekonecna pied-
stavami soucasné matematiky.

Domnivame se, ze porozuméni nekonecnu je nutné spojeno s prekonava-
nim prekazek, které jsou popsany v ¢lanku, a to do znac¢né miry nezavisle
na misté nebo zptsobu vyuky matematiky. Proces utvareni pojmu neko-
necno lze proto modelovat dosahovanim vyse popsanych typi predstav od
prirozeného az po klasické aktudlni nekonec¢no. Prijmeme-li tuto hierarchii,
snaze pochopime mozna nedorozumeéni mezi ucitelem a zakem vyplyvajici
z odlisného vnimani polohy obzoru. Ukolem nés uéitelt je tedy prostied-
nictvim vhodnych situaci postupné prekonavat prekazky spojené se vsemi
atributy nekonecna v riznych kontextech.
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime teseni tloh 181 a 182, jejichz zadani byla zvefejnéna v prvnim
Cisle tohoto (21.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 181

Uvazujme trojihelnik ABC, v némz |AB| =5 a |BC| = 3. Necht ACD
je rovnoramenny trojihelnik AC'D vné pfipsany strané AC trojihelniku
ABC, jehoz velikost vnitiniho Gthlu proti zdkladné AC je 40°. Urcete ve-
likost vnitiniho thlu B pii vrcholu B v trojihelniku ABC, pro niz mé

usecka BD maximdalni délku.
Jozef Mésziros (Jelka)

Reseni.

Velikost vnitinich thla pifi zdkladné AC trojahelniku AC'D je 70°.
Podle sinové véty plati [CD| = |DA| = |AC| - S2780 Uzitim Ptole-
maiovy nerovnosti ve ¢tyfihelniku ABCD déle mame |AC| - |BD| <
<|AB|-|CD| + |BC| - |DA|, ptitom rovnost nastane, pravé kdyz je ¢tyi-
uhelnik ABC D tétivovy. V nasem pripadé tedy je

sin 70° sin 70°
AC|-|BDI| < 5-|AC] - JAC -
ACT -] [ <5-14C] sin40°+3 A€ sin 40°’
proto
sin 70°
BD| < 8- .
| <8 sin 40°

Rovnost zde nastane, pravé kdyz ¢tyfuhelnik ABCD je tétivovy, tj. kdyz
velikost thlu 3 je 140°.
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Spravna feSeni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, David Bainar, Jana No-
votnd, Dominik Télupil a Jakub Vancura, vSichni z G v Brné, ti. Kpt. Ja-
roSe, Zuzana Borsiovd z G v Teplicich, Ondrej Bouchala z G v Havitové,
Komenského, Hana Dlouhd z GJK v Praze 6, Parlérova, Fva Gocnikovad
z GJS v Prerové, Alena Harlenderovd z SGO v Olomouci, David Hruska
a Michal NoZicka oba z G v Plzni, Mikulagské nam., Jan Klusdcek z G
v Trebici, Michal Kopfz SG v Opavé, Tomds Kubelka, z G v Zamberku,
Néadrazni, Le Anh Dung z G v Tachové, Jan Mikel z G v RoZnové p. R.,
Michal Opler z MG ve Vsetiné, Pavel Polcer z G v Brné, Kienova, Lenka
Stard z G v C. Bud&jovicich, Jirovcova, Pavel Trutman z GMK v Bilovci
a Stépdn Simsa z GJJ v Litoméficich.

Uloha 182
V oboru nezapornych realnych ¢isel feste soustavu rovnic

r(z+2) =222 +1,
y(z+y) =2’y +1,
2y +2) =y?2% + 1.

Jaroslav Svrcek
Reseni.

Pokud by jedna z nezndmych byla rovna 0, potom jsme ve sporu s nékte-
rou rovnici soustavy. Tedy ¢isla x,y, z jsou kladna. Podle nerovnosti mezi
aritmetickym a geometrickym priimérem plati 2222 + 1 > 2zx. Rovnost
nastava, pravé kdyz zx = 1. Z prvni rovnice pak mame

r(z+1z) = 2%z +1 > 22z,

odkud vyuzitim podminky 2 > 0 dostaneme z > z. Podobné ze druhé
rovnice plyne y > x a ze tfeti z > y. Odtud vidime, 7e x = y = 2z a Ze
ve vSech uzitych AG nerovnostech nastane rovnost. Z rovnosti 1 = zx =
=zy =yzjizplynex=y=2=1.
Zaveér. Jedinym FeSenim dané soustavy je trojice (z,y,2) = (1,1,1).
Spravna teseni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Frantisek Jaichim z Vo-
lyné, David Bainar, Dominik Télupil a Jakub Vancura, viichni z G v Brné,
tf. Kpt. JaroSe, Zuzana Borsiova z G v Teplicich, Ondrej Bouchala z G
v Havirové, Komenského, Hana Dlouhd z GJK v Praze 6, Parlérova, Eva
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Gocnikovd z GJS v Prerové, Alena Harlenderovd z SGO v Olomouci, David
Hruska a Michal NoZicka oba z G v Plzni, Mikulasské ndm., Jan Klusdcek
z G v Trebici, Michal Kopfz SG v Opavé, Jakub Krdisensky z G v Jihlavé,
Tomds Kubelka, z G v Zamberku, Nadrazni, Le Anh Dung z G v Tachové,
Jan Mikel z G v RoZnové p. R., Michal Opler z MG ve Vseting, Lenka
Stard z G v C. Bud&jovicich, Jirovcova, Pavel Trutman z GMK v Bilovci
a Stépdn Simsa z GJJ v Litoméficich.

Netplné feseni zaslali: Jana Novotna z G v Brné, t¥. Kpt. Jarose, Pavel

Polcer z G v Brné, Kfenova.

Pavel Caldbek

(Dokonceni ze s. 284)

L. Pika v Plzni. Bronzové ziskali Ondfej
Barto$ z Gymnaézia ve Zd4aru nad Sazavou
a Hynek Kasl z Gymnadzia v Plzni, Miku-
148ské ndm. Mezindrodni chemicka olym-
pidda, v potradi jiz 43., se konala v Turecku
(v Ankafe) za tlasti 273 soutéZicich ze 70
zemi. Cty¥i &eSti reprezentanti piivezli 2
zlaté a po jedné stfibrné a bronzové me-
daili. Zlaté ziskali Ondrej Hak z Gymnazia
a SOS v Hoficich v Podkrkonosi a Franti-
Sek Petrous z Gymnézia v Ceskych Budg-
jovicich, Jirovcova ul., st¥ibrnou Petr Lou-
8a z Gymnézia v Havlickové Brodé a bron-
zovou medaili Aneta Pospisilovd z Gym-
nézia v Mikulové. Mezindrodni biologicka
olympidda, v poradi 22., se konala v Cin&
na Tchaj-wanu (v Tchaj-pej) za Gasti 228
soutézicich z 58 zemi. NaSi ¢tyii repre-
zentanti privezli 4 medaile, vSechny bron-
zové. Byli to Karel Kodej§ z Gymnézia
v Jablonci nad Nisou, Katefina Medkova
z Biskupského gymnazia v Hradci Kré-
lové, Lenka Curnova a Vaclav Nuc, oba
z Gymnézia v Ceskych Budé&jovicich, Ji-
rovcova ul. Mezindrodni matematicka
olympiada, v poradi jiz 52., se konala v Ni-
zozemsku (v Amsterodamu) za rekordni
Gcasti 564 soutéicich ze 101 zemi. Sest
¢eskych reprezentantt dovezlo 1 st¥ibrnou
a 3 bronzové medaile. Stiibro ziskal Anh
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Dung Le, student vietnamské narodnosti
z Gymnézia v Tachové a bronzové medaile
privezli Michael Bily z Gymnéazia v Kla-
tovech, St&pan Simsa z Gymnézia v Li-
toméricich a Tomas§ Zeman z Gymnézia
Jana Keplera v Praze. Mezinarodni olym-
pidda v informatice, v poradi 23., se ko-
nala rovnéZ v Thajsku (v mést& Pattaya)
za Gdasti 302 soutdZicich z 81 zemi. Ctyf¥i
CeSti reprezentanti dovezli t¥i stfibrné me-
daile. Jsou to Filip Hlasek z Gymnézia
v Plzni, Mikuld$ské ndm., Hynek Jeme-
lik z Gymnazia v Brné, t¥. Kpt. Jarose
a Jakub Zika z Gymnézia v Praze 6, Nad
Aleji. Mimoradné ceny za vyrazné Uspé-
chy na 5. Mezindrodni astronomické a as-
trofyzikalni olympiadé, konané v Polsku
(ve Vargavg) za Glasti 134 sout&zicich z 26
stati, ziskali Stanislav Fort za zlatou me-
daili a absolutni vitézstvi a Jakub Vos-
mera za stfibrnou medaili, oba stfibrni
i na MFO v Thajsku.

Na Sychrové se 4. prosince 2011 seSel
a byl ocenén vykvét soucasnych nejlepsich
¢eskych studenti prirodnich véd. Potési-
telné je, Zze z 22 udé&lenych nadagnich cen
je 14 (64 %) za obor matematika, fyzika
a informatiky, tedy v oborech, na néz je
zaméren tento ¢asopis.

Bohumil Vybiral
Univerzita Hradec Kralové
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