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�� �vod

V�ta o �hlu t�tiv kru�nice p�edstavuje zobecn�n� v�ty o obvodov�ch
�hlech� K �e�en� n�kter�ch geometrick�ch �loh je vhodn�j��� Je zn�ma ji�
z klasick	 Hadamardovy u
ebnice ��
� Na webu ji najdeme jak v americk�ch
p�ehledech st�edo�kolsk	 matematiky� nap��klad ��
 nebo ��
� tak i v rus�
k�ch materi�lech pro st�edo�kol�ky� viz ��
 nebo ���
� U n�s nen� p��li�
zn�ma� Ne� ji uvedeme� up�esn�me si z�kladn� pojmy�

����
����

a� Oblouk AB b� Oblouk ANB

Obr� �

Pro d�lku oblouku AB zavedeme symbol dAB � Velikost st�edov	ho �hlu�
kter� p��slu�� oblouku AB budeme stru
n� naz�vat �hlov� velikost oblouku
AB a zna
it �AB �obr� ��� N�kdy nen� jasn	� kter� z oblouk� AB m�me
na mysli� V takov	m p��pad� m��eme na obr�zku ozna
it n�kter� vnit�n�
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bod uva�ovan	ho oblouku p�smenem �nap�� N� a hovo�it o oblouku ANB�
jak ukazuje obr� �b��

Pokud �hlovou velikost oblouku AB vyj�d��me v obloukov	 m��e� plat�
vztah

dAB � r �AB� ���

�� V�ta o �hlech t�tiv jako d�sledek symetrie kru�nice

Ze soum�rnosti t�tiv i kru�nice podle spole
n	 osy rovnob��n�ch t�tiv
na obr� �c� plyne dCD � dAB a odtud n�sleduj�c� v�ta�

V�ta �

Rovnob��n	 t�tivy ohrani
uj� na kru�nici shodn	 oblouky�

P�i ozna
en� podle obr� �a�� b� ��k�me� �e �hlu � t�tiv AC a BD�
kter	 se prot�naj� v bod� V� p��slu�� oblouky AB a CD� Za prot�naj�c� se
t�tivy pova�ujeme i ty� kter	 maj� spole
n� krajn� bod� �P�i ozna
en� podle
obr� �a� to znamen� bu� V � C � D� nebo V � A � B��

�����
����	

Obr� � Oblouky vy	at� t�tivami

V�ta �

Jestli�e se v dan	 kru�nici prot�n� t�tiva BD s rovnob��n�mi t�tivami
AC a A�C �� p�i
em� body A� A� le�� v t	�e polorovin� s hrani
n� p��mkou
BD� pak plat�

dA�B � dC�D � dAB � dCD ���

a
�A�B � �C�D � �AB � �CD� ���
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D�kaz� Oblouky AA� a CC � jsou shodn	� proto lze ozna
it d � dAA� �
� dCC� � Z�ejm� plat�

dA�B � dC�D � �dAB � d� � �dCD � d� � dAB � dCD�

p�itom horn� znam	nka plat� pro situaci� kdy je bod A uvnit� oblouku A�B
�obr� �� a doln� znam	nka plat�� kdy� je A� uvnit� oblouku AB� T�m je
dok�z�n vztah ���� Rovnost ��� je p��m�m d�sledkem vztah� ��� a ���� �

��
��
Obr� 
 K d�kazu v�ty �

D�sledek v�ty �� Sou�et d�lek protilehl�ch oblouk� vy�at�ch se�nami na
kru�nici se nezm	n
 posunut
m n	kter� z nich za p�edpokladu� �e se se�ny
p�ed posunut
m i po n	m prot
naj
 v kruhu kru�nic
 ohrani�en�m� Nezm	n

se ani sou�et �hlov�ch velikost
 oblouk��

V�ta � �o �hlu t�tiv�

Velikost �hlu t�tiv� kter	 se v dan	 kru�nici prot�naj�� je rovna aritme�
tick	mu pr�m�ru �hlov�ch velikost� p��slu�n�ch oblouk� t�tivami ohrani�

en�ch�

P�i ozna
en� podle obr� �a� to znamen�� �e

�� � �AB � �CD� ���

D�kaz� St�edem kru�nice ve�me rovnob��ky k t�tiv�m AC a BD� Sestro�
jen	 rovnob��ky vyt�naj� na kru�nici t�tivy A�C � k AC a B�D� k BD
�obr� ��� P�edpokl�dejme nejprve� �e se �se
ky A�C � a BD prot�naj�  
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obr� �a�� U�it�m vztahu ��� pro t�tivy A�C �� B�D�� BD a potom pro t�tivy
BD� A�C � a AC dost�v�me

�� � �A�B� � �C�D� � �A�B � �C�D � �AB � �CD�

Pro situaci� kdy se prot�naj� t�tivy B�D� a AC je d�kaz analogick��

����
�����	
�

Obr� � K d�kazu v�ty o 
hlu t�tiv

Nakonec uva�ujme situaci� kdy se neprot�naj� t�tivy A�C � a BD� ani
t�tivy B�D� a AC� obr� �b�� Se
ten�m vztah� �A�A � �C�C a �D�D � �B�B

dost�v�me
�A�A � �D�D � �C�C � �B�B �

odtud

��A�B� � �B�A� � ��C�D� � �C�D� � ��C�D � �CD� � ��B�A � �AB�

a po �prav� zjist�me

�� � �A�B� � �C�D� � �AB � �CD� �

Pozn�mka 
� K d�kaz�m v�t � a � jsme volili statick� p��stup� Dynamick�
geometrie nab�z� n�zorn�j�� a poutav�j�� formu probr�n� u
iva� p�i n�� vy�
ch�z�me z experiment� s posouv�n�m se
en� Soubor pom�cek vytvo�en�ch
v Cabri II� k t	to s	rii 
l�nk� m��e 
ten�� i s metodick�m n�vodem
zdarma st�hnout na webu z adresy ��
�
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Pom�cky umo�!uj� nap��klad pro situaci z obr� � uk�zat� jak t�tiva
AC p�ech�z� do polohy A�C � posouv�n�m se
ny AC� P�itom se vykresluj�
zm�ny d	lek sledovan�ch oblouk�� a tak je p��mo vid�t� �e se posouv�n�m
sou
et d	lek oblouk� nem�n�� Nudn� d�kaz v�ty � lze nahradit ��kovskou
aktivitou� "�k p�emis#uje t�tivy postupn�m posouv�n�m se
en za pod�
m�nek z v�ty � z libovoln	ho um�st�n� do polohy pr�m�r� A�C � a B�D��
Ilustraci jedn	 z mo�nost� vid�me na obr� �a�� Nejprve byla se
na BD p�e�
m�st�na do polohy ���� pak AC do polohy ���� potom ��� do ���� ��� do
���� a nakonec ��� do ���� Nen� to sice p�esn� matematick� d�kaz� ale l	pe
motivuje a vede k neform�ln�mu� trvalej��mu poznatku�

�����
����	
��
�
a� Ilustrace posouv�n� se�en b� D�sledek v�ty 
� � � ��

Obr� �

�� V�ta o obvodov	ch �hlech

Obr�zek �b� p�edstavuje v�tu o obvodov�ch �hlech jako zvl��tn� p��pad
v�ty �� T�tivy AC a BD jsou v takov	 poloze� �e pr�se
�k V le�� na kru��
nici� tedy C � D � V � $hel AV B je obvodov� aAOB je p��slu�n� st�edov�
�hel velikosti �� Plat� �CD � �V V � � a �AB � �� Vztah ��� m� tvar

�� � �� ���

z n�ho� plyne

V�ta 
 �o obvodov�ch �hlech�

Obvodov	 �hly� kter	 p��slu�� t	mu� oblouku dan	 kru�nice� maj� veli�
kost rovnu polovin� �hlov	 velikosti p��slu�n	ho oblouku�
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Uk�zali jsme si� �e v�ta � o �hlu t�tiv v sob� zahrnuje v�tu o obvodov�ch
�hlech� P�itom nen� slo�it�j��� ani jej� odvozen� nen� pracn�j��� Snadno
se zapamatuje a vypov�d� v�ce o dokonal	 symetrii kru�nice� Pokud je
mi zn�mo� dostupn� literatura �s v�jimkou ��
� neuv�d� pr�v� popsan	
odvozen�� Patrn� z historick�ch d�vod� je v�ta pova�ov�na za d�sledek
v�ty o obvodov�ch �hlech a dokazov�na n�kter�m z n�sleduj�c�ch dvou
postup��


� �klasick�� d�kaz v	ty �� P�i ozna
en� podle obr� �a�� na n�m� jsou sym�
boly �hlov�ch velikost� oblouk� z praktick�ch d�vod� um�st�ny u oblouk��
je podle v�ty o vn�j��m �hlu pro troj�heln�kBCV velikost �hlu CVD rovna
sou
tu velikost� �hl� CBD a BCA� Odtud a z v�ty � dost�v�me

� � �� � �� �
�
�
�AB �

�
�
�CD �

�
�
��AB � �CD��

�����
����	
��
�

Obr� � K d�kaz�m v�ty 
 �pomoc� v�ty ��

�� d�kaz z Ponarinovy u�ebnice ��
� Sestrojme t�tivu BE k AC podle
obr� �b�� Oblouky ohrani
en	 rovnob��n�mi t�tivami AC a BE jsou shod�
n	� proto plat�

�AB � �CD � �EC � �CD � �ED � ���

Snadno lze ov��it� �e v�ta � je ekvivalentn� s v�tou �� Poznamenejme
je�t�� �e k v�t� � existuje analogick� v�ta o �hlu se
en� je� se prot�naj� vn�
kru�nice� Uvedeme ji bez d�kazu� kter� 
ten�� jist� zvl�dne s�m� �M��e
pou��t kter�koliv ze zp�sob�� jimi� jsme dokazovali v�tu ���
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V�ta �

Pokud se se
ny AC a BD prot�naj� vn� dan	 kru�nice a kru�nici pro�
t�naj� ve vrcholech 
ty��heln�ku ABDC� pak pro velikost jejich �hlu ��
jemu� p��slu�� protilehl	 oblouky AB a CD� plat�

�� � j�AB � �CDj� ���

Pozn�mka �� Zaveden�m orientovan�ch �hl� �resp� orientovan�ch oblouk��
m��eme v�ty � a � slou
it a vztahy ��� a ��� nahradit jedinou rovnost��

�� Z
v�r

V�ta o �hlu t�tiv je v�t�inou pokl�d�na pouze za d�sledek v�ty o ob�
vodov�ch �hlech� I ve sb�rk�ch �loh se v r�zn�ch obm�n�ch uv�d� jako
d�kazov� �loha na vyu�it� vztahu ��� �viz nap��klad ��
 str� �� �loha ��
resp� ��
 str� ���� �loha ����� P�itom by m�la b� pova�ov�na za v�tu z��
kladn�� nebo# vypov�d� v�ce o symetrii kru�nice ne� v�ta o obvodov�ch
�hlech� kterou obsahuje� Nav�c umo�!uje jednodu��� a p�ehledn�j�� �e�en�
n�kter�ch v�po
tov�ch �loh o �hlech v kru�nici� jak si uk��eme p���t��
�N�kolik �e�en�ch p��klad� je ji� dostupn�ch v metodick	m n�vodu sou�
boru ��
��

C�lem 
l�nku bylo upozornit na tato fakta a inspirovat didaktickou ve�
�ejnost k modernizaci v�uky �kolsk	 geometrie�

L i t e r a t u r a

��� Bogomolny� A��� Secant Angles in a Circle� Cut The Knot�
�www�cut�the�knot�org�Curriculum�Geometry�SecantAngle�shtml�

��� Hadamard� J�� Le�cons de g�om�trie �l�mentaire � I� G�om�trie plane� Librairie Ar�
mand Colin� Paris �����

�
� Leischner� P�� Cavalieriho princip� v�ta o kr�jen� pizzy a v�ta o kr�jen� melounu�
Matematika � fyzika � informatika �
 ���� �������� Prometheus� Praha �����

��� Leischner� P�� �hly v kru�nici� �Soubor pom�cek pro v uku��
�http���i�geo�net�xwiki�bin�view�Coll leischner�Uhlyvkruznici�

��� Pol�k� J�� St!edo"kolsk� matematika v 
loh�ch II� Prometheus� Praha �����

��� Ponarin� J� P�� Elementarnaja geometria� Tom �� Izdate#stvo MCNMO� Moskva
�����
�http���www�math�ru�lib�book�pdf�geometry�Ponarin�I�pdf�

��� �http�������clicks�com�MathHelp�GeometryTheorem�Summary�aspx�
�$� �arygin� I� F�� Zada�i po geometrii � Planimetrija� Nauka� Moskva ��$��

�http���www�math�ru�lib�cat�geom�
��� �http���http���www�mathwarehouse�com�geometry�circle�angles�of�intersecting�

chords�theorem�php�
���� �http���www�problems�ru��
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Dva pohledy na �e�en� probl�m�

JI�� MAZUREK

Gymn�zium Orlov�

�vod
Nau
it ��ky �e�it probl	my je jeden z d�vn�ch a sou
asn� zcela aktu�l�

n�ch �kol� didaktiky�� V matematice je �e�en� probl	m� v�nov�na pozor�
nost oded�vna �viz nap��klad egyptsk� Ahmes�v rukopis� datovan� ����
p�� n� l��� %e�en� vhodn�ch matematick�ch �loh je i dnes ned�lnou sou�

�st� v�uky matematiky na v�ech stupn�ch a typech �kol� Probl	mem v�ak
z�st�v�� jak ��ky l	pe u�it �e�it tyto �lohy� jak u nich rozv�jet logick	
a abstraktn� my�len�� jak je v	st k dosa�en� stanoven	ho c�le a k doved�
nosti ov��it si v�sledek�

K tomuto �kolu se hl�s� i &nov� �kola' prost�ednictv�m sv�ch doku�
ment� R�mcov� vzd	l�vac
 programy pro gymn�zia �RVP G� a R�mcov�
vzd	l�vac
 programy pro z�kladn
 �koly� v nich� jsou formulov�ny tzv� kl��

ov	 kompetence� Jedna z nich� kter� se m� na �kol�ch utv��et a rozv�jet�
je kompetence k �e�en
 probl�m�� RVP G v n�kolika bodech up�es!uj� jej�
obsah ��� s� �
� tj� ��k�� jak si m� ��k po
�nat�

"�k�
 rozpozn� probl	m� objasn� jeho podstatu� roz
len� ho na 
�sti(
 vytv��� hypot	zy� navrhuje postupn	 kroky� zva�uje vyu�it� r�zn�ch po�
stup� p�i �e�en� probl	mu nebo ov��ov�n� hypot	zy(

 uplat!uje p�i �e�en� probl	m� vhodn	 metody a d��ve z�skan	 v�domosti
a dovednosti� krom� analytick	ho a kritick	ho my�len� vyu��v� i my�len�
tvo�iv	 s pou�it�m p�edstavivosti a intuice(

 kriticky interpretuje z�skan	 poznatky a zji�t�n� a ov��uje je� pro sv	
tvrzen� nach�z� argumenty a d�kazy� formuluje a obhajuje podlo�en	
z�v�ry(

�David Jonassen nap!�klad tvrd�� �e lid� jsou !e"iteli probl�m� odprad�vna a �e
"pi�kov� experti nejsou placeni jen za sv� znalosti� ale p!edev"�m za �e�en� probl	m
 ve
sv ch oborech ��� s� ����$�� Metodolog v�dy Karl� R� Popper m� tezi %&ivot je !e"en�m
probl�m�' dokonce v n�zvu jedn� ze sv ch publikac��
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 je otev�en� k vyu�it� r�zn�ch postup� p�i �e�en� probl	m�� nahl��� pro�
bl	m z r�zn�ch stran(

 zva�uje mo�n	 klady a z�pory jednotliv�ch variant �e�en�� v
etn� po�
souzen� jejich rizik a d�sledk��

Tyto teze se t�kaj� �e�en� probl	m� obecn�� z hlediska v�uky matema�
tiky jsou v�ak p��li� obecn	 a velmi m�lo instruktivn�� a proto je nelze
pova�ovat za n�vod k �e�en� matematick�ch �loh a probl	m�� Ve v�uce
matematiky musej� b�t v��e zm�n�n	 teze konkretizov�ny �e�en�m konkr	t�
n�ch probl	m�� P�i rozv�jen� kompetence k �e�en� probl	m� v matematice
lze vyj�t z dnes ji� klasick	ho d�la George P)lyi ��
� Sou
asn�m autorem�
kter� se v�nuje �e�en� matematick�ch probl	m�� je nap��klad Terence Tao��
viz ��
�

Tento 
l�nek si klade za c�l uk�zat na dvou nep��li� obt��n�ch mate�
matick�ch �loh�ch p��stup k �e�en� matematick�ch probl	m� podle obou
zm�n�n�ch autor�� Z�rove! lze n�sleduj�c� text ch�pat i jako podn�t pro
u
itele� jak konkr	tn� postupovat p�i rozv�jen� kompetence k �e�en� pro�
bl	m� v matematice v duchu r�mcov�ch vzd�l�vac�ch program��

�e�en� matematick	ch probl�m� podle George P�lyi

George P)lya uv�d� 
ty�i etapy �e�en� probl	mu ��� s� xvii
�

�� Pochopit probl�m� Je po�etil	 o
ek�vat spr�vn	 odpov�di 
i �e�en� od
��ka� kter� probl	m nepochopil� Mus�te se ujistit� �e ��ci dan� probl	m
pochopili� a to tak� �e je nech�te vyj�d�it probl	m vlastn�mi slovy� a pak
jim kladete ot�zky� &Co je v �loze nezn�mou� kterou m�me naj�t* Jak	
jsou �daje v zad�n�* Jak	 podm�nky se objevuj� v �loze* Je mo�n	
splnit podm�nky zad�n�* Jsou tyto podm�nky dostate
n	 k nalezen�
�e�en�* Na
rtn�te si obr�zek� zave�te si vhodn	 ozna
en� veli
in� zapi�te
podm�nky�'

�� Vymyslet pl�n �e�en
 probl�mu� V tomto kroku je t�eba naj�t spojen�
mezi �daji v zad�n� a nezn�mou� Pokud ��ci dan� probl	m nikdy ne�e�
�ili a nic je nenapad�� zkuste jim p�ipomenout jin�� podobn� probl	m�
jeho� �e�en� znaj�� Vy�e�te jednodu��� probl	m� analogick� probl	m� v�ce
obecn� nebo naopak speci�ln�j�� probl	m� Vy�e�te alespo! 
�st �lohy�
Nakonec byste m�li objevit pl�n �e�en� dan	 �lohy�

�Terence Tao �nar� ����� je v�t�z Mezin�rodn� matematick� olympi�dy �IMO� z roku
��$$ a nositel Fieldsovy medaile �nejpresti�n�j"�ho matematick�ho ocen�n�� z roku �����
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�� Prov�st pl�n� P�i �e�en� kontrolujte ka�d� krok� mus�te postupovat lo�
gicky spr�vn� �korektn���

�� Prov�st zp	tnou kontrolu� Zkontrolujte s ��ky �e�en�� Je spr�vn	* Je
t�m� co se m�lo z�skat* Je mo�n	 �e�en� ov��it jinak* Je mo�n	 pou��t
toto �e�en� i k �e�en� n�jak	ho jin	ho probl	mu*

�loha 
� Vypo�t	te d�lku t	lesov� �hlop�
�ky v kv�dru� jestli�e jsou d�ny
d�lky jeho hran ��� s� � ��
�

�� "�ci znaj� Pythagorovu v�tu� ale nemaj� ��dn	 znalosti ze stereome�
trie �geometrie v trojrozm�rn	m prostoru�� U
itel m��e na �vod �lohu
konkretizovat� za kv�dr lze vz�t t��du a t�lesovou �hlop��
kou je pak
spojnice protilehl�ch roh� t��dy� U
itel kv�dr na
rtne na tabuli a pak
n�sleduje dialog s ��ky�

U�itel� &Co je nezn�mou*'
��ci� &D	lka t�lesov	 �hlop��
ky v kv�dru�'
U�itel� &Jak	 �daje m�me v zad�n�*'
��ci� &Zn�me d	lku� ���ku a v��ku kv�dru�'
U�itel� &Zave�me si ozna
en�� Jak ozna
�me nezn�mou*'
��ci� &x'�
U�itel� &A jak ozna
�me d	lky hran kv�dru*'
��ci� &a� b� c�'
U�itel� &Jakou podm�nku vyjad�uje zad�n�* Jak� je souvislost mezi nez�

n�mou x a hranami a� b a c*'
��ci� &Nezn�m� x je t�lesovou �hlop��
kou v kv�dru s d	lkou a�

���kou b a v��kou c�'
U�itel� &M� tento probl	m smysl* Jde ze zad�n� ur
it x*'
��ci� &Ano� Kdy� zn�me a� b a c� zn�me kv�dr� a t�m je d�na i d	lka

jeho t�lesov	 �hlop��
ky�'

�� "�ci mohou m�t probl	m s vym��len�m pl�nu �e�en�� Proto je u
itel
navede k probl	mu� kter� je podobn�� a kter� ��ci znaj� z planimetrie�
naj�t d	lku p�epony v pravo�hl	m troj�heln�ku� p��padn� �hlop��
ky
v obd	ln�ku�

�� U
itel na
rtne v kv�dru pravo�hl� troj�heln�k s p�eponou x a ��ci se
pust� do v�po
tu� P�itom dvakr�t pou�ij� Pythagorovu v�tu a z�ejm�
si zavedou pomocnou nezn�mou �nap�� u� pro d	lku �hlop��
ky v pod�
stav�� U
itel kontroluje proces �e�en�� vede ��ky k tomu� aby si spr�vnost
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jednotliv�ch krok� ov��ovali �&Je ten troj�heln�k opravdu pravo�hl�*
M��eme pou��t Pythagorovu v�tu*'�� Nakonec ��ci vypo
tou d	lku t��
lesov	 �hlop��
ky v kv�dru�

x �
p
a� � b� � c� ���

�� Zb�v� ov��it v�sledek ���� U
itel m��e ��k�m polo�it nap��klad tyto
ot�zky�

� &Pou�ili jste v�echny �daje ze zad�n�* Je ve vzore
ku pro x pou�ito
a� b i c*'

� &Ozna
ili jsme si d	lku kv�dru jako a� ���ku jako b a v��ku jako c�
Kdy� zam�n�me hrany kv�dru �zam�n�me p�smena a� b a c�� kv�dr
z�stane stejn�� a proto se v�sledek �x� nesm� zm�nit� Plat� to*'

� &Co se stane� kdy� se v��ka kv�dru c zmen�� na nulu* Bude potom
x d	lkou �hlop��
ky v obd	ln�ku o stran�ch a a b*'

� &Kdy� budeme zv�t�ovat rozm�ry kv�dru� bude se zv�t�ovat tak	 x*'
� &Kdy� zv�t��me v�echny rozm�ry kv�dru dvakr�t� zv�t�� se dvakr�t
tak	 x*'

� &Co se stane� kdy� v�echny rozm�ry kv�dru budou stejn	*'

D�ky t�mto ot�zk�m se zv��� d�v�ra ��k� ve spr�vnost dosa�en	ho v��
sledku a ��ci si tento v�sledek l	pe zapamatuj�� znalost je l	pe ukotvena
a konsolidov�na�

Posledn�mu kroku  ov��en� v�sledku  se v�ak v 
esk	m eduka
n�m
prost�ed� u
itel	 ani ��ci p��li� nev�nuj�� a proto se mezi ��kovsk�mi v��
sledky ob
as objevuj� &do nebe volaj�c�' nesmysly� v nich� nap��klad vlaky
cestuj� nadsv�telnou rychlost�� P)lya uv�d�� �e podobn	 absurdity nejsou
zap��
in�ny ani tak hloupost� ��k�� jako sp��e nez�jmem o dan� probl	m�
A lhostejnost ��k� plyne z nedostate
n	 motivace� T��i�t� pr�ce u
itele
matematiky proto podle P)lyi spo
�v� v kladen� vhodn�ch ot�zek� kter	
��ky motivuj� k �e�en� probl	mu a vedou je �nen�siln�� k hledan	mu v��
sledku�

�e�en� matematick	ch probl�m�� jak je popisuje Terence Tao

Terence Tao doporu
uje pou��t k �e�en� probl	m� n�sleduj�c� osnovu ���
s� � �
�
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�� Pochopit typ probl	mu� O jak� probl	m se jedn�* Typ probl	mu roz�
hoduje o strategii �e�en�� Existuj� t�i z�kladn� typy probl	m��
� Probl	my� kter	 za
�naj� spojen�m� &Uka�te� �e � � � '� p��padn�� &Vy�
po
t�te � � � '

� Probl	my� kter	 za
�naj� spojen�m� &Najd�te � � � '� p��padn�� &Na�
jd�te v�echna � � � '

� Probl	my� kter	 za
�naj� spojen�m� &Existuje � � � *'

Probl	my prvn� kategorie jsou nejm	n� obt��n	� nebo# c�l je jasn� for�
mulov�n �&je vid�t'� a jde jen o to naj�t cestu k jeho nalezen�� Probl	my
druh	 kategorie jsou o n�co obt��n�j��� v�sledek je t�eba hledat 
i uh�d�
nout� Probl	my t�et� kategorie pat�� k nejobt��n�j��m� Na po
�tku je nutn	
se rozhodnout� zda dan� objekt existuje 
i nikoli� a pak se sna�it naj�t d��
kaz �ne�existence� respektive protip��klad�

�� Pochopit �daje ze zad�n
� Co je d�no* Obvykle jsou d�ny n�jak	 objekty
a podm�nky� kter	 tyto objekty mus� spl!ovat� D�le�it	 je naj�t spojen�
mezi r�zn�mi objekty 
i podm�nkami�

�� Pochopit c
l� Co chceme naj�t* Znalost c�le pom�h� zvolit vhodnou stra�
tegii k �e�en� probl	mu�

�� Zvolit vhodn� ozna�en
 veli�in� Pro �daje� podm�nky 
i objekty ze za�
d�n� vol�me co nejjednodu��� ozna
en�� Nevhodn	 ozna
en� m��e zkom�
plikovat �e�en� �lohy �viz �e�en� �loha n��e��

�� Zapsat� co je zn�mo �ve zvolen�m ozna�en
�� nakreslit diagram� Z�pisky
mohou slou�it jako podklad pro pozd�j�� p�em��len�� 
lov�k m��e z�rat
na pap�r� kdy� se &zasekne'� a nakonec p�i psan� se m��e objevit n�jak�
nov� inspiruj�c� my�lenka� T�mto bodem tedy za
�n� samotn	 �e�en�
probl	mu�

�� Pozm	nit probl�m ��ste�n	� Jestli�e dan� probl	m odol�v�� je mo�n	
zkusit vy�e�it o n�co jednodu��� probl	m� nap��klad speci�ln� p��pad
dan	ho probl	mu�

�� Pozm	nit probl�m v�razn	� &Oh�b�n�m' probl	mu �vypu�t�n�m 
�sti
vstupn�ch dat� negac� c�le� apod�� je mo�n	 zjistit jeho kl�
ov�� p��padn�
slab� m�sta�

�� Zkusit z
skat ��ste�n� v�sledek� dos�hnout ��ste�n�ho c
le� +�ste
n�
�sp�ch p�i �e�en� probl	mu �nap��klad d�kaz lemmatu� se m��e hodit
p�i dosa�en� hlavn�ho c�le �d�kazu v�ty��

�� Zjednodu�it z
skan� vztahy� vyu�
t zadan� data� dos�hout c
le� Je t�eba
vyu��t vztah� zapsan�ch v bod� ���� vybrat vhodnou strategii k jejich
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�e�en� �nap��klad dosazovac� metodu pro soustavu line�rn� a kvadratick	
rovnice� a pomoc� algebraick�ch 
i jin�ch operac� doj�t k ��dan	mu
v�sledku�

P�i �e�en� snadn�ch �loh n�sleduje po bodu ��� p��mo bod ���� Jestli�e
je �loha pro �e�itele p��li� slo�it�� p�edstavuj� body ��� a� ��� alternativy
dal��ho postupu� �e�itel m��e vy�e�it jen 
�st �lohy� analogickou �lohu�
speci�ln�j�� p��pad dan	 �lohy� apod�

�loha �� D�lky troj�heln
ka tvo�
 t�i po sob	 jdouc
 �leny aritmetick� po�
sloupnosti s diferenc
 d� Obsah troj�heln
ka je S� Ur�ete d�lky stran
a velikosti vnit�n
ch �hl� troj�heln
ka ��� s� � �
�

�� Tento probl	m je prvn�ho typu� M�me naj�t n�kolik nezn�m�ch veli
in�
jestli�e jsou d�ny jin	 veli
iny� %e�en� bude z�ejm� algebraick	 s �mnoha�
rovnicemi spojuj�c�mi nezn�m	 veli
iny se zn�m�m�

�� Je d�n troj�heln�k� jeho obsah a vztah pro d	lky stran� Proto budeme
pot�ebovat vztahy� v nich� souvisej� d	lky stran s velikostmi �hl�� sino�
vou a kosinovou v�tu� vztahy pro obsah troj�heln�ka� apod� D�le mus�me
n�jak vyj�d�it skute
nost� �e d	lky stran troj�heln�ka tvo�� aritmetickou
posloupnost�

�� Chceme naj�t d	lky v�ech stran a velikosti v�ech �hl�� Budeme k tomu
pot�ebovat ji� v��e zm�n�n	 vztahy�

�� Hledan	 �hly ozna
�me standardn� �� � a �� d	lky stran je vhodn	
vyj�d�it symetricky pomoc� �prost�edn�� strany b� a � b � d� b � b�
c � b� d�

�� Zap��eme v�e� co zn�me� v podob� rovnic 
i nerovnic�

� �� �� �� S � �� b � d

� �� � � � � �����

� sinov� v�ta�
b� d

sin�
�

b

sin�
�
b� d

sin �
� kosinov� v�ta� b� � �b� d�� � �b� d�� � ��b� d��b� d� cos�

� obsah� S �
�
�
�b� d�b sin � �

�
��b� d��b� d� sin�

�
�
�
�b� d� sin�

� Heron�v vztah� S �
p
s�s� a��s� b��s� c�

�� Dan� probl	m m��eme m�rn� pozm�nit a t�m jej zjednodu�it� M��
�eme nap��klad uva�ovat speci�ln� p��pady  rovnostrann� nebo rovno�
ramenn� troj�heln�k� V p��pad� rovnostrann	ho troj�heln�ka z�sk�me
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jednoduch�m v�po
tem�

b �
�
p
S

�
p
�

� a � c ���

A d�le� d � �� � � � � � � ���� Z �e�en� speci�ln�ho p��padu m��
�eme z�skat p�edstavu o tom� jak by mohl vypadal v�sledek v obecn	m
p��pad� �kter	 veli
iny a v jak�ch mocnin�ch 
i odmocnin�ch se zde
vyskytuj� � � � ��

�� Probl	m m��eme v�razn� pozm�nit nap��klad t�m� �e 
�st zad�n� vy�
nech�me� m�sto abychom se sna�ili jist	 tvrzen� dok�zat� m��eme se
pokusit ho naopak vyvr�tit� m�sto troj�heln�ka m��eme uva�ovat 
tve�
rec� apod� Toto funguje u slo�it�j��ch probl	m�� V na�� �loze je v�ak
tato cesta k c�li zbyte
n� slo�it��

�� Cesta k c�li m��e v	st i p�es 
�ste
n	 nebo provizorn� v�sledky� p�i nich�
vyu��v�me jen 
�st zadan�ch �daj��

�� Jako nejnad�jn�j�� v�chodisko pro �e�en� probl	mu se nab�z� Heron�v
vztah� nebo# spojuje obsah troj�heln�ka p��mo s d	lkami jeho stran
�p�esn�ji s polovinou jeho obvodu�� Jakmile se poda�� ur
it d	lky stran�
z kosinov	 v�ty pak vypo
teme �hly�
M�me tedy Heron�v vztah�

S �
p
s�s� a��s� b��s� c� ���

kde
s � �a� b� c��� � ��b� d� � b� �b� d�
�� � �b�� ���

Dosazen�m ��� do ��� a umocn�n�m na druhou dost�v�me�

S� �
�b
�

�
�b
�
� b� d

��
�b
�
� b

��
�b
�
� b� d

�
���

Vztah ��� lze rozn�soben�m zjednodu�it�

S� �
�b��b� � �d��

��
���

Vztah ��� je bikvadratickou rovnic� pro b�

�b� � ��d�b� � ��S� � � ���
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Rovnice o nezn�m	 b ��� m� ko�eny�

b� � �d� �
r
�d� �

��
�
S� ���

Proto�e b� mus� b�t kladn	� je v ��� p��pustn� pouze ko�en s kladn�m
znam	nkem p�ed odmocninou� Odmocn�n�m ��� nakonec z�sk�me b�

b �

s
�d� �

r
�d� �

��
�
S� ���

a � b � d� c � b � d� �hly �� �� a � lze dopo
�tat pomoc� kosinov	
�sinov	� v�ty �ponech�v�me na 
ten��i��
Zp�tn� kontrola v�sledku pro d � � �rovnostrann� troj�heln�k� d�v�
vztah ����

Srovn
n� obou p��stup�
P��stupy G� P)lyi �GP� a T� Tao �TT� jsou si v z�sad� podobn	��

 Bod GP �� tedy porozum�n� probl	mu� odpov�d� bod�m � � u TT�
 Bod GP � koresponduje s TT � � a prvn� 
�st� TT ��
 Bod GP � odpov�d� druh	 
�sti TT ��
 TT na rozd�l od GP explicitn� nezmi!uje kontrolu v�sledku �bod GP ���

Rozd�lnost mezi ��
 a ��
 lze spat�ovat sp��e v tom� jakou m�li auto�i
motivaci k jejich naps�n�� ke komu se ve sv�ch textech obracej� a jak	mu
typu �loh se v�nuj�� P)lya se obrac� p�edev��m k u
itel�m a student�m ma�
tematiky a na modelov�ch �loh�ch n�zorn� p�edv�d�� jak by si m�l po
�nat
��k i u
itel v jednotliv�ch f�z�ch �e�en�� U P)lyi p�evl�daj� b��n	 �lohy
st�edo�kolsk	 �rovn�� Tao se zam��uje sp��e na z�jemce o matematiku�
vyb�r� si �lohy p�ev��n� z matematick�ch sout��� a p�edv�d� matematiku
jako zaj�mavou� z�bavnou a kr�snou v�du��

Zv�dav� 
ten�� si je�t� m��e porovnat� jak se ��dan	 aktivity ��k� p�i
rozv�jen� kompetence k �e�en
 probl�m� dle RVP G z �vodu 
l�nku shoduj�
s p��stupy obou autor� k �e�en� matematick�ch �loh�

�T� Tao zmi(uje P)lyovo d�lo ��� ji� na prvn� str�nce sv� knihy�
�T� Tao zmi(uje P)lyovo d�lo ��� ji� na prvn� str�nce sv� knihy T� Tao� %I just like

mathematics because it is fun�' �
� Preface��
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Z
v�r
Problematice �e�en� probl	m� je v anglosask	 literatu�e v�nov�na zna
�

n� pozornost �viz nap�� ��
 nebo ��
�� C�lem tohoto 
l�nku proto bylo p�i�
bl��it n�kter	 p��stupy a my�lenky i 
esk	mu 
ten��i �u
iteli matematiky��
Tyto p��stupy jsou sou
�st� �e�en� praktick�ch probl	m� s vyu�it�m mate�
matiky �viz nap�� ��
� a do jist	 m�ry jsou pou�iteln	 i pro �e�en� probl	m�
mimo oblast matematiky� Z�jemce o problematiku utv��en� a rozvoje jed�
notliv�ch kl�
ov�ch kompetenc� lze odk�zat na metodick� port�l RVP�

G� P)lya i jeho d�lo jsou dnes ji� legend�rn�� proto si z�v�rem dovo�
l�m citovat jeho slova ��
� &U
itel matematiky m� jedine
nou p��le�itost�
Jestli�e napln� 
as ur
en� k v�uce neust�l�m procvi
ov�n�m rutinn�ch ope�
rac�� omez� t�m intelektu�ln� rozvoj sv�ch ��k� a s touto p��le�itost� na�
lo�� �patn�� Ale pokud pob�dne zv�davost sv�ch ��k� t�m� �e jim p�edlo��
probl	m p�im��en� jejich znalostem a pom��e jim sv�mi ot�zkami tento
probl	m vy�e�it� zakus� jeho ��ci mo�nost nez�visl	ho my�len�� Tato zku�
�enost m��e podn�tit chu# ��k� k du�evn� pr�ci a do konce �ivota formovat
jejich my�len� a charakter � � � '

L i t e r a t u r a

��� RVP � Metodick port�l� Dostupn� na WWW� �http���rvp�cz��
��� P�lya� G�� How To Solve It � A New Aspect of Mathematical Method� �nd Edition�

USA� Princeton University Press� �����
�
� Tao� T�� Solving Mathematical Problems � A Personal Perspective� USA� Oxford

University Press� �����
��� Jonassen� D�� Learning to Solve Problems � An Instructional Design Guide� USA�

Pfei*er� �����
��� Bransford� J� Stein� B� S�� The IDEAL Problem Solver� A Guide for Improving

Thinking� Learning� and Creativity� USA� Freeman� ���
�
��� Tr�vn��ek� S�� Matematizace re�ln ch situac�� MFI� �� ���������� �� �� s� 
$$�
�$�
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Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me zad�n� dal�� dvojice �loh na�� pravideln	 rubriky� Jejich �e�en�
m��ete zaslat nejpozd�ji do ��� �� ���� na adresu� Redakce 
asopisu MFI�
��� listopadu ��� ��� �� Olomouc� Jejich �e�en� lze zaslat tak	 elektronickou
cestou �pouze v�ak v TEXovsk�ch verz�ch� p��p� v MSWordu� na emailovou
adresu� m��upol�cz� Zaj�mav� a origin�ln� �e�en� �loh r�di uve�ejn�me�

�loha ���
Doka�te� �e

�

s
� �

��p
��

� �

s
�� ��p

��

je p�irozen	 
�slo�
Stanislav Tr�vn
�ek

�loha ���
Je d�n rovnob��n�k ABCD a bod E� kter� nele�� na jeho hranici� V bo�

dech A� B� C� D jsou v dan	m po�ad� sestrojeny rovnob��ky a� b� c� d
s p��mkami EC� ED� EA a EB� Doka�te� �e p��mky a� b� c� d proch�zej�
jedn�m bodem�

Pavel Leischner

D�le uv�d�me bilanci za uplynul� ����� ro
n�k t	to rubriky� kter� je z��
rove! osm�m ro
n�kem dal��ho cyklu dlouhodob	 sout��e� Redakce obdr�
�ela celkem ��� �pln�ch nebo 
�ste
n�ch �e�en� od �� jednotlivc� �alespo!
jednu vy�e�enou �lohu druh	ho cyklu p�itom zaslalo ��� �e�itel��� Za ka��
dou �pln� vy�e�enou �lohu �e�itel obdr�el � bod�� za 
�ste
n� vy�e�enou
� body( k�n�sobn�m laure�tem t	to rubriky se stane �e�itel� kter� z�sk�
od ��� ro
n�ku alespo! k�n�sobek 
�sla �� �rubrika byla zalo�ena v roce
������

Po�ad� �e�itel� po osm	m ro
n�ku druh	ho cyklu dlouhodob	 sout��e�
�� Anton Hn�th z Moravan ���� b��� �� Karol Gajdo� z Trnavy ���� b���
�� Vladim
r Pavel z Blovic ���� b��� �� Jozef M�sz�ros z Jelky ���� b���
��Miroslav H�bsch z Prahy � ���� b��� �� Ji�
 Steckbauer z Kv�tn	 ���� b���
�� Franti�ek J�chim z Volyn� ���� b���

Nov�mi laure�ty se st�vaj� Ji�
 Steckbauer a Franti�ek J�chim� Srde
n�
jim blahop�ejeme�

Pavel Cal�bek
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