MATEMATIKA

Véta o thlu tétiv kruznice

PAVEL LEISCHNER
Pedagogickd fakulta JU, Ceské Budgjovice

1. Uvod

Véta o Ghlu tétiv kruznice predstavuje zobecnéni véty o obvodovych
uhlech. K feseni nékterych geometrickych tloh je vhodnéjsi. Je znama jiz
z klasické Hadamardovy ucebnice [2]. Na webu ji najdeme jak v americkych
prehledech stfedoskolské matematiky, napiiklad [7] nebo [9], tak i v rus-
kych materidlech pro stfedoskoldky, viz [6] nebo [10]. U nés neni piilis
znama. Nez ji uvedeme, upfesnime si zdkladni pojmy.

dA NB

a) Oblouk AB b) Oblouk ANB
Obr. 1

Pro délku oblouku AB zavedeme symbol d4p. Velikost stfedového Ghlu,
ktery prislusi oblouku AB budeme struc¢né nazyvat whlovd velikost oblouku
AB a znalit wap (obr. 1). Nékdy neni jasné, ktery z oblouki AB mame
na mysli. V takovém piipadé mizeme na obrazku oznacit néktery vnitini
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bod uvazovaného oblouku pismenem (nap¥. N) a hovofit o oblouku AN B,
jak ukazuje obr. 1b).
Pokud uhlovou velikost oblouku AB vyjadiime v obloukové mire, plati
vztah
dAB =TwAaB. (1)

2. Véta o thlech tétiv jako dusledek symetrie kruznice
Ze soumérnosti tétiv i kruznice podle spolecné osy rovnobéznych tétiv

na obr. 2¢) plyne dep = dap a odtud nésledujici véta:

Véta 1
Rovnobézné tétivy ohranicuji na kruznici shodné oblouky.

Pfi oznaceni podle obr. 2a), b) fikdme, ze thlu ¢ tétiv AC a BD,
které se protinaji v bodé V, pfislusi oblouky AB a C'D. Za protinajici se
tétivy povazujeme i ty, které maji spole¢ny krajni bod. (P¥i oznaceni podle
obr. 2a) to znamend bud V =C = D, nebo V=4 = B.)

D

Cc .
B
A

dyy

Obr. 2 Oblouky vytaté tétivami

Véta 2

Jestlize se v dané kruznici protind tétiva BD s rovnobéznymi tétivami
AC a A'C', ptricemz body A, A’ lezi v téze poloroviné s hrani¢ni pfimkou
BD, pak plati

dap +dcp =dap +dcp (2)

wa'B +Wwo'p = WAB + WeD. (3)
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Diikaz. Oblouky AA’ a CC’ jsou shodné, proto lze oznaéit d = dga =
= dccr . Ziejmé plati

dap+dep = (dap £d)+ (dep Fd) = dap + dep,
pfitom horni znaménka plati pro situaci, kdy je bod A uvnit¥ oblouku A'B

(obr. 3) a dolni znaménka plati, kdyz je A’ uvnitt oblouku AB. Tim je
dokéazan vztah (2). Rovnost (3) je pfimym disledkem vztaht (2) a (1). O

A 4 4

Obr. 3 K dikazu véty 2

Dusledek véty 2. Soucet délek protilehlych oblouki vytatych secnami na
kruznici se nezméni posunutim néktere z nich za predpokladu, Ze se secny
pred posunutim i po ném protinaji v kruhu kruznict ohraniceném. Nezméni
se ani soucet whlovych velikosti oblouksi.

Véta 3 (o Ghlu tétiv)

Velikost uhlu tétiv, které se v dané kruznici protinaji, je rovna aritme-
tickému priméru thlovych velikosti prislusnych oblouki tétivami ohrani-
¢enych.

Pfi oznadeni podle obr. 2a) to znamena, Ze
2¢p =wap t+wep- (4)
Diikaz. Stfedem kruznice vedme rovnobézky k tétivaim AC a BD. Sestro-
jené rovnobézky vytinaji na kruznici tétivy A'C’ || AC a B'D' || BD
(obr. 4). Predpokladejme nejprve, ze se tsecky A'C’ a BD protinaji —
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obr. 4a). UZzitim vztahu (3) pro tétivy A'C’, B'D’, BD a potom pro tétivy
BD, A'C" a AC dostévame

20 =warp +worp =wWA'B+We'D = WAB + WoD-

Pro situaci, kdy se protinaji tétivy B'D" a AC je dikaz analogicky.

k D <
7

7

C

Obr. 4 K diikazu véty o thlu tétiv

Nakonec uvazujme situaci, kdy se neprotinaji tétivy A’'C’' a BD, ani
tétivy B'D" a AC, obr. 4b). Se¢tenim vztahll wa/a = werc awp'p = WB'B
dostavame

warA +Wp'p = wWe'C + WB'B;,

odtud
(warp +wpra) + (Worpr +werp) = (Worp +wep) + (Wpra +waB)
a po upravé zjistime
20 =wap +wep =wap +wep. U

Pozndmka 1. K dikaztm vét 2 a 3 jsme volili staticky pristup. Dynamické
geometrie nabizi nazornéjsi a poutavéjsi formu probrani uciva, pfi niz vy-
chazime z experimentd s posouvanim secen. Soubor pomtcek vytvorenych
v Cabri I+ k této sérii ¢lankd mutze Ctenal i s metodickym navodem

zdarma stdhnout na webu z adresy [4].
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Pomicky umoznuji napiiklad pro situaci z obr. 3 ukazat, jak tétiva
AC prechézi do polohy A'C’ posouvanim seény AC. Pfitom se vykresluji
zmény délek sledovanych oblouki, a tak je pfimo vidét, ze se posouvanim
soucet délek obloukt neméni. Nudny dikaz véty 3 lze nahradit zédkovskou
aktivitou: Zak premistuje tétivy postupnym posouvanim sefen za pod-
minek z véty 1 z libovolného umisténi do polohy priamérd A'C"' a B'D’.
Tlustraci jedné z moznosti vidime na obr. 5a): Nejprve byla se¢na BD pfe-
misténa do polohy (1), pak AC do polohy (2), potom (1) do (3), (2) do
(4), a nakonec (3) do (5). Neni to sice pfesny matematicky dikaz, ale lépe
motivuje a vede k neformélnimu, trvalejsimu poznatku.

p € B

a)
a) Ilustrace posouvani sefen b) Dusledek véty 3: w = 2¢p

Obr. 5

3. Véta o obvodovych thlech

Obrézek 5b) predstavuje vétu o obvodovych thlech jako zvlastni pripad
véty 2. Tétivy AC' a BD jsou v takové poloze, ze prisecik V lezi na kruz-
nici, tedy C = D = V. Uhel AV B je obvodovy a AOB je piisluiny stfedovy
thel velikosti w. Plati wep = wyy =0 a wap = w. Vztah (4) mé tvar

20 =w, (5)
z néhoz plyne

Véta 4 (o obvodovych thlech)

Obvodové thly, které piislusi témuz oblouku dané kruznice, maji veli-
kost rovnu poloviné thlové velikosti prislusného oblouku.
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Ukazali jsme si, ze véta 3 o thlu tétiv v sobé zahrnuje vétu o obvodovych
se zapamatuje a vypovidd vice o dokonalé symetrii kruznice. Pokud je
mi zndmo, dostupnd literatura (s vyjimkou [3]) neuvadi pravé popsané
odvozeni. Patrné z historickych divodd je véta povazovana za disledek
véty o obvodovych thlech a dokazovana nékterym z nésledujicich dvou
postupi:

1. (Klasicky) dikaz véty 8. P¥i oznaceni podle obr. 6a), na némz jsou sym-
boly tthlovych velikosti oblouki z praktickych diivod umistény u oblouk,
je podle véty o vnéjsim thlu pro trojahelnik BC'V velikost thlu C'VD rovna
souctu velikosti thla CBD a BCA. Odtud a z véty 4 dostdvame

1 1 1
p=ps+p = JWAB + JwoD = E(WAB +wep).

Obr. 6 K dikazim véty 3 (pomoci véty 4)

2. dikaz z Ponarinovy ucebnice [6]. Sestrojme tétivu BE || AC podle
obr. 6b). Oblouky ohrani¢ené rovnobéznymi tétivami AC a BE jsou shod-
né, proto plati

wAB +wep = wECe +Wep = WED = 2.
Snadno lze ovéfit, ze véta 3 je ekvivalentni s vétou 1. Poznamenejme
jesté, ze k vété 3 existuje analogicka véta o thlu secen, jez se protinaji vné

kruznice. Uvedeme ji bez dikazu, ktery ¢tendf jisté zvladne sam. (MuzZe
pouzit kterykoliv ze zptlisobt, jimiz jsme dokazovali vétu 3.)
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Véta 6

Pokud se seény AC a BD protinaji vné dané kruznice a kruznici pro-
tinaji ve vrcholech ¢tyfahelniku ABDC, pak pro velikost jejich dhlu ¢,
jemuz piislusi protilehlé oblouky AB a CD, plati

2¢ = |wap — webl- (6)
Pozndmka 2. Zavedenim orientovanych Ghli (resp. orientovanych oblouki)
muzeme véty 3 a 6 sloucit a vztahy (4) a (6) nahradit jedinou rovnosti.

5. Zavér

Véta o thlu tétiv je vétsinou poklddana pouze za disledek véty o ob-
vodovych uhlech. I ve sbirkdch dloh se v rtznych obménach uvadi jako
dikazova tloha na vyuziti vztahu (5) (viz napiiklad [8] str. 7, tloha 5,
resp. [5] str. 232, tloha 109). Ptitom by méla by povaZovana za vétu za-
kladni, nebot vypovida vice o symetrii kruznice nez véta o obvodovych
thlech, kterou obsahuje. Navic umoznuje jednodussi a prehlednéjsi reseni
nékterych vypoctovych tloh o thlech v kruznici, jak si ukazeme priste.
(Nékolik fesenych piikladd je jiz dostupnych v metodickém navodu sou-
boru [4].)

Cilem ¢lanku bylo upozornit na tato fakta a inspirovat didaktickou ve-
fejnost k modernizaci vyuky skolské geometrie.
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Dva pohledy na reSeni problému

JIRI MAZUREK

Gymnézium Orlova

Uvod

Naucit zaky tesit problémy je jeden z davnych a soucasné zcela aktudl-
nich tkol didaktiky.! V matematice je ¥eSeni problémt vénovéana pozor-
nost odeddvna (viz napiiklad egyptsky Ahmesiv rukopis, datovany 1650
pi. n. L). Regeni vhodnych matematickych tloh je i dnes nedilnou sou-
¢asti vyuky matematiky na vSech stupnich a typech skol. Problémem vsak
zustava, jak zaky 1épe wucit Tesit tyto Glohy, jak u nich rozvijet logické
a abstraktni mysleni, jak je vést k dosazeni stanoveného cile a k doved-
nosti oveérit si vysledek.

K tomuto ukolu se hlasi i ,nova §kola“ prostfednictvim svych doku-
mentd Rdmcové vzdéldvaci programy pro gymndzia (RVP G) a Ramcové
vzdéldvaci programy pro zakladni skoly, v nichz jsou formulovany tzv. kli-
cové kompetence. Jedna z nich, kterd se mé na skoladch utvéret a rozvijet,
je kompetence k teseni problémi. RVP G v nékolika bodech uptesnuji jeji
obsah [1, s. 9], tj. ikd, jak si m4a zak pocinat.

Zak:

— rozpoznd problém, objasni jeho podstatu, rozcleni ho na ¢ésti;

— vytvarii hypotézy, navrhuje postupné kroky, zvazuje vyuziti riznych po-
stupt pri feSeni problému nebo ovérovani hypotézy;

— uplatnuje pfi feseni problémt vhodné metody a diive ziskané védomosti
a dovednosti, kromé analytického a kritického mysSleni vyuziva i mysleni
tvorivé s pouzitim predstavivosti a intuice;

— kriticky interpretuje ziskané poznatky a zjisténi a ovéruje je, pro své
tvrzeni nachdzi argumenty a dikazy, formuluje a obhajuje podlozené
ZAVEry;

L David Jonassen napiiklad tvrdi, Ze lidé jsou FeSiteli problémt odpraddvna a Ze
§pickovi experti nejsou placeni jen za své znalosti, ale predevSim za Teseni problémai ve
svych oborech [4, s. 17-18]. Metodolog v&dy Karl. R. Popper mé tezi ,Zivot je FeSenim
problémi“ dokonce v nazvu jedné ze svych publikaci.
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— je otevieny k vyuziti riznych postupt pii feSeni problémi, nahlizi pro-
blém z riznych stran;

— zvazuje mozné klady a zdpory jednotlivych variant reSeni, véetné po-
souzeni jejich rizik a dtsledki.

Tyto teze se tykaji feSeni problémi obecné, z hlediska vyuky matema-
tiky jsou vSak prili§ obecné a velmi malo instruktivni, a proto je nelze
povazovat za navod k feseni matematickych tloh a problémi. Ve vyuce
matematiky museji byt vyse zminéné teze konkretizovany resenim konkrét-
nich problémi. Pti rozvijeni kompetence k feSeni problémil v matematice
lze vyjit z dnes jiz klasického dila George Pélyi [2]. Soufasnym autorem,
ktery se vénuje feSeni matematickych problémi, je napiiklad Terence Tao?,
viz [3].

Tento c¢lanek si klade za cil ukdzat na dvou nepfili§ obtiznych mate-
matickych tlohach pristup k feseni matematickych problémi podle obou
zminénych autori. Zaroven lze nasledujici text chépat i jako podnét pro
ucitele, jak konkrétné postupovat pii rozvijeni kompetence k feseni pro-
blémt v matematice v duchu ramcovych vzdélavacich program.

Reseni matematickych problémi podle George Pélyi

George Poélya uvadi ¢tyfi etapy feSeni problému [2, s. xvii]:

zéka, ktery problém nepochopil. Musite se ujistit, ze zaci dany problém
pochopili, a to tak, ze je nechate vyjadrit problém vlastnimi slovy, a pak
jim kladete otazky: ,,Co je v Gloze nezndmou, kterou mame najit? Jaké
jsou udaje v zadani? Jaké podminky se objevuji v tloze? Je mozné
splnit podminky zadani? Jsou tyto podminky dostate¢né k nalezeni
feSeni? Nacrtnéte si obrazek, zavedte si vhodné oznaceni veli¢in, zapiSte
podminky.“

2. Vymyslet plan reseni problému: V tomto kroku je tieba najit spojeni
mezi Udaji v zadani a nezndmou. Pokud Zaci dany problém nikdy nefe-
§ili a nic je nenapadé, zkuste jim pripomenout jiny, podobny problém,
jehoz reseni znaji. Vyreste jednodussi problém, analogicky problém, vice
obecny nebo naopak specidlnéjsi problém. Vyteste alespon ¢ast tlohy.
Nakonec byste méli objevit plan feSeni dané Glohy.

2Terence Tao (nar. 1975) je vitdz Mezinarodni matematické olympiddy (IMO) z roku

1988 a nositel Fieldsovy medaile (nejprestiznégj§iho matematického ocen&ni) z roku 2006.
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3. Provést plan: Pti feSeni kontrolujte kazdy krok, musite postupovat lo-
gicky spravné (korektng).

4. Provést zpétnou kontrolu: Zkontrolujte s zaky feSeni. Je spravné? Je
tim, co se mélo ziskat? Je mozné feSeni ovérit jinak? Je mozné pouzit
toto feSeni i k feSeni né&jakého jiného problému?

Uloha 1. Vypoctéte délku télesové uhlopticky v kvddru, jestlize jsou ddny
délky jeho hran [2, s. 7-15].

1. Zaci znaji Pythagorovu vétu, ale nemaji z4dné znalosti ze stereome-
trie (geometrie v trojrozmérném prostoru). U¢itel mize na tvod tlohu
konkretizovat: za kvadr lze vzit tfidu a télesovou thloprickou je pak
spojnice protilehlych roht tfidy. Ucitel kvadr nacrtne na tabuli a pak
nasleduje dialog s zaky:

Ucitel: ,Co je neznamou?“

Zici: »Délka télesové uhlopricky v kvadru.“

Ucitel: ,Jaké Gdaje mame v zadani?“

Zdci: »2Zname délku, $itku a vysku kvadru.®

Uéitel: ,Zavedme si oznaceni. Jak oznad¢ime nezndmou?*
Zdci: I

Ucitel: A jak oznacime délky hran kvadru?*

Zdci: »a, b, c.”

Uditel: ,Jakou podminku vyjadiuje zadani? Jaka je souvislost mezi nez-
namou x a hranami a, b a ¢?“

Zdci: ,Neznama z je télesovou uhloprickou v kvadru s délkou a,
sitkou b a vyskou c.“

Ucitel: ,Ma tento problém smysl? Jde ze zadani urcit z?7“

Zdci: »Ano. KdyZ zname a, b a ¢, zname kvadr, a tim je ddna i délka
jeho télesové thlopricky.”

2. Z4aci mohou mit problém s vymyslenim planu feSeni. Proto je ucitel
navede k problému, ktery je podobny, a ktery zaci znaji z planimetrie:
najit délku prepony v pravothlém trojuhelniku, pripadné uhlopticky
v obdélniku.

3. Ucitel naértne v kvadru pravouhly trojahelnik s pfeponou x a Zaci se
pusti do vypoctu. Pfitom dvakrat pouziji Pythagorovu vétu a ziejmé

si zavedou pomocnou neznamou (napft. u) pro délku ahlopficky v pod-
stavé. Ucitel kontroluje proces feSeni, vede zaky k tomu, aby si spravnost
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jednotlivych krokt ovéfovali (,,Je ten trojihelnik opravdu pravothly?
MiZzeme pouzit Pythagorovu vétu?*). Nakonec zici vypoctou délku té-
lesové thlopricky v kvadru:

xr=vVa®+b +c (1)

4. Zbyva ovéfit vysledek (1). Ucitel mize zakim polozit napiiklad tyto
otazky:

e Pouzili jste v8echny tdaje ze zadani? Je ve vzorecku pro x pouzito
a,bic?

e Oznagcili jsme si délku kvadru jako a, $itku jako b a vysku jako c.
KdyZ zaménime hrany kvidru (zaménime pismena a, b a ¢), kvadr
zistane stejny, a proto se vysledek (z) nesmi zménit. Plati to?*

e Co se stane, kdyz se vyska kvadru ¢ zmens$i na nulu? Bude potom
z délkou uhlopficky v obdélniku o stranach a a b7“

e Kdyz budeme zvétSovat rozméry kvadru, bude se zvétsovat také 7

o Kdyz zvétsime vSechny rozméry kvadru dvakrat, zvétsi se dvakrat
také x?¢

e Co se stane, kdyz vSechny rozméry kvadru budou stejné?“

Diky témto otdzkam se zvysi divéra zakd ve spravnost dosazeného vy-
sledku a zaci si tento vysledek 1épe zapamatuji, znalost je 1épe ukotvena
a konsolidovana.

Poslednimu kroku — ovéreni vysledku — se vSak v Ceském edukac¢nim
prostiedi ucitelé ani zaci prilis nevénuji, a proto se mezi zakovskymi vy-
sledky obcas objevuji ,,do nebe volajici“ nesmysly, v nichz naptiklad vlaky
cestuji nadsvételnou rychlosti. Polya uvadi, ze podobné absurdity nejsou

v

v vy

A Thostejnost zaki plyne z nedostateéné motivace. TéZisté prace ucitele
matematiky proto podle Poélyi spocivd v kladeni vhodnych otazek, které
zaky motivuji k feSeni problému a vedou je (nendsilng) k hledanému vy-
sledku.

ResSeni matematickych problém, jak je popisuje Terence Tao

Terence Tao doporucuje pouzit k feseni problémi nésledujici osnovu [3,
s. 1-7]:
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. Pochopit typ problému: O jaky problém se jednd? Typ problému roz-

hoduje o strategii feSeni. Existuji t¥i zakladni typy problémi:

e Problémy, které zacinaji spojenim: , Ukazte, ze ...“, prfipadné: ,Vy-
poctéte ...«
e Problémy, které zacinaji spojenim: ,Najdéte ...“, pripadné: ,Na-

jdéte vsechna ...“
e Problémy, které zacinaji spojenim: ,Existuje ... ?7¢

Problémy prvni kategorie jsou nejméné obtizné, nebot cil je jasné for-

mulovan (,je vidét“) a jde jen o to najit cestu k jeho nalezeni. Problémy
druhé kategorie jsou o néco obtiznéjsi, vysledek je tfeba hledat ¢i uhad-
nout. Problémy tieti kategorie patii k nejobtiznéjsim. Na pocatku je nutné
se rozhodnout, zda dany objekt existuje ¢i nikoli, a pak se snazit najit di-
kaz (ne)existence, respektive protipiiklad.

2.

Pochopit idaje ze zaddni: Co je dano? Obvykle jsou dany néjaké objekty
a podminky, které tyto objekty musi splhovat. Dllezité je najit spojeni
mezi riznymi objekty ¢i podminkami.

Pochopit cil: Co chceme najit? Znalost cile poméha zvolit vhodnou stra-
tegii k resSeni problému.

Zvolit vhodné oznaceni velicin. Pro idaje, podminky ¢i objekty ze za-
dani volime co nejjednodussi oznaceni. Nevhodné oznaceni miize zkom-
plikovat feSeni Glohy (viz FeSend tloha niZe).

Zapsat, co je zndmo (ve zvoleném oznaceni), nakreslit diagram. Zapisky
mohou slouzit jako podklad pro pozdéjsi premysleni, ¢lovék mize zirat
na papir, kdyz se ,zasekne“, a nakonec pri psani se miize objevit néjaka
novd inspirujici myslenka. Timto bodem tedy zacind samotné reSeni
problému.

Pozmeénit problém castecné. Jestlize dany problém odoldva, je mozné
zkusit vyresit o néco jednodussi problém, napriklad specialni piipad
daného problému.

Pozmeénit problém vyrazné. ,Ohybanim“ problému (vypusténim ¢asti
vstupnich dat, negaci cile, apod.) je mozné zjistit jeho klicova, piipadné
slaba mista.

Zkusit ziskat cCdstecny vysledek, dosdhnout cdstecného cile. Céasteény
tspéch pii FeSeni problému (napiiklad dikaz lemmatu) se mize hodit
pii dosazeni hlavniho cile (dikazu véty).

Zjednodusit ziskané vztahy, vyuZit zadand data, dosahout cile. Je tieba
vyuzit vztaht zapsanych v bodé (5), vybrat vhodnou strategii k jejich
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feSeni (naptiklad dosazovaci metodu pro soustavu linedrni a kvadratické
rovnice) a pomoci algebraickych ¢i jingch operaci dojit k zddanému
vysledku.

Pii feSeni snadnych aloh nasleduje po bodu (5) ptimo bod (9). Jestlize
je tloha pro feSitele prilis slozitd, predstavuji body (6) az (8) alternativy
dalsitho postupu: fesitel mtze vyfeSit jen Cast Glohy, analogickou dlohu,
specialnéjsi pripad dané tlohy, apod.

Uloha 2. Délky trojihelnika tvoii tri po sobé jdouct cleny aritmetické po-
sloupnosti s diferenci d. Obsah trojuhelnika je S. Urcete délky stran
a velikosti vnitinich uhli trojihelnika [3, s. 1-7].

1. Tento problém je prvniho typu. Mame najit nékolik nezndmych veli¢in,
jestlize jsou d4ny jiné veli¢iny. Reseni bude ziejmé algebraické s (mnoha)
rovnicemi spojujicimi neznamé veliciny se znamym.

2. Je dan trojtahelnik, jeho obsah a vztah pro délky stran. Proto budeme
potfebovat vztahy, v nichz souviseji délky stran s velikostmi thlt: sino-
vou a kosinovou vétu, vztahy pro obsah trojahelnika, apod. Dale musime
néjak vyjadrit skutecnost, ze délky stran trojuhelnika tvoii aritmetickou
posloupnost.

3. Chceme najit délky vSech stran a velikosti v8ech thld. Budeme k tomu
potfebovat jiz vyse zminéné vztahy.

4. Hledané uhly oznac¢ime standardné «, 8 a v, délky stran je vhodné
vyjadiit symetricky pomoci (prostfedni) strany b: a = b —d, b = b,
c=b+d.

5. ZapiSeme v8e, co zname, v podobé rovnic ¢i nerovnic:

d Oé,ﬁ,’775>0,b2d
o« o+ f+y = 180°,
., .. b-d b b+d
e sinova véta: — = — = —
sina  sinf  siny
e kosinova véta: b> = (b — d)? + (b +d)* — 2(b— d)(b + d) cos 3
1 . 1 1
e obsah: S = 2(b d)bsiny = o—dbtdsnd 2
e Herontiv vztah: S = \/s(s — a)(s — b)(s — ¢)

6. Dany problém mlzeme mirné pozménit a tim jej zjednodusit. Mu-
zeme naptiklad uvazovat specidlni pripady — rovnostranny nebo rovno-
ramenny trojihelnik. V pripadé rovnostranného trojihelnika ziskdme

(b+d)sina
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jednoduchym vypoctem:
b=—+=0a=c (2)

A dile:d =0, «a = B = v = 60°. Z feseni specidlniho pfipadu mi-
zeme ziskat predstavu o tom, jak by mohl vypadal vysledek v obecném
piipadé (které veli¢iny a v jakych mocnindch ¢ odmocninich se zde
vyskytuji ... ).

7. Problém mizeme vyrazné pozmeénit naptiklad tim, ze ¢ast zadani vy-
nechdme, misto abychom se snazili jisté tvrzeni dokazat, mizeme se
pokusit ho naopak vyvratit, misto trojihelnika mizeme uvazovat ctve-
rec, apod. Toto funguje u slozitéjSich problémi. V nasi tloze je vSak
tato cesta k cili zbytecné slozita.

8. Cesta k cili mize vést i pres ¢astecné nebo provizorni vysledky, pfi nichz
vyuzivame jen ¢ast zadanych udaja.

9. Jako nejnadéjnéjsi vychodisko pro feseni problému se nabizi Herontv
vztah, nebot spojuje obsah trojihelnika pfimo s délkami jeho stran
(pFesnéji s polovinou jeho obvodu). Jakmile se podaii ur¢it délky stran,
z kosinové véty pak vypocteme thly.

Méame tedy Herontv vztah:

S =+/s(s—a)(s —b)(s—c) (3)

kde
s=(a+b+c)/2=[(b—d)+b+ (b+d)]/2=3b/2 (4)

Dosazenim (4) do (3) a umocnénim na druhou dostavame:

52:%1’<%b—b+d> (%—b) (%b—b—d> (5)

Vztah (5) 1ze roznasobenim zjednodusit:

o 302(b% — 4d?)
5= 16 (©)

Vztah (6) je bikvadratickou rovnici pro b:
3b* — 12d°b? — 16S% = 0 (7)
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Rovnice o nezndmé b (7) ma kofeny:

b? = 2d° £ /4d% + 1—3652 (8)

Protoze b* musi byt kladné, je v (8) piipustny pouze kofen s kladnym
znaménkem pied odmocninou. Odmocnénim (8) nakonec ziskame b:

/ 1
b= \/2d2 +4/4d* + ?652 9)

a=0b—d,c=10b+d, thly «, 8, a v lze dopocitat pomoci kosinové
(sinové) véty (ponechavame na Ctenaii).

Zpétna kontrola vysledku pro d = 0 (rovnostranny trojahelnik) dava
vztah (2).

Srovnani obou pfistupt
Ptistupy G. Pélyi (GP) a T. Tao (TT) jsou si v zdsadé podobné.3
— Bod GP 1, tedy porozuméni problému, odpovida bodtim 1-4 u TT.
— Bod GP 2 koresponduje s TT 6-8 a prvni ¢asti TT 9.
— Bod GP 3 odpovida druhé ¢asti TT 9.
— TT narozdil od GP explicitné nezminuje kontrolu vysledku (bod GP 4).

Rozdilnost mezi [2] a [3] lze spatfovat spiSe v tom, jakou méli autofi
motivaci k jejich napsani, ke komu se ve svych textech obraceji a jakému
typu tloh se vénuji. Pélya se obraci predevsim k ucitelim a studenttim ma-
tematiky a na modelovych Glohach nazorné predvadi, jak by si mél pocinat
zék i ucitel v jednotlivych fazich feSeni. U POlyi prevladaji bézné tlohy
stredoskolské tirovné. Tao se zaméfuje spiSe na zdjemce o matematiku,
vybira si Glohy prevazné z matematickych soutézi a predvadi matematiku
jako zajimavou, zdbavnou a krasnou védu.*

Zvidavy ¢tenar si jeSt€é mulze porovnat, jak se zddané aktivity zakd pri
rozvijeni kompetence k reseni probléma dle RVP G z Gvodu ¢lanku shoduji
s pristupy obou autori k reseni matematickych tloh.

3T. Tao zmifiuje Pélyovo dilo [2] jiZ na prvni strdnce své knihy.

4T. Tao zmihuje Pélyovo dilo [2] jiZ na prvni strdnce své knihy T. Tao: ,I just like
mathematics because it is fun.“ [3, Preface].
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Zavér

Problematice feseni problémil je v anglosaské literatuie vénovana znac-
néa pozornost (viz napft. [4] nebo [5]). Cilem tohoto ¢lanku proto bylo pfi-
bliZit nékteré pristupy a myslenky i ¢eskému ¢tenari (uciteli matematiky).
Tyto pristupy jsou soucasti feSeni praktickych problémt s vyuzitim mate-
matiky (viz napf. [6]) a do jisté miry jsou pouZzitelné i pro FeSeni problému
mimo oblast matematiky. Zajemce o problematiku utvafeni a rozvoje jed-
notlivych klicovych kompetenci lze odkazat na metodicky portal RVP.

G. Pélya i jeho dilo jsou dnes jiz legendarni, proto si zavérem dovo-
lim citovat jeho slova [2]: ,,U¢itel matematiky mé jedinecnou pfileZitost.
Jestlize naplni ¢as urceny k vyuce neustalym procvi¢ovanim rutinnich ope-
raci, omezi tim intelektudlni rozvoj svych zaki a s touto prilezitosti na-
lozi $patné. Ale pokud pobidne zvédavost svych zaka tim, Ze jim predlozi
problém priméreny jejich znalostem a pomtze jim svymi otdzkami tento
problém vytesit, zakusi jeho zaci moZznost nezavislého mysleni. Tato zku-
Senost muze podnitit chut zaka k duSevni praci a do konce Zivota formovat
jejich mysleni a charakter ...
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime zadani dalsi dvojice tloh nasi pravidelné rubriky. Jejich feseni
mizete zaslat nejpozdéji do 10. 3. 2012 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc. Jejich feSeni lze zaslat také elektronickou
cestou (pouze v8ak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou
adresu: mfi@upol.cz. Zajimava a originalni fesSeni Gloh radi uvetejnime.

Uloha 185
10 10
24+ —+ ¢2— —
\/ V27 \/ V27

Dokazte, ze

je prirozené cislo.
Stanislav Travnicek
Uloha 186
Je dan rovnobéznik ABCD a bod E, ktery nelezi na jeho hranici. V bo-
dech A, B, C, D jsou v daném potadi sestrojeny rovnobézky a, b, ¢, d
s ptimkami EC, ED, EA a EB. Dokazte, ze piimky a, b, ¢, d prochéazeji
jednim bodem.
Pavel Leischner

Daéle uvadime bilanci za uplynuly (18.) ro¢nik této rubriky, ktery je za-
roven osmym roc¢nikem dalsiho cyklu dlouhodobé soutéze. Redakce obdr-
Zela celkem 110 Gplnych nebo ¢asteénych fesSeni od 44 jednotlivel (alespon
jednu vyfeSenou tlohu druhého cyklu pfitom zaslalo 166 Tesiteld). Za kaz-
dou Gplné vyteSenou ulohu fesitel obdrzel 6 bodd, za ¢astecné vyiesenou
3 body; k-ndsobnym lauredtem této rubriky se stane fesitel, ktery ziska
od 11. ro¢niku alesponi k-ndsobek ¢isla 93 (rubrika byla zaloZzena v roce
1993).

Poradi resitelti po osmém roc¢niku druhého cyklu dlouhodobé soutéze:
1. Anton Hndth z Moravan (339 b.), 2. Karol Gajdos z Trnavy (228 b.),
3. Viadimir Pavel z Blovic (213 b.), 4. Jozef Mészdros z Jelky (183 b.),
5. Miroslav Hibsch z Prahy 5 (156 b.), 6. Jiri Steckbauer z Kvétné (132 b.),
7. Frantisek Jdchim z Volyné (120 b.),

Novymi laureaty se stavaji Jirt Steckbauer a Frantisek Jachim. Srdecné
jim blahopfrejeme.

Pavel Caldbek
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