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��kola nem� jinou d�le�it�j�� �lohu	 ne� u
it jasn�mu
my�len�	 opatrn�mu �sudku	 konsekventn�m z�v�r�m�


Friedrich Nietzsche ����	 s� ���

�Matematika je v�da o my�len�	 n�vod k �it�� Kdyby
se matematika neu
ila	 staneme se n�rodem hlup�k��
D�ti budou chodit po sv�t� bez schopnosti mu porozu�
m�t�


Jaroslav Ne�et�il ���

�� �vod
Bezprost�edn�m podn�tem k naps�n� tohoto p��sp�vku byl pr�b�h d�l
�

zkou�ky z geometrie studentky	 kter� prakticky bez chyb reprodukovala
d�kaz v�ty o obrazu p��mky v kruhov� inverzi	 a
koliv mu v�bec nero�
zum�la	 nerozum�la ani de�nici kruhov� inverze a neum�la sestrojit ani
obraz bodu v tomto zobrazen�� I kdy� se s takto vyhran�n�m p��stupem
nesetk�v�me zcela b��n�	 je snaha o studium matematiky zalo�en� na pa�
m�ti a podce�ov�n� porozum�n� jevem dosti b��n�m� Matematika takto
poj�man� nep�isp�v� k rozv�jen� my�len��

Trapn�m p��kladem neporozum�n� textu jsou n�kter� p�eklady z ciz�ho
jazyka� Snad p�ekladatel ovl�d� p��slu�n� jazyk	 ale n�kdy p�ekl�d� slova
a v�ty	 ani� by v�d�l	 o 
em je �e
� Dolo�me to p��klady z matematiky�

V 
esk�m p�ekladu knihy Historie ��sla � je citov�na jedna z nejkr�sn�j�
��ch v�t element�rn� geometrie Pascalova v�ta o �esti bodech na ku�elose
ce
takto� �Pr�se��ky protilehl�ch stran hv�zdicov�ho �esti�heln�ku vepsan�ho
do ku	ele jsou koline
rn�
 ����	 s� ����	 Milan Mare� p��e o tomt�� velko�
ryse� Pascal �u	 v �estn
cti napsal �lozo�ck� rozklad o k
nick�ch �se��ch�
����	 s� �����
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V p�ekladu popul�rn� historie matematiky Denise Guedje se m��eme
do
�st nap��	 �e Fermat dok�zal v�tu �Neexistuje pravo�hl� troj�heln�k� je�
ho	 obsah je �tvercem p�irozen�ho ��sla
 ����	 s� ���� a o rozkladu na prvo
i�
nitele se p��e� Cel� ��slo m�	e vzniknout jen jedin�m zp�sobem �vylou��me�
li pou	it� �initel�� toti	 n
soben�m prvo��sel ����	 s� �����

Zcela bez porozum�n� reprodukovan� matematick� d�kaz m� stejnou
hodnotu jako nap�� od��k�n� Morgensternovy b
sn� Die Kugeln �� �	 s� ��	
abychom z�stali u geometrie� ��kem	 kter� nezn� ani slovo n�mecky� Je
ov�em t�eba p�iznat	 �e student	 kter� nap�� vyjmenuje d�la Karla �apka
a reprodukuje obsah jeho rom�nu Krakatit podle liter�rn� p��ru
ky	 m��e
b�t hodnocen v�born�	 stejn� jako nap�� student	 kter� vyjmenuje hlavn�
toky na�� republiky a reprodukuje p�esn� podle u
ebnice nap�� �daje o kli�
matu v 
esk� kotlin�� Tento rozd�l mezi matematikou a n�kter�mi jin�mi
p�edm�ty n�kte�� studenti t��ko ch�pou	 mnoz� i t��ce nesou� Je ov�em
ot�zka	 zda takov�to povrchn� p��stup k v�d�n� nen� v sou
asn� dob� p���
znakem jist� krize kultury� �V	dy� kdy	 se dnes mluv� o v�d�n�� jde v	dy
o n�co jin�ho ne	 o pochopen��
 p��e rakousk� v�dec Liessmann ����	 s� ���

�� Pam�� a porozum�n�
Co si vlastn� maj� ��ci a studenti z matematiky pamatovat	 co maj�

�um�t
! To je d�le�it� praktick� ot�zka a n�zory na odpov�" mohou b�t
r�zn�� Nap�� Milan Mare� v 
l�nku Radost z A plus B na druhou napsal�
�Jsem matematik a m
m matematiku r
d� Kdybych ji m�l u�it� zak
zal
bych sv�m 	
k�m bi�ov
n� vzore�k� zpam�ti� Vzore�ky se daj� snadno naj�t
v p��ru�ce nebo zapsat do not�sku a j
 bych jejich u	�v
n� doporu�oval i p�i
zkou�en�
 ������ Petr Pi�ha naopak p��e� �V souvislosti s veden�m k my��
len� je t�eba p�ipomenout v�znam pam�ti� M
m na mysli znalost vzore�k�
p�edev��m� Nesporn� je pravda� 	e je m�	eme v	dy znovu odvodit �nebo
naj�t�� Jen	e pouze zt�e�t�nec je bude v	dy znovu odvozovat p�i ka	d�m
p��kladu� kter� m
 �e�it� Matematik trp�c� nedostatkem pam�ti bude bu�
g�nius� kter� zopakuje kdykoli bleskurychle v�echno pozn
n� od Pythagora
a	 po Cantora atd�� nebo trouba� kter� nikdy nic nezvl
dne
 ��#�	 s� �����

Ch�peme�li porozum�n� v b��n�m smyslu	 tj� jako �posti	en� souvislost��
vztah�� smyslu a podstaty probl�m�
 ����	 s� ����	 je z�ejm�	 �e porozum�n�
je spjato s pam�t�� Porozum�n� textu p�edpokl�d� nejen znalost v�znamu
slov �a je lhostejn�	 zda jde o text v ciz�m jazyku nebo o odborn� text
nap�� v matematice nebo ve fyzice�	 ale i o znalost souvislost�� Porozum�n�
textu je z�kladem �e�en� probl�m��
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P�itom je nutn� respektovat tradici a konvence� K porozum�n� mate�
matice nep�isp�vaj� texty formulovan� nap�� takto�

�V aritmetice zn
me zlomky kmenov� �to jsou ty� kter� dnes p��eme se
zlomkovou �arou� a desetinn� �na kter� pot�ebujeme m�t des�tkovou po�
zi�n� ��selnou soustavu� a jejich analogie pro podobn� soustavy s jin�m
z
kladem� V�em ��sl�m� kter
 se daj� napsat jako kmenov� zlomek �tedy
jako pom�r dvou cel�ch ��sel�� nemaj�c� ve jmenovateli ��slo �� se ��k
 ��sla
racion
ln� podle �eck�ho �racio� � pom�r�
 ����	 s� ����

� � � � nem
 smysl s��tat imagin
rn� a re
ln� ��slo� m
 ale smysl je n
�
sobit
 ����	 s� ����

K pochopen� souvislost� m��e podstatn� p�isp�vat prezentace poznatk�
r�zn�mi jazyky �nap�� verb�ln� a vizu�ln�� a r�zn�mi metodami �nap��
analyticky a synteticky�� Prioritn� tedy nejde o roli pam�ti nap�� p�i zkou�
�en�	 ale o roli pam�ti v porozum�n� matematice	 zejm�na pak p�i �e�en�
�loh� P�itom samoz�ejm� mus�me zn�t a rozum�t pot�ebn�m pojm�m
�kter� se v matematice zav�d�j� zpravidla de�nicemi�	 mus�me zn�t souvis�
losti v matematice formulovan� obvykle ve v�t�ch� Vzorce nejsou nic jin�ho
ne� symbolicky zapsan� matematick� v�ty	 jejich� �okol�
 �nap�� kvanti��
k�tory nebo v�znam symbol�� b�v� n�kdy �zaml
eno
 �n�kdy pr�vem	
je�li nap�� z�ejm� o
 jde z kontextu��

V dal�� 
�sti 
l�nku uvedu	 snad jako inspiraci pro v�uku	 n�kolik p���
klad�	 jak lze podle m�ho n�zoru p�isp�vat k porozum�n� vybran�m t�ma�
t�m st�edo�kolsk� matematiky� Jsem si v�dom toho	 �e pojedn�v�m jen
o jedn� str�nce problematiky� K porozum�n� matematice p�irozen� vede
p�edev��m syst�m ot�zek a �loh	 kter� studuj�c� �e��� Touto problematikou
se zde nebudu zab�vat�

�� Goniometrick� funkce
Na obr� �a jsou p�ipomenuty p�edstavy spjat� s de�nicemi funkc� sinus

a kosinus ostr�ho �hlu� Tyto de�nice lze zn�m�m zp�sobem roz���it na
funkce s de�ni
n�m oborem rovn�m mno�in� v�ech re�ln�ch 
�sel�

���������	
Obr� �a Obr� �b
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Jak�m zp�sobem lze odvodit sou
tov� vzorce

sin��$ �� % sin� cos�$ cos� sin��

cos��$ �� % cos� sin�� sin� sin�!
Klasick� zp�sob pro p��pad	 kdy sou
et �$� je ostr� �hel	 p�ipomenu

reprodukc� 
�sti str�nky u
ebnice ���� na obr� ��

Cht�j�ce poznati� jak je mo�no sin	� 
 �� a cos	� 
 �� vyj�d�iti funkcemi
obou �hl
 jednotliv�ch 	sin�� sin�� cos�� cos��� zvolme nejprve dva ostr� �hly
� a �� j e j i c h � s o u � e t je men�� ne R� a u�i�me tyto �hly sty�n�mi� � � ab�
� � bc 	vrchol O� obr� ���� S bodu C na
rameni c spus�me kolmici CA na rameno a�
i jest

sin	�
 �� �
AC

OC
� cos	� 
 �� �

OA

OC
�

S bodu C spus�me d�le kolmici CB na
rameno b a s jej� paty B kolmici BA na a�
kone�n� s bodu B kolmici BD na CA�

��
��

Plat�
AC � A�B� 
DC proto�e AD � A�B

� OB � sin x
 BC � cos�

	z �Oa�B a z �CDB� jeho� �hel DCB � �� proto�e �hel ten m� ramena kolm�
k ramen
m �hlu ab a je t�ho� smyslu jako tento�� Proto

AC

OC
� sin �� �

OB

OC

 cos� �

BC

OC
�ili 	z �OBC�

sin	�
 �� � sin� � cos�
 cos� � sin��

Obdobn� nalezneme�
OA � OA� 
DB

� OB � cos��CB � sin��

OA

OC
� cos� �

OB

OC
� sin� �

CB

OC
�ili

cos	�
 �� � cos� � cos�� sin� � ��

Obr� �

Na�e sou
asn� u
ebnice uv�d�j� postup pro dut� sou
et �$� podle
obr� � �����	 s� � &�#��
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Pro goniometrick� funkce sinus a kosinus plat� tyto v�ty
� Pro ka�d� dv� re�ln� ��sla x� y plat�

sin	x
 y� � sinx cos y 
 cosx sin y 	��

sin	x� y� � sinx cos y � cosx sin y 	��

cos	x
 y� � cosx cos y � sinx sin y 	��

cos	x� y� � cosx cos y 
 sinx sin y 	��

Vzorce 	���	�� se naz�vaj� sou�tov� vzorce pro sinus a kosinus
D�kaz 	��� P�edpokl�dejme nejprve� �e x� y jsou ��sla z intervalu h�� ��� a p�i�
tom x � y�

V soustav� sou�adnic s po��tkem O sestroj�me �hel�JOA o velikosti x

a �hel�JOB o velikosti y 	obr� ���a��

����
��������
Potom bod J m� sou�adnice ��� ��� bod A�cosx� sin x�� bod B�cos y� cos y��
Body A� B vedeme rovnob��ky s osami sou�adnic� V pravo�hl�m troj�hel�
n�ku ABD 	obr� ���b� plat�

jABj� � j cos y � cosxj� 
 j sinx� sin yj��

�ili
jABj� � 	cos y � cosx�� 
 	sinx� sin y���

a po �prav�
jABj� � �	� � cosx cos y � sinx sin y�� 	��

Oto��me�li soustavu sou�adnic Oxy o �hel�JOB 	polop��mka OJ se p�itom
oto�� v kladn�m smyslu o �hel velikosti y�� p�ejde osa x do polohy x� � OB

Obr� �a
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a osa y do polohy y� p�i�em� y�x�� Pro body A�B v t�to nov� soustav� sou�adnic
Ox�y� bude platit� B��� ��� A�cos	x�y�� sin	x�y��� Bodem A vedeme rovnob��ky
s osami sou�adnic� V pravo�hl�m troj�heln�ku AEB 	obr� ���c� plat�

jBEj � j�� cos	x� y�j�

jAEj � j sin	x� y�j�
a tedy

jABj� � j�� cos	x� y�j� 
 j sin	x� y�j��
�ili

jABj� � ��� cos	x� y��� 
 �sin	x� y����
a po �prav�

jABj� � � � ��� cos	x� y��� 	 �

Porovn�n�m vztah
 	�� a 	 � z�sk�me dokazovan� tvrzen�

cos	x� y� � cos x � cos y 
 sinx � sin y�

Jestli�e x� y � h�� ��i a p�itom x � y� pak po dosazen� do 	�� dostaneme

cos � � cos� x
 sin� x�
�ili

� � cos� x
 sin� x�
co� plat��
Jsou�li x� y � h�� ��i a p�itom x � y� potom

cos	x� y� � cos��	y � x�� � cos	y � x� �
� cos y � cosx
 sin y � sinx�

P�ejdeme nyn� k d
kazu vzorce 	��� d��ve si v�ak je�t� dok��eme dv� pomocn�
v�ty
Pro ka�d� x � R je

cos
��
�
� x

�
� sinx 	��

sin
��
�
� x

�
� cos x 	���

D
kaz 	��� Podle 	�� je

cos
��
�
� x

�
� cos

�

�
� x
 sin

�

�
� sinx �

� � � cosx
 � � sinx � sinx
D
kaz 	���� Podle 	�� je

sin
��
�
� x

�
� cos

h�
�
� 	

�

�
� x�

i
� cosx�

D
kaz 	��� Vyu�ijeme 	�� a 	����

sin	x
 y� � cos
h�
�
� 	x
 y�

i
� cos

h
	
�

�
� x�� y

i
�

�
��
�
� x

�
� cos y 
 sin

��
�
� x

�
� sin y �

� sinx � cos y 
 cosx � sin y�
co�� jsme m�li dok�zat�

Obr� �b
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O
 jednodu��� je odvozen�	 kter� m��eme nahl�dnout s pou�it�m �vzor�
ce
 �b z obr� �!

Odvozen� podle u
ebnice ���� st��� student porozum�	 nebo' my�lenko�
v�ch operac� je v n�m cel� �ada a odvozen� je velmi dlouh�� Odvozen� na
obr� � je velmi jednoduch� a op�r� se pouze o �podstatn�
 vlastnosti funkc�
sinus a kosinus�

���
���
���

��
��

Obr� � Obr� �

P�ipome�me dal�� mo�nosti aplikac� obr� �b�
Na z�klad� vzorce S % �

�
ab sin� pro obsah troj�heln�ku se m��eme

podle obr� � p�esv�d
it o platnosti vzorce

sin �� % � sin� cos��

Podle obr�  m��eme dok�zat Pythagorovu v�tu	 nebo'

jACj % b % c cos��

jBCj % a % c cos��

jAP j % b cos��

jBP j % a cos��
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����
����
�	
��
��

Obr�  

����
����
�	
�
�
��

Obr� !
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Podle obr� � lze pro ostro�hl� troj�heln�k dok�zat kosinovou v�tu

c� % a� $ b� � �ab cos��

nebo' sou
et obsah� 
tverc� nad stranami a	 b je o �ab cos� v�t�� ne�
obsah 
tverce na stranou c� Srovn�n� s u
ebnic� ���� je op�t pou
n��

	� Posloupnosti a 
ady
A
koliv je v�eobecn� uv�d�n n�pad mlad�ho Gausse pro v�po
et sou
tu

� $ � $ � $ � � � $ ��� % � ����

nena�el jsem v na�ich u
ebnic�ch tento n�pad aplikovan� na odvozen�
sou
tu prvn�ch n 
len� aritmetick� posloupnosti s prvn�m 
lenem a� a di�
ferenc� d�

sn %
n

�
�a� $ an�

podle obr� #�

����
����

Obr� "

Nej
ast�j�� postup odvozen� vzorce

sn % a�
qn � �
q � �

pro sou
et prvn�ch n 
len� geometrick� posloupnosti je vhodn� ilustrovat
obr�zkem �� Proto�e

snq % sn � a� $ a�q
n�
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��������
Obr� �

je

sn % a�
qn � �
q � �

�

Sou
et
s %

a�

�� q

nekone
n� geometrick� �ady s prvn�m 
lenem a� a kvocientem � � q � �	
je mo�n� n�zorn� odvodit podle obr� ��	 kter� je inspirov�n publikac� ����	
s� ����� Troj�heln�k ABF je podobn� troj�heln�ku EDA a plat� tedy

s

a�
%

�
�� q

�

�����
����	

Obr� ��

Odvozen� podan� v u
ebnici ����	 kter� p�ipom�n�me obr� ��	 je jist� na
hlub�� teoretick� �rovni	 obr�zek �� je v�ak podle m�ho n�zoru p�esv�d
i�
v�j���
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� Je�li 	an��
n��

geometrick� posloupnost� pro jej�� kvocient q plat� jqj � �� pak
posloupnost 	sn��

n��
� sn � a� 
 � � � 
 an� je konvergentn� a p�itom

lim
n��

sn �
a�

�� q

Kvocient posloupnosti 	an��
n��

je r
zn� od ��sla �� je tedy

sn � a� �
qn � �

q � �
�

Vzhledem k tomu� �e jqj � �� posloupnost 	qn��
n��

konvergentn�
a limn�� qn � � 	viz v�tu v �l�nku ����� Vypo��t�me nyn� limitu posloup�
nosti 	sn��

n��
�

lim
n��

sn � lim
n��

a� �
q� � �

q � �
�

a�

q � �
� lim
n��

	qn � �� �

�
a�

q � �
�
�

lim
n��

qn � lim
n��

�
�
�

a�

q � �
� 	�� �� �

a�

�� q
�

T�m je d
kaz proveden�

Obr� ��

�� Vid�n� souvislost�
Jedn�m z nedostatk� �ady u
ebnic matematiky je mal� pozornost	 kter�

se v�nuje souvislostem r�zn�ch pojm�� Ilustrujme tuto skute
nost na dvou
p��kladech�

Na obr� �� z u
ebnice ���� vid�me	 �e auto�i �e�� �lohu podrobn�m �mno�
�inov� & logick�m
 rozborem	 a
koliv je z�ejm�	 �e graf relace

jxj$ jyj % �

je soum�rn� podle sou�adnicov�ch os a sta
� tedy p�en�st 
�st grafu funkce
y % �� x soum�rnostmi z prvn�ho do zb�vaj�c�ch kvadrant��

V u
ebnic�ch Stereometrie ����	 Analytick
 geometrie �� � a Rovnice
a nerovnice ���� jsem marn� hledal by' aspo� zm�nku o tom	 �e �e�en�
soustavy t�� line�rn�ch rovnic o t�ech nezn�m�ch lze interpretovat jako
ur
ov�n� spole
n�ch bod� t�� rovin	 a
koliv je v�e pot�ebn� v t�chto u
eb�
nic�ch vylo�eno� Ilustrovat na p��kladech nap�� diskusi o vz�jemn� poloze
t�� rovin �e�en�m soustav by jist� bylo p��nosn��
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Sestrojte graf relace v R dan� v�rokovou formou jxj
 jyj � ��
�e�en�� Zkoumanou relaci ozna�me T� Zkusme ji vyj�d�it ve tvaru sjednocen�
relac�� kter� jsou d�ny v�rokov�mi formami� v nich� je y #bez absolutn� hodnoty$�
V�me� �e plat��

jyj �
D y pro ka�d� y � �

�y pro ka�d� y � �

Odtud plyne� �e T � U � V� p�i�em�

U � f�x� y�g � R�� jxj
 y � � � y � h��
��g�

V � f�x� y�g � R�� jxj � y � � � y � 	��� �ig�

Relace U� V jsou z�ejm� funkcemi� p�itom D	U� � D	V� � h��� �i 	promyslete��
Lze tedy ps�t

U � y � �jxj
 �� kde x � h��� �i�

V � y � jxj � �� kde x � h��� �i�

D�le dosp�jeme k tomu� �e U � U�� U�� p�i�em�

U� � y � x
 �� kde x � h��� �i�

U� � y � �x
 �� kde x � h�� �i�

V � V� � V�� p�itom

V� � y � �x� �� kde x � h��� �i�

V� � y � x� �� kde x � h�� �i�

Graf relace T � U� �U� � V� � V� je sestrojen na obr� ����� Je T funkc�%

���
���
���

Obr� ��
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�� Z
v�ry
Vyu
ov�n� matematice nerozv�j� my�len� d�ky sv�mu p�edm�tu �
�sl�m	

v�po
t�m	 rovnic�m 
i konstrukc�m�	 ale m��e my�len� kultivovat vyu���
v�n�m p��le�itost� �e�it �lohy	 prov�d�t v�po
ty	 konstruovat pojmy	 zo�
bec�ovat	 prov�d�t abstrakce 
i aplikovat teorii� Um�t n�co z matema�
tiky znamen� p�edev��m tomu rozum�t� Porozum�n� pojm�m a postup�m
souvis� s p�edstavami o t�chto jevech� �U�iti se znamen
 vyhled
vati� jak
bys mohl n�co duchem vytv
�eti�
 ��k� Jan �mos Komensk� ���#�	 s� ����
�Vlastn� n
hled znamen
� 	e nespokuj�ce se ciz�m vypr
v�n�m� ohled
v
me
v�ci p��mo � � � To m
 velikou d�le	itost pro skute�n� a mohutn� vtisknut�
p�edstav
 �����	 s�  ��� Roli p�edstav v pozn�v�n� zd�raz�uje i John Dewey�
�P�edstava je v�znamn�m n
strojem vyu�ov
n�� Z p�edm�tu� kter� d�t�ti
p�edlo	�me� z�sk
v
 p�edstavy� je	 si na jeho z
klad� samo vytvo��� Kdyby
se dev�t desetin energie vynakl
dan� dnes na to� aby se ur�it�m v�cem na�
u�ilo� spot�ebovalo na vytv
�en� odpov�daj�c�ch p�edstav� vyu�ovac� pr
ce
by se nekone�n� usnadnila
 �����	 s�  ��� P�edstavy souvisej� s vizualizac�
u
iva� Na�e u
ebnice matematiky jsou podle m�ho n�zoru ilustra
n� chud��
Je zaj�mav�	 �e a
koliv odvozen� podobn� obr� � jsou u n�s zn�ma mini�
m�ln� od roku ��#�	 kdy vy�la �(lut� kniha
 ����	 kter� se jimi zab�v�	
auto�i u
ebnic takov�to p��stupy z��dkakdy vyu��vaj�� To se t�k� nap��
i uzlov�ch a kart�zsk�ch graf� nebo strom� logick�ch mo�nost� �klasick�
kniha americk�ch autor� Kemeny	 Snell	 Thompson	 kter� tuto problema�
tiku uv�d�	 vy�la v 
esk�m p�ekladu v roce ���� �����

Ilustrace maj� obvykle proti slovn�mu vyj�d�en� v�znamnou v�hodu�
jdou p��mo k podstat� v�ci� A podle Komensk�ho �Cokoli vede p��mo
k c�li� jest kr
lovskou silnic�� cokoliv m
 vzhled z
jezdn� hospody� nech�
je pova	ov
no za pr�tah
 �����	 s� #��� Podle americk�ho psychologa Ru�
dolfa Arnheima �skute
n� tv�r
� my�len� v jak�mkoliv oboru pozn�n� se
odehr�v� v na�� p�edstavivosti
 �citov�no podle knihy ����	 s� ����� Tato
my�lenka n�s u psychologa um�n� patrn� nep�ekvap�� V podobn�m duchu
se v�ak vyj�d�il i jeden z na�ich nejv�znamn�j��ch matematik� Eduard
�ech� �Um�t �lohu p�elo	it z �e�i slov do �e�i obraz� a obr
cen�� to nen�
spjato jenom s ur�itou parti� u�iva� ale s celou podstatou matematiky � ba
dokonce s celou podstatou my�len�
 �citov�no podle ������

K porozum�n� matematice p�isp�v� v�razn� neverb�ln� vyjad�ov�n�	 je�
mu� jsme zde v�novali pozornost�

Rozum�t nebo um�t nen� alternativa ve vyu
ov�n�� Rozum�t a na tomto
z�kladu i um�t je z�kladem �sp��n�ho studia matematiky�
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Rozv�jet my�len� a porozum�n� matematice lze pouze v atmosf��e vz��
jemn�ho porozum�n� u
itele a ��ka�
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Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me �e�en� �loh ��� a �#�	 jejich� zad�n� byla zve�ejn�na v dev�t�m

�sle lo�sk�ho ����� ro
n�ku na�eho 
asopisu�

�loha ���
Nech' pro z�kladny AB a CD lichob��n�ku ABCD plat� jABj % � jCDj�

Ozna
me M pr�se
�k jeho �hlop��
ek AC a BD	 E st�ed strany AD a P
pr�se
�k p��mek EM a CD� Doka�te	 �e plat� jCP j % jCDj�

Robert Geretschl�ger �Graz�

�e�en�� Dopl�me nejprve lichob��n�k ABCD na rovnob��n�k ABRD

a ozna
me S pr�se
�k jeho �hlop��
ek �obr� ��� Z vlastnost� rovnob��n�ku
plyne jDRj % jABj	 tedy podle zad�n� jCRj % jCDj� Bod S je st�edem
�hlop��
ek BD a AR�

������
���	
�
Odtud vid�me	 �e �se
ky SD a AC jsou t��nicemi troj�heln�ku ADR

a M je jeho t��i�t�� T�et� t��nice tohoto troj�heln�ku le�� tud�� na p��mce
EM 	 kter� prot�n� p��mku CD v jedin�m bod� R� Proto bod P je toto�n�
s bodem R� Z rovnosti jCRj % jCDj tak plyne jCP j % jCDj�

Jin� �e�en�� �podle Lenky Star��
Nech' S je st�ed �hlop��
ky BD �obr� ��� )hly ABM a MDC jsou

st��dav�	 tud�� shodn�� )hly AMB a CMD jsou vrcholov�	 tedy shodn��
Podle p�edpoklad� plat� jABj % � jCDj	 tedy troj�heln�ky ABM a CMD

jsou podobn� s pom�rem podobnosti � � �	 proto jBM j % �jDM j� Odtud
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a z rovnosti jDSj % jSBj d�le plyne �jMSj % jDM j� Jeliko� ES je st�edn�
p��
ka troj�heln�ku ABD	 plat� jESj % �

�
jABj % jCDj� �Je rovnob��n� se

stranou AB a tedy i se stranou CD�� Podobn�mi �vahami uk��eme	 �e
troj�heln�ky EMS a PMD jsou podobn� s pom�rem podobnosti � � ��
Odtud ji� plyne jPDj % �jSEj % �jCDj	 co� je ekvivalentn� s tvrzen�m
jCP j % jCDj�

Spr�vn� �e�en� zaslali Karol Gajdo� z Trnavy	 Anton Hn
th z Mora�
van	 Franti�ek J
chim z Volyn�	 Jozef M�sz
ros z Jelky	 Ji�� Steckbauer
z Kv�tn�	 David Bainar	 Jana Novotn
	 Dominik T�lupil a Jakub Van�
�ura	 v�ichni z G v Brn�	 t�� Kpt� Jaro�e	 Zuzana Bor�iov
 z G v Tepli�
c�ch	 Ond�ej Bouchala z G v Hav��ov�	 Komensk�ho	 Hana Dlouh
 z GJK
v Praze  	 Parl��ova	 Eva Gocn�kov
 z GJ� v P�erov�	 Alena Harlende�
rov
 z SGO v Olomouci	 David Hru�ka a Michal No	i�ka oba z G v Plzni	
Mikul��sk� n�m�	 Jan Klus
�ek z G v T�eb�
i	 Jakub Kr
sensk� z G v Jih�
lav�	 Tom
� Kubelka	 z G v (amberku	 Le Anh Dung z G v Tachov�	 Jan
Mikel z G v Ro�nov� p� R�	 Michal Opler z MG ve Vset�n�	 Pavel Polcer
z G v Brn�	 K�enov�	 Lenka Star
 z G v *esk�ch Bud�jovic�ch	 J�rovcova
a �t�p
n �imsa z GJJ v Litom��ic�ch�

Ne�pln� �e�en� zaslal Pavel Trutman z GMK v B�lovci�

�loha ���
Najd�te nejmen�� p�irozen� 
�slo k s vlastnost�� Z ka�d�ch k �ne nutn�

r�zn�ch� p�irozen�ch 
�sel z mno�iny f�� �� �� � � � �   g lze v�dy vybrat n��
kolik 
�sel	 jejich� sou
in d�v� p�i d�len� 
�slem  � zbytek ��

Pavel Cal
bek

�e�en�� Nejprve uk��eme	 �e k �  �� K tomu n�m sta
� zjistit	 �e nejmen��
p�irozen� mocnina 
�sla �	 kter� p�i d�len� prvo
�slem  � d�v� zbytek �	 je
  � Potom z  � 
�sel rovn�ch dv�ma nebudeme moci vybrat n�kolik 
�sel	
jejich� sou
in p�i d�len�  � d�v� zbytek ��

Podle mal� Fermatovy v�ty 
�slo  � d�l� 
�slo ������ Nech' n je nejmen��
p�irozen� 
�slo takov�	 �e  � d�l� �n��� Uk��eme	 �e n d�l� 
�slo   � Pokud
by to neplatilo	 existovalo by cel� nez�porn� 
�slo m a p�irozen� 
�slo r

z mno�iny f�� �� � � � � n� �g tak	 �e   % mn$ r� Z kongruence

� � ��� � �mn�r � ��n�m �r � �m�r � �r �mod  ��
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plyne	 �e  � d�l� �r � �	 co� je spor s t�m	 �e n je nejmen�� p�irozen�

�slo t�to vlastnosti� Mno�ina d�litel� 
�sla   men��ch ne�   je mno�
�ina f�� �� ��  � ��� ��� ��g� *�sla ��� ��� ��� ��� ��� maj� p�i d�len�  � po �ad�
zbytky �� �� #�  �� �#� Z kongruenc�

��� �
�
���

��
� �#� � �� �mod  ���

��� �
�
���

��
� �#� �   �mod  ��

plyne	 �e ani 
�sla ���� ��� nemaj� p�i d�len�  � zbytek �� Proto k �  ��
Nyn� uk��eme	 �e z ka�d�ch   �ne nutn� r�zn�ch� p�irozen�ch 
�sel

ozna
en�ch a�� a�� � � � � a�� z mno�iny f�� �� �� � � � �   g lze v�dy vybrat n��
kolik 
�sel	 jejich� sou
in d�v� p�i d�len� 
�slem  � zbytek �� Ozna
me

s� % a�� s� % a�a�� s� % a�a�a�� � � � � s�� % a�a� � � � a���

(�dn� z 
�sel si nen� d�liteln� prvo
�slem  �� Pokud by n�kter� z nich
d�valo p�i d�len�  � zbytek �	 tvrzen� plat�� Jinak t�chto   
�sel m�  �
mo�n�ch zbytk� z mno�iny f�� �� �� � � � �   g	 podle Dirichletova principu
tedy existuj� alespo� dv� 
�sla sq a sr �� � q � r �   �	 kter� d�vaj�
stejn� zbytek p�i d�len�  �� Proto  � d�l� jejich rozd�l sr � sq � Av�ak

sr � sq % sq �aq��aq�� � � � ar � �� �

Sou
in 
�sel aq��aq�� � � � ar d�v� p�i d�len�  � zbytek � a dokazovan� tvr�
zen� plat� i v tomto p��pad��

T�m jsme uk�zali	 �e nejmen�� p�irozen� 
�slo k dan� vlastnosti je   �

Pozn
mka� Ve druh�m odstavci jsme uk�zali	 �e 
�slo � je tzv� primitiv�
n�m ko�enem modulo  �� M�sto mocnin 
�sla � sta
ilo uva�ovat mocniny
libovoln�ho primitivn�ho ko�ene	 jak spr�vn� uvedli n�kte�� �e�itel�	 i kdy�
v�ty o existenci primitivn�ho ko�ene nepat�� do st�edo�kolsk�ho u
iva�

Spr�vn� �e�en� zaslaliDavid Hru�ka z G v Plzni	 Mikul��sk� n�m�	 Jakub
Kr
sensk� z G v Jihlav�	 Le Anh Dung z G v Tachov�	 Lenka Star
 z G
v *esk�ch Bud�jovic�ch	 J�rovcova a �t�p
n �imsa z GJJ v Litom��ic�ch�

Ne�pln� �e�en� zaslal Michal Kopf z SG v Opav��

Pavel Cal
bek
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