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,Skola nem4, jinou dulezit&jsi Glohu, nez uéit jasnému
my$leni, opatrnému tsudku, konsekventnim zavérdm.*
Friedrich Nietzsche ([1], s. 45)

»2Matematika je véda o mysleni, nadvod k ziti. Kdyby
se matematika neucila, staneme se nadrodem hlupak?.
Déti budou chodit po svété bez schopnosti mu porozu-
mét.“

Jaroslav Nesetril [2]

1. Uvod

Bezprostrednim podnétem k napsani tohoto prispévku byl pribéh diléi
zkousky z geometrie studentky, kterd prakticky bez chyb reprodukovala
diikkaz véty o obrazu primky v kruhové inverzi, ackoliv mu vibec nero-
zumeéla, nerozumeéla ani definici kruhové inverze a neumeéla sestrojit ani
obraz bodu v tomto zobrazeni. I kdyz se s takto vyhranénym pristupem
nesetkdvame zcela bézné, je snaha o studium matematiky zalozené na pa-
méti a podcenovani porozuméni jevem dosti béznym. Matematika takto
pojimand nepfispiva k rozvijeni mysleni.

Trapnym ptikladem neporozumeéni textu jsou nékteré preklady z ciziho
jazyka. Snad prekladatel ovlada prislusny jazyk, ale nékdy preklada slova
a véty, aniz by védeél, o cem je fec¢. Dolozme to priklady z matematiky.

V ceském prekladu knihy Historie cisla 7 je citovdna jedna z nejkrasnéj-
sich vét elementarni geometrie Pascalova véta o Sesti bodech na kuzelosecce
takto: , Pruseciky protilehlych stran hvézdicového Sestiuhelniku vepsaného
do kuZele jsou kolinearni‘ ([3], s. 101), Milan Mares piSe o tomtéz velko-
ryse: Pascal ,uZ v Sestndcti napsal filozoficky rozklad o kénickyjch isecich®
([4], s. 193).
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V prekladu popularni historie matematiky Denise Guedje se mizeme
docist napt., ze Fermat dokazal vétu ,,Neexistuje pravouhly trojuhelnik, je-
hoZ obsah je ctvercem ptirozeného ¢isla“ ([5], s. 327) a o rozkladu na prvoci-
nitele se piSe: Celé ¢islo mize vzniknout jen jedingm zpisobem (vyloucime-
li pouZiti ciniteld) totiZ ndsobenim prvocisel ([5], s. 135).

Zcela bez porozuméni reprodukovany matematicky dikaz mé stejnou
hodnotu jako napf. odiikani Morgensternovy basné Die Kugeln ([6], s. 54,
abychom zustali u geometrie) zdkem, ktery nezné ani slovo némecky. Je
ovSem tieba pfiznat, Ze student, ktery napf. vyjmenuje dila Karla Capka
a reprodukuje obsah jeho romanu Krakatit podle literarni prirucky, mize
byt hodnocen vyborné, stejné jako napt. student, ktery vyjmenuje hlavni
toky nasi republiky a reprodukuje presné podle ucebnice napt. idaje o kli-
matu v Ceské kotliné. Tento rozdil mezi matematikou a nékterymi jinymi
predméty nékteii studenti tézko chapou, mnozi i tézce nesou. Je ovSem
otazka, zda takovyto povrchni pristup k védéni neni v soucasné dobé pri-
znakem jisté krize kultury. , VZdy, kdyZ se dnes mluvi o védéni, jde vZdy
0 néco jiného nez o pochopent, pise rakousky védec Liessmann ([1],s. 51)

2. Pamét a porozuméni

Co si vlastné maji zaci a studenti z matematiky pamatovat, co maji
LSumét“? To je dulezitd praktickd otdzka a nazory na odpovéd mohou byt
razné. Napt. Milan Mares v ¢lanku Radost z A plus B na druhou napsal:
»Jsem matematik a mdm matematiku rad. Kdybych ji mél ucit, zakdzal
bych svym Zakim biflovani vzorecku zpaméti. Vzorecky se daji snadno nagjit
v prirucce nebo zapsat do notysku a ja bych jejich uzZivani doporucoval i pri
zkouseni“ ([7]). Petr Pitha naopak pise: ,,V souvislosti s vedenim k mys-
leni je treba pripomenout vyznam paméti. Mam na mysli znalost vzorecki
predevsim. Nesporné je pravda, Ze je muZeme vZdy znovu odvodit (nebo
najit). JenZe pouze ztiesténec je bude vidy znovu odvozovat pii kaZdém
prikladu, ktery ma resit. Matematik trpici nedostatkem paméti bude bud
génius, ktery zopakuje kdykoli bleskurychle vsechno pozndni od Pythagora
aZ po Cantora atd., nebo trouba, ktery nikdy nic nezvlddne® ([8], s. 147).

4

Chépeme-li porozumeéni v bézném smyslu, tj. jako ,postiZeni souvislosti,
vztahi, smyslu a podstaty problémdu* ([9], s. 422), je zfejmé, Ze porozumeéni
je spjato s paméti. Porozuméni textu predpoklada nejen znalost vyznamu
slov (a je lhostejné, zda jde o text v cizim jazyku nebo o odborny text
napf. v matematice nebo ve fyzice), ale i o znalost souvislosti. Porozuméni
textu je zakladem reSeni problémii.
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Pritom je nutné respektovat tradici a konvence. K porozuméni mate-
matice nepfispivaji texty formulované napt. takto:

,» V aritmetice zndme zlomky kmenové (to jsou ty, které dnes piseme se
zlomkovou carou) a desetinné (na které potiebujeme mit desitkovou po-
ziéni ciselnou soustavu) a jejich analogie pro podobné soustavy s jingm
zakladem. Vem cislum, kterd se daji napsat jako kmenovy zlomek (tedy
jako pomeér dvou celych ¢isel), nemagici ve jmenovateli ¢islo 0, se Fikd cisla
raciondlni podle feckého ,racio — pomer.“ ([4], s. 45).

s - .. nemd smysl scitat imagindrni a redlné cislo, md ale smysl je na-
sobit* ([4], s. 112)

K pochopeni souvislosti mize podstatné prispivat prezentace poznatki
riznymi jazyky (napf. verbdlné a vizualng) a riznymi metodami (napf.
analyticky a synteticky). Prioritné tedy nejde o roli paméti napt. p¥i zkou-
Seni, ale o roli paméti v porozuméni matematice, zejména pak pri reseni
tloh. Pritom samoziejmé musime zndt a rozumét potfebnym pojmim
(které se v matematice zavadéji zpravidla definicemi), musime znat souvis-
losti v matematice formulované obvykle ve vétach. Vzorce nejsou nic jiného
neZ symbolicky zapsané matematické véty, jejichz ,okoli“ (napft. kvantifi-
kétory nebo vyznam symbold) byva nékdy ,zamléeno* (nékdy pravem,
je-li napt¥. zfejmé o€ jde z kontextu).

V dalsi ¢asti ¢lanku uvedu, snad jako inspiraci pro vyuku, nékolik pii-
kladd, jak 1ze podle mého nazoru pfispivat k porozumeéni vybranym téma-
tam stiedoskolské matematiky. Jsem si védom toho, ze pojednavam jen
o jedné strance problematiky. K porozuméni matematice prirozené vede
predevsim systém otazek a tloh, které studujici fesi. Touto problematikou
se zde nebudu zabyvat.

3. Goniometrické funkce

Na obr. 1a jsou pripomenuty piredstavy spjaté s definicemi funkci sinus
a kosinus ostrého Ghlu. Tyto definice lze zndmym zptsobem rozsifit na
funkce s defini¢nim oborem rovnym mnoziné vSech redlnych ¢isel.

sin X sina

e X COS
Obr. la Obr. 1b
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Jakym zpisobem lze odvodit souctové vzorce
sin(o + B) = sin x cos B + cos asin B,
cos(ax + B) = cos asin  — sin o sin B7
Klasicky zptisob pro piipad, kdy soucet x+{ je ostry thel, pfipomenu
reprodukci ¢asti stranky ucebnice [10] na obr. 2.

Chtgjice poznati, jak je moZno sin(x + ) a cos(x + B) vyjadriti funkcemi
obou hli jednotlivych (sin «, sin 3, cos «, cos 3), zvolme nejprve dva ostré thly
x af3,jejichzsoucet je mensi ne R, a uiime tyto Ghly sty¢nymi: & = ab,
3 = be (vrchol O, obr. 39). S bodu C na
rameni ¢ spustme kolmici CA na rameno a;
ijest

sin(x + B) = %,cos(oc—l— B) = % .

S bodu C spustme dale kolmici C'B na
rameno b a s jeji paty B kolmici BA na a,
kone¢né s bodu B kolmici BD na CA.

Obr. 39,

Plati
AC = A'B’' 4+ DC protoze AD = A'B

= OB -sinz + BC -cos x
(z AOd'B az ACDB, jehoz tthel DC'B = «, protoZe thel ten m4 ramena kolma

k ramentim thlu ab a je téhoZ smyslu jako tento). Proto

AC OB BC
— =sin-a- —— 4+ cosa- — &ili (z AOBC)
ocC ocC oc

sin(x + ) = sin - cos B + cos « - sin f3.
Obdobné& nalezneme:
OA=0A"+DB
=0OB-cosx— CB -sin«,
OA
ocC
cos(oc+ B) =cos o -cosp —sin - .

OB . CB ..
=cosx - —— —sinx - — Cili
ocC ocC

Obr. 2

NasSe soucasné ucebnice uvadéji postup pro duty soucet ax+p podle
obr. 3 ([11], s. 76-78).
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Pro goniometrické funkce sinus a kosinus plati tyto véty
e Pro kazda dveé redlnd Cisla z, y plati

sin(z 4+ y) = sinz cosy + coszsiny (1)
sin(z — y) =sinz cosy — coszsiny (2)
cos(z +y) = coszcosy — sinzsiny (3)
cos(z —y) = cosxcosy +sinzsiny (4)

Vzorce (1)—(4) se nazyvaji sou¢tové vzorce pro sinus a kosinus
Diikaz (4). Pfedpokladejme nejprve, Ze z, y jsou Cisla z intervalu (0, 27) a pfi-
tom x > y.
. v s .’ . _ . .
V soustavé souradnic s pocitkem O sestrojime thel JOA o velikosti x

—_—
a thel JOB o velikosti y (obr. 3.2a).

{sinzx — siny|

: B(1,0]
Elcos(z — ), 0]

Og {cosz ~ cosy!

Obr. 3.2b Obr. 3.2¢
Potom bod J mé soufadnice [1, 0], bod Alcosz,sinz], bod B[cosy, cosy].
Body A, B vedeme rovnobé&zky s osami soufadnic. V pravouhlém trojuhel-
niku ABD (obr. 3.2b) plati

|AB|?> = |cosy — cosz|? + | sinz — siny|?,
cili
|AB|? = (cosy — cosx)? + (sinx — siny)?,

a po Upravé
|AB|? = 2(1 — cosz cosy — sin z siny), (5)

Ototime-li soustavu soufadnic Ozy o thel JOB (polopfimka OJ se pFitom
oto&i v kladném smyslu o thel velikosti y), pfejde osa = do polohy ' = OB

Obr. 3a
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a osa y do polohy y, pfi¢emz y'x’. Pro body A, B v této nové soustavé souradnic
Oz'y’ bude platit: B[1,0], Alcos(z—y), sin(z—y)]. Bodem A vedeme rovnobézky
s osami soufadnic. V pravothlém trojihelniku AEB (obr. 3.2c) plati

|BE| = |1 — cos(z — y)|,

2 tedy 4| = [sin(z — y)l,

|AB|? = |1 — cos(z — y)|* + | sin(z — y)|?,
¢ili
[AB|? = [1 = cos(z — y)]” + [sin(z — y)]*,
a po upraveé
[ABJ?> =2 [1 — cos(z — y)], (6)
Porovnénim vztahd (5) a (6) ziskdme dokazované tvrzeni
cos(z —y) =cosz -cosy +sinx - siny.
Jestlize z,y € (0,27) a pfitom x =y, pak po dosazeni do (4) dostaneme
cos 0 = cos? z + sin? x,
¢ili
1 = cos? ¢ +sin® z,
coz plati.
Jsou-li z,y € (0,27) a pfitom z < y, potom
cos(z —y) = cos[—(y — x)] = cos(y — ) =
=cosy-cosz +siny -sinx.
Prejdeme nyni k dikazu vzorce (1), difve si v8ak je$té dokdZeme dvé pomocné
vety
Pro kazdé x € R je
71' .
cos (5 — w) =sinz 9)
LT
sin (5 fw) =cosx (10)
Dtikaz (9). Podle (4) je
™ ™ LT
cos (7 7$) =COS —-x+Sln— -sinx =
2 2 2

=0-cosz+1-sinx =sinz
Diikaz (10). Podle (9) je

sin (g — :1:) = cos [g — (g — w)] = CoSZ.
Diikaz (1). VyuZijeme (9) a (10):
sin(z + y) = cos [g —(z+ y)] = cos [(g —z) — y] =

(Tr ) + i (Tr ) i

=(=-—x) -cos sin(— —x) -siny =

2 y 5 y
=sinz-cosy + cosx - siny.

coz, jsme méli dokazat.

Obr. 3b
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O¢ jednodussi je odvozeni, které mizeme nahlédnout s pouzitim ,vzor-
ce“ 1b z obr. 47

Odvozeni podle ucebnice [11] stézi student porozumi, nebot myslenko-
vych operaci je v ném celd fada a odvozeni je velmi dlouhé. Odvozeni na
obr. 4 je velmi jednoduché a opira se pouze o ,,podstatné“ vlastnosti funkci
sinus a kosinus.

cos(a+f) sinasinf

-/ \4
o+p « | sing cosx
sina
sin(a+f3)
sinacos 3 j |
sin
cosf 6
o
A sin
1
o ﬂ \
cosxcosf COS
Obr. 4 Obr. 5

Pripomenme dalsi moznosti aplikaci obr. 1b.
Na zakladé vzorce S = %ab siny pro obsah trojihelniku se mizeme
podle obr. 5 presvédcit o platnosti vzorce

sin 20 = 2 sin x €oS .
Podle obr. 6 muzeme dokazat Pythagorovu vétu, nebot

|AC| =b=ccos«,
|BC| =a = ccos 3,
|AP| = bcos «,
|BP| = acosf.
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a
C
be cos o ac cos §
o N P
Y P B
¢ be cos « accosf8
Obr. 6
K
H
abcosy
C_~"abcosy
L be cos « >
7
P ac cos ¢
b ////// v \\\\ a
/A o DA
A4 B
c¢| bccosa accos 8
E F
Obr. 7
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Podle obr. 7 1ze pro ostrothly trojihelnik dokézat kosinovou vétu

2 =a® +b? — 2abcosvy,

nebot soucet obsaht ¢tverci nad stranami a, b je o 2abcosy vétSi nez
obsah ¢tverce na stranou c. Srovnani s uéebnici [11] je opét poucné.

4. Posloupnosti a fady
Ackoliv je vSeobecné uvadén ndpad mladého Gausse pro vypocet souctu

1+24+3+ ... +100=5050,

nena8el jsem v naSich ucebnicich tento napad aplikovany na odvozeni
souc¢tu prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti s prvnim ¢lenem a; a di-
ferenci d:
n
Sp = E(al +ay)

podle obr. 8.
J :
@ 11111 a
a RERE ag
] as
ay ay
as a3
% T
(17 i a

Obr. 8

Nejcastéjsi postup odvozeni vzorce

pro soucet prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti je vhodné ilustrovat
obrazkem 9. Protoze
Spnq = Sp —a1 + alqna
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\
a ‘ aq aq? ag’  aq* ag’
i i i i T
| | | 1
ayq a2  aq agt ag’ ag®
J
N/
Sllq
Obr. 9
je
" -1
Snp = a1
Soucet
ai
S =
1-¢q

nekonecné geometrické fady s prvnim ¢lenem a; a kvocientem 0 < ¢ < 1,
je mozné nazorné odvodit podle obr. 10, ktery je inspirovan publikaci [12],
s. 120). Trojthelnik ABF je podobny trojahelniku ED A a plati tedy

a

aq aq?

Obr. 10

Odvozeni podané v ucebnici [13], které pfipomindme obr. 11, je jisté na
hlubsi teoretické tirovni, obrazek 10 je vSak podle mého nazoru presvédci-
véjsi.
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o Je-li (an)S2, geometrickd posloupnost, pro jejiz kvocient ¢ plati |¢| < 1, pak

posloupnost (5,)5%;, Sn = a1 + ... + an, je konvergentni a pfitom
. a1
lim s, =
n— oo 1— q

Kvocient posloupnosti (ar )%, je razny od &isla 1, je tedy

q" -1
g—1"

Sp = ap -

Vzhledem k tomu, Ze |g| <1, posloupnost (¢™)%° , konvergentni
a limp 00 ¢" = 0 (viz vétu v ¢ldnku 3.2). Vypoditdme nyni limitu posloup-
nosti ()22 ,:

21 a

. o g I oy
W = R Ty T R =
_—— ~(lim ¢ — lim 1): Moo=
Q71 n— oo n— oo Q71 17q
Tim je diikaz proveden.
Obr. 11

5. Vidéni souvislosti

Jednim z nedostatki fady ucebnic matematiky je mal4 pozornost, ktera
se vénuje souvislostem riznych pojma. llustrujme tuto skute¢nost na dvou
prikladech.

Na obr. 12 z u€ebnice [14] vidime, Ze autori fesi tlohu podrobnym ,,mno-
zinové — logickym*® rozborem, ackoliv je zfejmé, ze graf relace

|z + |y| =2

je soumérny podle soutfadnicovych os a staci tedy prenést ¢ast grafu funkce
y = 2 — x soumérnostmi z prvniho do zbyvajicich kvadranti.

V ucebnicich Stereometrie [15], Analytickd geometrie [16] a Rovnice
a nerovnice [17] jsem marné hledal byt aspon zminku o tom, Ze FeSeni
soustavy tii linearnich rovnic o tfech neznamych lze interpretovat jako
urcovani spole¢nych bodd tii rovin, ackoliv je vSe potiebné v téchto uceb-
nicich vylozeno. Ilustrovat na prikladech napt. diskusi o vzajemné poloze
tTi rovin feSenim soustav by jisté bylo pfinosné.
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Sestrojte graf relace v R dané vyrokovou formou |z| + |y| = 2.
Reseni. Zkoumanou relaci oznaéme T. Zkusme ji vyjad¥it ve tvaru sjednoceni

relaci, které jsou dany vyrokovymi formami, v nichz je y ,,bez absolutni hodnoty*.
Vime, ze plati:

] y prokaidéygo
yl =

y  pro kazdé y § 0
Odtud plyne, ze T = U U V, pfi¢emz

U= {[z,y]} € R% |a| +y=2Ay € (0,+00)},

V= {z,y]} €R% |z] ~y =2Ay € (~00,0)}.

Relace U, V jsou ziejmé& funkcemi, pfitom D(U) = D(V) = (—2,2) (promyslete).
Lze tedy psat

U:y=—|z|+2,

kde z € (-2,2),
V:y=lz| -2, kde z € (-2,2),

Dale dospéjeme k tomu, ze U = U;U Ugz, priemz

U :y==x+2, kde z € (—2,0),

Us:y=—x+2, kde z € (0,2),

V = V; U V3, pfitom

Vi:iy=—z-2, kde z € (—=2,0),

kde z € (0, 2),

Va:y
Graf relace T =U; UUs UV,

T —2,

U V2 je sestrojen na obr. 2.10. Je T funkeci?
i

b

Obr. 2,16

204

Obr. 12
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6. Zavéry

Vyuéovéani matematice nerozviji mysleni diky svému predmétu (¢islim,
vypoltim, rovnicim ¢i konstrukcim), ale mize mysleni kultivovat vyuzi-
vanim prilezitosti resit tlohy, provadét vypocty, konstruovat pojmy, zo-
becihiovat, provadét abstrakce ¢i aplikovat teorii. Umét néco z matema-
tiky znamend predevsim tomu rozumeét. Porozuméni pojmim a postuptim
souvisi s predstavami o téchto jevech. , Uciti se znamend vyhleddvati, jak
bys mohl néco duchem vytvdieti,* ¥k Jan Amos Komensky ([18], s. 11).
,» Vlastni nahled znamend, Ze nespokujice se cizim vypravénim, ohleddvime
véci primo ... To md velikou dileZitost pro skutecné a mohutné vtisknuti
predstav’ ([19], s. 67). Roli pfedstav v poznavani zdiraziuje i John Dewey:
»Predstava je vyznamnym ndstrojem vyucovani. Z predmétu, ktery ditéti
predloZime, ziskdvd predstavy, jeZ si na jeho zdkladé samo vytvori. Kdyby
se devét desetin energie vynaklddané dnes na to, aby se urcitym vécem na-
ucilo, spotiebovalo na vytvareni odpovidagicich predstav, vyucovaci prdce
by se nekonecné usnadnila ([20], s. 64). Pfedstavy souviseji s vizualizaci
uciva. NaSe ucebnice matematiky jsou podle mého nazoru ilustracné chudé.
Je zajimavé, ze ackoliv odvozeni podobné obr. 4 jsou u nas zndma mini-
malné od roku 1989, kdy vysla ,Zlutd kniha“ [21], kterd se jimi zabyvd,
autori ucebnic takovéto pristupy ziidkakdy vyuzivaji. To se tyka napf.
i uzlovych a kartézskych grafti nebo stromt logickych moznosti (klasickd
kniha americkych autori Kemeny, Snell, Thompson, kterd tuto problema-
tiku uvadi, vysla v ¢eském piekladu v roce 1971 [22].

Ilustrace maji obvykle proti slovnimu vyjadieni vyznamnou vyhodu:
jdou pifimo k podstaté véci. A podle Komenského , Cokoli vede primo
k cili, jest kralovskou silnici; cokoliv md vzhled zdjezdni hospody, necht
je povaZovdno za pruteh® ([19], s. 89). Podle amerického psychologa Ru-
dolfa Arnheima ,skuteéné tvarci mysleni v jakémkoliv oboru poznéni se
odehrava v nasi predstavivosti (citovano podle knihy [23], s. 199). Tato
myslenka nas u psychologa uméni patrné nepiekvapi. V podobném duchu
se v8ak vyjadril i jeden z naSich nejvyznamnéjsich matematikd Eduard
Cech: ,,Umét ilohu pieloZit z Teci slov do Teci obrazi a obrdcené, to neni
spjato jenom s urcitou partii uciva, ale s celou podstatou matematiky — ba
dokonce s celou podstatou mysleni (citovano podle [24]).

K porozuméni matematice prispiva vyrazné neverbdlni vyjadfovani, je-
muz jsme zde vénovali pozornost.

Rozumét nebo umét neni alternativa ve vyucovani. Rozumét a na tomto
zakladu i umét je zédkladem tspésného studia matematiky.
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Rozvijet mysleni a porozuméni matematice lze pouze v atmosféie vza-

jemného porozumeéni ucitele a zaka.
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 179 a 180, jejichz zadani byla zvefejnéna v devatém
¢isle lonského (20.) ro¢niku naseho Casopisu.

Uloha 179

Necht pro zakladny AB a CD lichobézniku ABCD plati |AB| = 2|CD|.
Ozna¢me M prusecik jeho thlopticek AC a BD, E stied strany AD a P
prusecik piimek EM a CD. Dokazte, ze plati |[CP| = |CD|.

Robert Geretschliger (Graz)
Reseni. Dopliime nejprve lichob&znik ABCD na rovnob&znik ABRD
a oznafme S prusecik jeho thlopf#icek (obr. 1). Z vlastnosti rovnobéZzniku

plyne |DR| = |AB|, tedy podle zadani |CR| = |CD|. Bod S je stfedem
uhlopficek BD a AR.

Obr. 1 Obr. 2

Odtud vidime, ze Gsecky SD a AC jsou téznicemi trojihelniku ADR
a M je jeho tézisté. Treti téZnice tohoto trojuhelniku lezi tudiz na piimce
EM, kterd protind pfimku C'D v jediném bodé R. Proto bod P je totozny
s bodem R. Z rovnosti |[CR| = |CD]| tak plyne |CP| = |CD|.

Jiné teseni. (podle Lenky Staré)

Necht S je stied ahlopiicky BD (obr. 2). Uhly ABM a MDC jsou
stifdavé, tudiz shodné. Uhly AM B a CM D jsou vrcholové, tedy shodné.
Podle ptredpokladt plati |[AB| = 2|CD], tedy trojahelniky ABM a CM D
jsou podobné s pomérem podobnosti 2 : 1, proto |BM| = 2|DM|. Odtud
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a z rovnosti |DS| = |SB| déle plyne 2|M S| = |DM]|. Jelikoz ES je stiedni
pritka trojuhelniku ABD, plati |[ES| = 2|AB| = |CD|. (Je rovnobé&zna se
stranou AB a tedy i se stranou C'D.) Podobnymi tvahami ukdZeme, Ze
trojuhelniky EMS a PMD jsou podobné s pomérem podobnosti 1 : 2.
Odtud jiz plyne |PD| = 2|SE| = 2|CD|, coz je ekvivalentni s tvrzenim
|CP| =|CD|.

Spravnd feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van, Frantisek Jdachim z Volyné, Jozef Mészaros z Jelky, Jiri Steckbauer
z Kvétné, David Bainar, Jana Novotnd, Dominik Télupil a Jakub Van-
¢ura, v8ichni z G v Brné, tf. Kpt. Jarose, Zuzana Borsiovd z G v Tepli-
cich, Ondiej Bouchala z G v Havitové, Komenského, Hana Dlouhd z GJK
v Praze 6, Parléfova, Eva Gocnikovd z GJS v Prerové, Alena Harlende-
rovd z SGO v Olomouci, David Hruska a Michal NoZicka oba z G v Plzni,
Mikulasské nam., Jan Klusdcek z G v Trebici, Jakub Krdsensky z G v Jih-
lavé, Tomds Kubelka, z G v Zamberku, Le Anh Dung z G v Tachové, Jan
Mikel z G v Roznové p. R., Michal Opler z MG ve Vsetiné, Pavel Polcer
z G v Brné, Kienov4, Lenka Stard z G v Ceskych Budgjovicich, Jirovcova
a Stépdn Simsa z GJJ v LitoméFicich.

Netplné feseni zaslal Pavel Trutman z GMK v Bilovci.

Uloha 180
Najdéte nejmensi pfirozené ¢islo k s vlastnosti: Z kazdych &k (ne nutné
riznych) pfirozenych €éisel z mnoziny {2,3,4,...,66} lze vzdy vybrat né-

kolik ¢isel, jejichz soucin dava pii déleni ¢islem 67 zbytek 1.
Pavel Calabek

Reseni. Nejprve ukazeme, ze k > 65. K tomu nam staéi zjistit, Ze nejmensi
prirozend mocnina ¢isla 2, kterd pti déleni prvocislem 67 dava zbytek 1, je
66. Potom z 65 c¢isel rovnych dvéma nebudeme moci vybrat nékolik ¢isel,
jejichz soucin pii déleni 65 dava zbytek 1.

Podle malé Fermatovy véty ¢islo 67 déli &slo 256 —1. Nechf n je nejmensi
prirozené cislo takové, ze 67 déli 2" — 1. Ukazeme, ze n déli ¢islo 66. Pokud
by to neplatilo, existovalo by celé nezdporné ¢islo m a prirozené cislo r
z mnoziny {1,2,...,n — 1} tak, ze 66 = mn + r. Z kongruence

1 =200 = 2mntr = (2™ 2" = 1™2" = 2" (mod 67)
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plyne, ze 67 déli 2" — 1, coz je spor s tim, Ze n je nejmensi prirozené
Cislo této vlastnosti. Mnozina délitelt cisla 66 mensich nez 66 je mno-
zina {1,2,3,6,11,22,33}. Cisla 2%, 22,23 25 211 maji pti délen{ 67 po fadé
zbytky 2,4, 8,64, 38. Z kongruenci

222 = (21)” = 38% = 37 (mod 67),
2% = (21)" = 38% = 66 (mod 67)

plyne, Ze ani ¢isla 222,233 nemaji pti déleni 67 zbytek 1. Proto k > 65.
Nyni ukdzeme, Z%e z kazdych 66 (ne nutné riznych) pfirozenych Cisel

oznacenych ai,as,...,ags z mnoziny {2,3,4,...,66} lze vidy vybrat né-

kolik ¢isel, jejichz soucin dava pii déleni ¢islem 67 zbytek 1. Oznacme

§1 = ay, S2 = a1az, S§3 = a10a203, ey Sge — A1 ...0a66-

Z4dné z ¢isel s; neni délitelné prvocislem 67. Pokud by nékteré z nich
déavalo pii déleni 67 zbytek 1, tvrzeni plati. Jinak téchto 66 c¢isel ma 65
moznych zbytkd z mnoziny {2,3,4,...,66}, podle Dirichletova principu
tedy existuji alespon dvé ¢isla s, a s, (1 < ¢ < r < 66), kterd davaji
stejny zbytek pii déleni 67. Proto 67 déli jejich rozdil s, — s,. AvSak

Sp — 8¢ = Sq (Qg1Gq42 ... ar — 1).

Soucin ¢isel ag41aq442 ... a, dava pii déleni 67 zbytek 1 a dokazované tvr-
zeni plati i v tomto pripadé.
Tim jsme ukézali, ze nejmensi prirozené ¢islo k dané vlastnosti je 66.

Pozndmka. Ve druhém odstavci jsme ukézali, ze Cislo 2 je tzv. primitiv-
nim korenem modulo 67. Misto mocnin ¢isla 2 stacilo uvazovat mocniny
libovolného primitivniho kotene, jak spravné uvedli nékteri fesitelé, i kdyz
véty o existenci primitivniho kofene nepatii do stredoskolského uciva.

Spravné reseni zaslali David Hruskaz G v Plzni, Mikulasské nam., Jakub
Krdsensky z G v Jihlavé, Le Anh Dung z G v Tachové, Lenka Stard z G
v Ceskych Budé&jovicich, Jirovcova a Stépdn Simsa z GJJ v LitoméfFicich.

Netplné teseni zaslal Michal Kopfz SG v Opavé.
Pavel Calabek
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