MATEMATIKA

Sestero feseni tlohy z 60. rocniku MO

JAROMIR SIMSA — JAROSLAV SVRCEK

Prirodovédecka fakulta MU, Brno — Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Na zasedani spole¢né ¢esko-slovenské tlohové komise MO v kvétnu 2010
byla pro II. (krajské) kolo 60. ro¢niku soutéze (2010/2011) v katego-
rii A vybrana také nasledujici planimetricka dloha navrzena dr. Pavlem
Leischnerem.

Je ddn trojiuhelnik ABC s obsahem S. Uvniti trojuhelniku, jehoZ vr-
choly jsou ve stiedech stran trojihelniku ABC, je libovolné zvolen bod U.
Oznaéme A', B', C' po tadé obrazy bodi A, B,C v soumérnosti se stredem
U. Dokazte, e Sestivihelnik AC' BA'CB' md obsah 2S.

B’ A

A—[  — B

!
Obr. 1
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Na zdkladé prezentace dvou odlisnych autorovych fefeni' byla tato
tloha na jednani komise vnimana jako stfedné obtizna pro uvedenou sou-
tézni ¢ast v kategorii A. Pfi opravovani zakovskych protokolt v jednotli-
vych krajich a rovnéz pfi centralni koordinaci pred III. kolem soutéze se
v8ak ukdazalo, Ze tloha byla pro zdky snazsi, nez jsme ocekavali. Zarazeni
ulohy s nepiesné odhadnutou obtiznosti vSak nijak neznehodnotilo II. kolo
MO v kategorii A, navic pestrd paleta napaditych zdkovskych pfistupi
k feSeni této planimetrické tlohy byla pro nas velice pfijemnym piekva-
penim. Za zminku také stoji, ze zadny z TeSiteltt nevyuzil postupu, ktery
je shodny s prvnim, tfetim ani ¢tvrtym reSenim této soutézni tlohy, kterd
jsme pred soutéznim kolem rozeslali krajskym komisim MO.

Cilem tohoto prispévku je sezndmit naSe ¢tendfe s nékolika péknymi
feSenimi zadané soutézni tlohy, kterd jsme ziskali v pribéhu jiz zminéné
centralni koordinace tloh krajského kola, a ktera jsou dokladem pozoru-
hodné vynalézavosti naSich mladych olympionik pii feSeni nestandard-
nich planimetrickych tloh.

Drive nez vylozime konkrétni zakovska reSeni, uvedeme nékteré zrejmé
vlastnosti uvazovaného Sestitthelniku AC'BA'CB’, které doty¢ni Zéci zo-
hlednili a které nebudeme pfi vykladu jejich feSeni opakovat. Piredné si
uvédomme, Ze s ohledem na uréenou polohu bodu U lezi body A’, B',C’
vné trojuhelniku ABC tak, Ze zkoumany Sestitthelnik AC'BA'C'B' je kon-
vexni. Vzhledem k soumérnosti tii dvojic (4, A"), (B, B'), (C,C") vrchola
Sestitthelniku AC'BA'C B’ podle zvoleného stfedu U je rovnéz patrné, ze
ABA'B', BCB'C' a CAC'A' jsou rovnobézniky.

Symbolem Sxvy... z budeme oznatovat obsah mnohouhelniku XY...Z.

Reseni podle Karla Benese z G v Kojetiné.

Sestitthelnik AC'BA'CB' je stiedové soumérny podle zvoleného bodu
U (obr. 1). Kazda z jeho Ghlop¥icek AA', BB', CC' tudiz déli tento Sesti-
thelnik na dva shodné ¢tyruhelniky, a proto napriklad plati

SacBarcp =2S5ac'BAr-

INa oficialnich webovskych strankéch [1] nasi MO jsou uvedena jest& dv& dalsi feSeni
(jako druhé a ¢tvrté). Spolu s Sesti FeSenimi z tohoto ¢lanku tak disponujeme desaterem
riznych postupi, jak danou tlohu vyresit.
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Stadi tedy dokézat, ze ¢tyrtihelnik AC'BA’ m4 stejny obsah S jako troja-
helnik ABC'. Protoze Gsecka AU je t&znici v trojihelniku CAC’, plati

Savcr = Savc- (1)
Podobné tsec¢ka BU je téznici v trojuhelnicich ABA' a CBC'. Plati tudiz

Spuc = Spuc a Spua = SBua. (2)

Sectenim vSech tii rovnosti ze vztahd (1) a (2) dostaneme

SacBar = Saver + Spucr + Spvar = Save + Spuc + Spua = S,

coz dokazuje platnost daného tvrzeni.

Obdobného postupu (metody shodngch obsahi) vyuZili jinym zpisobem
také nékteri dalsi Tesitelé. V obou nasledujicich fesenich je tato metoda
kombinovana s transformacemi rovinnych atvara, které zachovavaji jejich
obsah.

Reseni podle Pavla Polcera z G v Brné, Kienovd, Kateriny Medkové z BG
Bohuslava Balbina v Hradci Kralové a Zuzany Borsiové z G v Teplicich.

Dopliime nejprve trojthelnik ABC' na rovnobéznik ADBC (obr. 2).
Vzhledem k torg), ze také AC'A'C je rovnobéznik, je v posunuti urce-
ném vektorem C'A obrazem trojihelniku CBA' trojahelnik ADC’. Rov-

—
néz BCB'C' je rovnobéznik, a proto v posunuti uréeném vektorem CB je
obrazem trojthelniku ACB' trojuhelnik DBC'. Plati tedy rovnosti

Scpar = Sapc a Sace = Spscr,

které ziejmé znamenaji, ze obsah zkoumaného Sestitthelniku AC'BA'C' B’

je roven obsahu rovnobézniku ADBC, tudiz dvojnasobku obsahu S daného
trojihelniku ABC.
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Obr. 2

Reseni podle Jiriho Veselého z G Jiriho Wolkera v Prostéjove.

Oznaéme Z prisecik asecky CC' se stranou AB. Vrcholem C troju-
helniku ABC vedme rovnobézku p se stranou AB. Body A’, B’ vedme
déle rovnobézky s pfimkou C'C’, které protnou piimku p po fadé v bodech
X, Y (obr. 3a). Trojahelnik AC'Z je podle véty usu shodny s trojihelni-
kem CA' X a podobné trojthelnik BC'Z je shodny s trojthelnikem CB'Y".
(Nekonvexni) Sestithelnik ABA'XY B’ mé tudiz stejny obsah jako zkou-
many Sestitthelnik AC'BA'C'B'? a navic z rovnosti

| XY|=|XC|+|CY|=|AZ|+|ZB| = |AB]|

plyne, ze ABXY je rovnobéznik.

2Je-li bod U je totoiny s tézistém trojuhelniku ABC, degeneruje Zestitihelnik
ABA’XY B’ na rovnob&Znik ABXY (body A’, B’ jsou po fadé vnit¥nimi body stran
BX, AY).
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Obr. 3b

Z obr. 3b jiz bezprostiedné vyplyva, Ze obsah Sestithelniku ABA' XY B’
je roven obsahu rovnobéiniku ABXY | tedy dvojnasobku obsahu daného
trojihelniku ABC.

Druhou trojici feSeni v nasem c¢lanku tvoii postupy, které jsou zalo-
zeny na vyjadieni zkoumanych obsahd pomoci vhodnych vzorcd. V prv-
nim z téchto feseni vystacime se zakladnimi vzorci pro obsah rovnobézniku
a trojihelniku pomoci délek jejich stran a k nim prislusnych vysek.

Reseni podle Tomdse Reichela z GaSOSP v Cdslavi.

Uvazovany estitthelnik AC’' BA'C B’ rozdélime na rovnobé&znik ABA' B’
a na dva trojahelniky AC'B a A'CB, které jsou shodné, nebot jsou sou-
mérné sdruzené podle stiedu U. Shodnou vy$ku z vrcholi C, resp. C’
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téchto trojuhelnikli oznacime v, zatimco w bude znacit vysku rovnobéz-
niku ABA'B' na stranu AB (obr. 4). Obsah @) zkoumaného Sestithelniku
miizeme tedy snadno vyjadrit. Plati

Q =Sapap +Sacs+Sace =Sapap +25acB =
1
= |AB|-w+2-§-|AB|-v: |AB| - (w +v).

C

Cl
Obr. 4

Protoze vSak w + v je velikost vySky z vrcholu C na stranu AB v troja-
helniku ABC, pro jeho obsah plati

1
S = 3 |AB| - (w + v).
Porovnanim obou vyjadieni dostdvame kyzenou rovnost @) = 2S.

vvvvvv

my vzorec pro obsah trojihelniku, v némz vystupuji délky dvou jeho stran
spolu se sinem Uhlu, jez tyto strany sviraji. Z tohoto vztahu plyne i méné
znamy vzorec pro obsah obecného konvexniho ¢tytrahelniku z délek jeho
thlopricek a sinu jimi sevieného thlu. Ten vyuzijeme v nésledujicim reSeni.
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Reseni podle Stépdna Simsy z G Josefa Jungmanna v Litoméricich.
Vzhledem k uvazované soumérnosti se stfedem v bodé U jsou ctyi-
thelniky AC'CB’', A'CC'B shodné, a maji tudiz stejné obsahy. Jejich
uhlopticky BC a B'C' jsou pfitom shodné a rovnobézné. Oznacme P pri-
secik thlopiicek AC a B'C' ¢tyfuhelniku AC'CB’ a « velikost vnitiniho
thlu pfi vrcholu C trojihelniku ABC' (obr. 5). Pfimka AC protind dvojici
rovnobézek BC, B'C’, a proto ze shodnosti stfidavych Ghli plyne

|€CPB'| = |¥xACB| = ~.

Podle dfive zminéného vzorce pro vypocet obsahu obecného konvexniho
¢tyrihelniku pomoci délek jeho thlopiicek a thlu jimi sevieného proto
plati

1
2

1
2

Sciepa==-|AC|-|B'C'|-siny = = - |AC| - |BC| -siny = Sapc = S,

coz jsme chtéli dokazat.

Reseni podle Dominika Lachmana z G v Olomouci-Hejé¢iné.

Ve shodé s obr. 6 oznatme ¢ = [XBUC'|,w = |<CUA'| ayp = |<AUB'|.
S ohledem na shodnost vrcholovych thli 1ze obsah S trojuhelniku ABC
(rovny souctu obsaht trojthelniki ABU, BCU a CAU) vyjadfit nasledu-
jicim zptisobem

1 1 1
S= §|AU|-|BU| sin(w+<p)+§|BU|-|CU| sin(¢+w)+§|CU|-|AU| sin(p+1).
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Vzhledem k tomu, ze ¢ + ¢ +w = % -360° = 180°, plati
sin(w + @) =siny, sin(¢ +w) =sing, sin(p + ) = sinw,

a proto mé obsah S jednodussi vyjadieni

1 1 1
S = 3 |AU| - |BU|siny + 3 |BU| - |CU|siny + 3 |CU| - |AU| sinw.

Obsah @ Sestithelniku AC'BA'CB' je roven (diky soumérnosti podle
stfedu U) dvojndsobku obsahu ¢tyiuhelniku AC' BA’, ktery vyjadiime jako
soudet obsahti trojuhelniki AC'U, C'BU a BA'U. Dostaneme tak

1 1 1
Q=2 <§ |AU| - |C'U| sinw + §|C'U| -|BU|sinp + 3 |BU| - |A'U|sin¢> .

Ze shodnosti dvojic tisetek UA a UA', UB a UB', UC a UC' dostdvame
konecné

1 1 1
Q=2 <§|AU| -|BU|siny + §|BU| -|CU|sinp + §|C’U| : |AU|sinw> =

— 25,

coz bylo tfeba dokéazat.

Literatura

[1] http://www.math.muni.cz/mo
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Prekvapujici tlohy aneb paradoxy

PETR EISENMANN — LUCIE LOUKOTOVA
Piirodovédecké fakulta UJEP, Usti nad Labem

Na&s ¢lanek ukazuje sedm vybranych dloh, jevi ¢i objektt, jejichz znéni
¢i popis je prekvapivy, paradoxni. Je zndmé a ovérené, ze takové tlohy
prinaseji pti vhodné prezentaci ve vyuce oziveni a motivaci ke studiu dané
problematiky.

Typickym prikladem pfitazlivého a pritom velice jednoduchého para-
doxu je zndm4 tuloha o mezikruzi, o které pise napi. Karel Cupr v [1] ¢
Frantisek Kuiina v [3]. Formulujme ji struéné nésledovné.

Mié¢ a Zemékoule

PoloZzme na zem fotbalovy mic¢ a rozprostifeme okolo néj na zem v pravi-
delném odstupu provazek, jehoz délka je o jeden metr vétsi, nez je obvod
mice. VSimnéme si vzniklé mezery. Ta ¢ini asi 15 cm. Predstavme si, ze
stejny pokus udélame se Zemeékouli. Natahnéme myslenkové okolo rovniku
(délka ¢ini priblizné 40075km) provazek délky o jeden metr vétsi. Jak
velka bude mezera nyni?

Je prirozené oCekavat mezeru podstatné mensi. D4 se vSak jednoduse
ukazat, ze tato nezavisi viibec na poloméru zdkladni kruznice. Pridame-li
k délce kruznice o poloméru r jeden metr, bude mit soustfednd kruznice
predstavujici nataZeny provazek polomér r + z (viz obr. 1).
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2rr + 1 =2n(r + ),
1

Podivné téleso

Reseni pfedchozi tlohy vyzadovalo pouze znalosti ze zdkladni Skoly.
V tomto namétu bude uz zapotiebi umét secist geometrickou radu. Uké-
zeme si totiz jedno téleso s podivuhodnymi vlastnostmi. Toto téleso bude
mit konecny objem a nekonecny povrch. Je slozené z nekonecné mnoha
vélct, a v pohledu z boku ho vidime na obr. 2.

Obr. 2

Polomér n-tého vélce je roven 2%,, vyska 2", objem

a obsah plasté

1

Objem V celého télesa je tedy

o0

V:iVn:WZQLn:W,
n=1 n=1

povrch télesa S je ale jisté vétsi nez soucet obsahi plasta

o0 o0

ZSn:Z27r:27r+27r—l—27r+ e

n=1 n=1
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ktery zfejmé neni vlastnim redlnym cislem. Pfitom se prece ale da vnitiek
tohoto télesa ,obarvit* nalitim 7 objemovych jednotek barvy dovniti!

Kochova krivka

Po podivuhodném télese zminime nyni jednu zvlastni kiivku. Jde o tzv.
Kochovu kfivku. Ta nejenze nemé nikde tecnu, ale je i prikladem uzaviené
kiivky nekonecné délky. V roce 1906 ji publikoval §védsky matematik Niels
Fabian Helge von Koch (1870 — 1924). Sestrojime ji tak, ze rozdélime
kazdou stranu rovnostranného trojuhelnika na tfi stejné dily a nad kaz-
dou stiedni ¢asti sestrojime novy rovnostranny trojihelnik (k¥ivka Ki na
obr. 3). Na kazdou z dvanécti stran takto vzniklé Sesticipé hvézdy apliku-
jeme stejny postup. Dostaneme tak kiivku K, znazornénou na obr. 3.

Jestlize budeme tento proces opakovat do nekonecna, dostaneme jako
limitu posloupnosti (K,)5° ; téchto Car kfivku, kterd se ldme v kazdém
bodé, ke které nelze v zadném bodé sestrojit tecnu. Tato vSude ostnata,
uzaviend krivka lezici v ohranicené casti roviny pritom nemé kone¢nou
délku. Mél-li totiz vychozi rovnostranny trojihelnik strany o délce napti-
klad 1, dostali jsme po prvnim kroku hvézdu o délce d; = 3- % = 4. Kfivka
vytvorend po dalsim kroku se skldda z 16 - 3 = 48 usecek délky %, n-ty
¢len této posloupnosti kiivek mé délku d,, = 3 - (%)n Ziejmé d,, — oo.

Ko K K,

Obr. 3

Podivuhodné vlastnosti mohou mit i kiivky, které jsou grafy redlnych
funkei.

Zajimavé funkce
Vysetfeme napiiklad vlastnosti néasledujici neelementarni funkce f(z)
definované na intervalu (0; 1), kterd m4 v libovolném pravostranném okoli
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pocatku nekoneéné mnoho bodi nespojitosti (viz obr. 4, symbol [z] znadi
horni celou ¢ast ¢isla x).

Y y
14 ————a 1+ e&—0
o— - »>-—Q
—s . —
o—e " »—0
‘_'D—Q :v.

& % T,

— —
1] 01 02 03 04 05 06 0OF 08 09 10 0 01 02 03 04 05 06 07 OB 03 10

1

(a) funkce f(z) = Tx]

(b) funkce g(x) =

y -

Obr. 4

Podobné vlastnosti ma i funkce g(z), kterd navic vykazuje i jisté znamky

yperiodicity“. Definovana je na intervalu (0;1) predpisem g(z) = i, kde

zz je prvni od nuly riznd cifra v desetinném rozvoji ¢isla x (viz obr. 4).
Funkci se tyka i nasledujici hezka tloha ze Zivota.

Cesta do Bratislavy

Obchodni cestujici pan Milan vyrazil v pondéli v 8 hodin rano z Prahy
svym autem na cestu do Bratislavy. Tam dojel v 15 hodin. Vyftidil si své
zélezitosti, prespal v hotelu a rdano v 8 hodin vyjel zpét domt do Prahy.
Tam dorazil opét ve tii hodiny odpoledne. Pti zpateéni cesté jel po stejné
trase.

Otézka zni: Existuje nékde na trase Praha — Bratislava misto (bod), ve
kterém byl Milan v pondéli i v tery v piesné stejném case?

Na prvni pohled se existence takového bodu zd4 neredlni. Uvazme,
ze cesta pana Milana méla pravdépodobné v pondéli i v Gitery jiny casovy
pribéh. Obédvat mohl pan Milan pokazdé na jiném misté, jeden den mohla
byt dalnice na nékolik hodin ucpand, tankovat palivo mohl jen jednou ¢i
pokazdé u jiné Cerpaci stanice. Dokonce se mohlo stat, ze se jeden den
vracel 10km pro zapomenutou cepici v motorestu, kde obédval.

Piesto existuje misto (bod), ve kterém byl pan Milan v pondéli i v Gtery
v presné stejném casovém okamziku. Vysvétlit tento fakt mizeme lehce
pomoci nasledujici vlastnosti spojité funkce.
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Ma-li funkce f spojitd na uzavieném intervalu (a,b) funkéni hodnotu
f(a) <0 a funkéni hodnotu f(b) > 0, md v tomto intervalu alespori jeden
nulovy bod.

Obr. 5

Obrazek 5 znazornuje mozny pribéh Milanovy pondélni a Gterni cesty.
Funkce f a g vyjadfuji ujetou vzdalenost s, ktera je spojitou funkeci casu t.
Grafy obou funkeci jsou nakresleny do jednoho obrazku. Je ziejmé, ze grafy
se musi protnout. Korektni zdtivodnéni ndm dévé odkaz na vyse citovanou
vétu, aplikovanou na funkci f — g.

Historie nasleduji Glohy sahd vice nez dva tisice let zpatky. Obvykle
byva spojovana se jménem antického myslitele Aristotela, nebot se poprvé
objevila v jeho dile Mechanica.

Aristotelovo kolo

Pivodni zadani problému zni takto. Mame dva kruhy o rizné velkych
polomérech. Valime-li kazdy kruh zvlast po piimce, kterd je jeho te¢nou
(viz obr. 6), je dréha, kterou dany kruh urazi béhem jedné otocky, rovna
obvodu tohoto kruhu.

Nyni pevné spojime oba kruhy za stfedy. Predpokladejme, ze ve vychozi
poloze se vétsi kruh dotyka primky v bodé A, mensi kruh se pak dotyka
své tecny v bodé B (viz obr. 7).
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Obr. 6

Obr. 7

Kruhy se nyni budou valit spole¢né po svych tecnich. Béhem jedné
otacky urazi vétsi kruh vzdalenost rovnou svému obvodu (délka asecky
AA"). Stejnou vzdalenost ale urazi i mensi kruh (je rovna délce tsecky
BB'), pfestoze ma mensi obvod?. Jak je to mozné?

Paradox vznikd pouze vlivem obrazku. Ve skute¢nosti neni mozné, aby
se oba pevné spojené kruhy soucasné valily po svych te¢nach bez proklu-
zovani ¢i drhnuti o tecnu.

Pokud se tedy vali vétsi kruh plynule po pfimce, svym zptsobem ,tah-
ne“ mensi kruh po jeho tecné. Maly kruh tak klouze po své tecné a ve
vysledku urazi stejnou vzdalenost jako vétsi kruh. Celou situaci lze pii-
rovnat k autic¢ku s pevnym pievodem mezi motorem a koly jedoucimu
konstantni rychlosti po silnici z kopce. Pokud se na silnici vyskytne na-
ledi, za¢nou kola na hladkém povrchu klouzat a auticko se za¢ne tihovou
silou pohybovat vétsi rychlosti. Celkova vzdéalenost ujetd autickem po ledu
je tak vétsi nez vzdalenost ujetd po suché silnici.

Dalsi komentare k tomuto paradoxu lze najit nap¥. v [2] ¢ [4].

Odvalovani kruhu se tyka i posledni paradox, ktery nyni uvedeme.

3Situaci velmi p&kné ilustruje webova animace [5].
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Cesky lev vzhiiru nohama?
Vezméme desetikorunovou minci a odvalme ji po poloviné délky jejiho

obvodu po rovné podlozce. Je ziejmé, Ze mince se pfitom otoc¢i o 180° (viz
obr. 8).

Obr. 8

Odvalme nyni tutéz minci, opét po poloviné délky jejitho obvodu, ale
po jiné desetikorunové minci (viz obr. 9). Je pfirozené o¢ekavat, Ze i nyni
skon¢i znak ceského lva hlavou dold. Vysledek, jak si muze kazdy zkusit,
je ale jiny. Mince se otoc¢i o 360°.

Mince se sice odvaluje po draze stejné délky, ale tato draha ma tvar
kruznice. Stfed mince urazi na rozdil od prvniho ptripadu drdhu rovnou
nikoli poloviné obvodu mince, nybrz drdhu rovnou celému jejimu obvodu
(viz obr. 10).

Obr. 9 Obr. 10
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime zadani dalsi dvojice tiloh nasi pravidelné rubriky. Jejich feseni
zaslete nejpozdéji do 10. 1. 2012 na adresu: Redakce casopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc. Jejich feSeni lze zaslat také elektronickou ces-
tou (pouze vSak v TpXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou
adresu: mfi@Qupol.cz. Zajimava a originalni feseni Gloh radi uverejnime.

Uloha 183

V ostrothlém trojuhelniku ABC' s neshodnymi vnitinimi thly o velikos-
tech «, 8 pii vrcholech A a B ozna¢me P patu vySky z vrcholu C' a R patu
vysky z vrcholu A. Déle oznatme @ (@ # P) bod pfimky AB, pro ktery
|AP|-|BQ| = |AQ| - |BP|. Dokazte, Ze kruznice sestrojend nad primérem
PQ prochazi bodem R, pravé kdyz a = 45°.

Jaroslav Zhouf

Uloha 184
Necht p je prvocislo a P(x) polynom s celo¢iselnymi koeficienty takovy,
ze Cislo P(n) neni délitelné p pro zadné celé ¢islo n. Ukaite, Ze existuje
polynom Q(z) s celo¢iselnymi koeficienty takovy, ze ¢islo P(n)Q(n) —1 je
délitelné c¢islem p pro kazdé celé cislo n.
Jdan Mazdk
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