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Pisemné prace z matematiky (déle jen ,pisemky“) jsou (mohou byt pii

jejich spravném pouziti) prospésnou a Gcinnou soucasti matematického
vzdélavani na ZS i na stfednich skoldch. Budeme zde pojednavat zejména
o pisemkach zadanych po probrani a procvic¢eni uceleného tuseku uciva
a o Ctvrtletnich pisemkéach, ostatnich se tento text bude tykat pfimérené.

Hned na pocatku si uvédomme, ze pisemka je proces, ktery je v podstaté

dialogem mezi ucitelem a (kazdym) Zdkem. Jak tento dialog tedy zpravidla
probiha?

1.

Na pocatku tohoto dialogu uditel pfipravi a zdktm zad4 kol (pfiklady
k feSeni).

Z4k svou pisemnou praci zadany tkol plni.

Ucitel pisemku opravi a vyhodnoti, pficemz zpravidla hned po pisemce
kratce sdéli zakdm spravné vysledky resp. i sprédvny postup. V dalsi
vyucovaci hodiné (tj. az pisemky opravi) sdéli zéktim poznatky z opravy
— co dopadlo dobfte, hlavni chyby a nedostatky, celkové hodnoceni tiidy,
muze pouzit i vefejné pochvaly a napomenuti. Opravené pisemky preda
zédktm k nahlédnuti.

. 74k se seznami s opravou a hodnocenim své pisemky, vyhled4 a uvédomi

si své chyby, pfizna si jejich pri¢iny. Pri nejasnostech se dotaze ucitele.
Utitel odpovi dotazy a podle potieby miZze (nejéastéji prostiednictvim
Gspésnych zakd) na tabuli predvést spravné feseni zadanych tloh. Pii

Matematika - fyzika - informatika 21 2011/2012 65



méné Uspésné pisemce muze také v souvislosti s tématikou pisemky
zadat vhodnou domaci alohu.

6. Zak provede opravu svych chyb v pisemce formou odpovidajici druhu
pisemky a vypracuje i pfipadné zadanou doméci tilohu.

7. Ucitel opravu a tlohu prohlédne a oviduje.

Ma-li tento dialog byt efektivni, je predevsim tifeba, aby se v jeho pri-
béhu obé strany vyjadfovaly srozumitelné, ale o tom jesté dale. Nez po-
jedname o Gstfednim bodu 3 tohoto dialogu, projdéme stru¢né prvni dva
body.

Priprava a zadani pisemky
O piipravé pisemky viz €lanek [4]. Piiprava mé dvé stranky, vécnou
a formélni, a dle [7] spoéiva v tom:

1. Aby uditel prozkousel presné to, co chce. Jestlize chce napt. predevsim
provérit, jak zaci dovedou pouzivat vzorce pro vypocet obsahti a ob-
jemu, nevoli priklady se slozitymi Upravami zlomki. Ale také mize,
pokud chce provérit soucasné i praci se zlomky.

2. Aby si ucitel vyhledal nebo vytvoril dvé rovnocenné, ale prece jen rizné
verze prikladu, ptipadné tii, pokud tuto tfeti chce pouzit spolu s jinymi
priklady pfi opakovéani pred pisemkou nebo na doméaci Glohu. Zalezi
ovSem na stavu tridy a na jejim zaméfeni, jak mnoho se tyto verze
mohou od sebe lisit, aby byla samostatnost prace zajisténa. V zddném
pripadé v8ak nesmi byt v jedné verzi Taxis a ve druhé zelend louka. (Viz
seridl t¥iceti ¢lankt o pisemkovych piikladech publikovanych od [7] po
8],

Texty prikladi by tedy mély byt formulovany naprosto srozumitelné
a pritom tak, aby bylo zcela zfejmé a jednoznacné, co je tkolem zaki
a co ma byt vysledkem reseni prikladu, protoze sdéleni tohoto vysledku je
hlavnim Gkolem uvedeného 2. kroku komunikace. (Podrobnéji o textech
uloh viz [1], [4], [5].)

Je tfeba volit vhodnou sestavu piikladd s ohledem na rozli¢nou droven
znalosti a schopnosti jednotlivych zdkid, napf. u ¢tvrtletni pisemky jsou
zpravidla zadavany 4 priklady pokryvajici posledni i starsi ucivo a také
ruzné typy uloh — pocetni, geometrické, slovni apod. — v zavislosti na pro-
brané latce. Je vhodné volit stfedni obtiznost, tj. zadny priklad ani prili§
lehky ani ptili§ ndroény; pritom by jeden z nich mél byt (v ramci st¥edni ob-
tiznosti) leh¢i a jeden zase o néco naro¢néjsi. U piikladt stfedni obtiZnosti
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pak préavem ocekavame, ze vyborni zaci je vyfesi vynikajicim zplsobem,
pramérni zaci je vyresi bez velkych obtizi a slabi zaci s obtizemi a s chy-
bami, ale na tom leh¢im by se méli ,chytnout“. Osvédcuje se piipravit
i ,,dobrovolny“ priklad pro zaky, kteri budou s pisemkou dfive hotovi.

Psani pisemky

K tomu, abychom z pisemky dostali vérohodné informace, je teba zajis-
tit objektivné vhodné podminky. Pro psani pisemky je nutno zvolit vhod-
nou vyucovaci hodinu a vlastni zadani provést racionalnim zptisobem, ale
samoziejmeé tak, aby vsem zdkim, i tém pomalejsim, bylo pisemné zadani
k dispozici po celou dobu psani pisemky.

Po zadédni pisemky dé ucitel k pisemce p¥ipadné pokyny (napf. Ze neni
treba dodrzet poradi fesenych prikladd, ze zaci nesméji pouzivat koncepty
na néjaké pomocné vypocty, aby nezapomnéli vyznacit vysledek a téz, aby
si po vyresSeni prikladu resp. napsani pisemky provedli jeho kontrolu, mtize
i zéky povzbudit a dodat jim sebedtivéru, apod.) a je tu chvile na pfipadné
dotazy zakt. Ucitel by také mél predem sdélit dobu trvéani pisemky, pokud
neni na celou hodinu, i kdyz pak samoziejmé miuze provést korekci; kdyz
napf. vidi, ze na konci urc¢ené doby jesté vSichni pracuji, cas prida, jsou-li
naopak jiz témér vsichni hotovi, mize cas zkratit. Je vSak tfeba na tpravu
doby konce pisemky upozornit zaky s predstihem pred diive ohlaSenym
koncem.

Z4aci by méli pracovat v klidném prostfedi s dostatkem svétla a cer-
stvého vzduchu a na lavici by méli mit jen ty pomftcky, které jsou po-
tfebné k pisemce (mobily samoziejmé vypnuté a mimo dosah). P¥i psani
pisemky musi byt naprosty klid (jen pracovni ruch), ktery nesmi narusovat
ani ucitel napt. hluénym prechdzenim po tridé, okfikovanim nebo radami
jednotlivym zakim; mél by stat stranou a klidné pozorovat pracujici zaky.
Pripadné pokusy o neoprévnéné ziskavani nebo predavani informaci rfe-
sit klidnym napomenutim a véc pripadné dofesit az po pisemce nebo pfi
opravé, viz [6]. Musime zaméstnat i zaky, ktefi skondili s pisemkou dfive,
aby nerusili ostatni, jak jsme se jiz zminili, napt. dobrovolnou tlohou.

Na konci hodiny s pisemkou je vhodné sdélit vysledky feSeni, pripadné
dalsi informace. Zadavat pravée napsanou pisemku ihned jako doméci kol
se nepovazuje za vhodné.

V zajmu dobré komunikace mezi ucitelem a zaky je tfeba pozadovat,
aby se zaci v pisemce vyjadrovali Citelné a srozumitelné tak, aby ucitel
mohl sledovat jejich myslenkové pochody a dovedl je ohodnotit. Musi byt
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srozumitelné zejména to, co Zdk povazuje za vysledek svého rTeseni daného
prikladu, coz da najevo napt. u pocetnich piikladd tim, ze vysledek dvakrdt
podtrhne. Tedy podtrhnuti vysledku neni pocin esteticky, ale komunikacni,
zak tim tika: toto je maij vysledek. Neni mozno povazovat za drobnou
formélni chybu postup, kdy zak uvede nékolik mezivysledku a vysledk
a predklada je s tichym vyjadienim: wciteli, vyber si. Velmi Casto se tak
déje v pripadech, kdy zak Gloze v podstaté nerozumi, vykond nékolik for-
malnich vypoc¢tid, o nichz vi, ze takové se délavaji, a sam ani netusi, co
a proc¢ je vysledkem reSeni.

Oprava pisemky jako zdroj informaci
Smyslem opravy pisemky jako soucdsti komunikace je sdélit zakovi

— co provedl spravné, co u ného ucitel ocenuje;

— co neznd, co dobfe nepochopil, v ¢em chybuje a jak zavazné to jsou
nedostatky.

Vyucujicimu poskytne oprava tyto informace:

— jak uspésnd byla jeho vyuka v uplynulém obdobi;

— co uZ Zaci (jedinci i t¥ida) znaji a na jaké Grovni, a co jesté ne, jakého
pokroku dosahli jednotlivi Zaci.

K tomu, aby oprava pisemky vytvorila uvedené informace, musi byt pro-
vedena poctivé a kvalifikované. Ucitel pfi ni musi v souladu s jevovou ana-
lyzou opravovaného piikladu rozpoznat, vyhodnotit a zakovi srozumitelné
a racionalné , jazykem oprav* sdélit, které kroky v jeho reseni jsou spravné
a také, kde projevil neznalost, udélal chybu, zmylil se, nebo kde jsou v fe-
Seni jiné nedostatky. Pri opravé nemusi ucitel predlozit zakovi vSechny
jeho chyby podrobné specifikované, osvédcuje se délba prace; napt. ucitel
napovi, kde je chyba, a zak musi objevit, jaké chyby se dopustil. Z toho
plyne postup ucitele pii opravé. Kdyz u prikladu vidi chybny vysledek,
jde krok za krokem na predchozi (chybné) mezivysledky, az objevi, kde
je chyba (a jakd). Posledni spravny krok ,odfajfkuje* a prvni nespravny
oznadi pro zdka jako chybny. Dobry ucitel vsak i po chybném zakové kroku
sleduje (mé-li to v konkrétnim p¥ipadé smysl), jestli Zak ovlada v principu
dalsi postup a jiz zadné dalsi chyby se nedopustil, nebo je-li feseni pri-
kladu zatizeno vice chybami (které vyznaci), a jakymi. Timto postupem
dale zvySuje informacni hodnotu opravy pro zéka i pro sebe.

Po skonceni oprav si ucitel vyhodnoti ziskané poznatky také o vysledcich
své vyuky (co se mu nepodatfilo, co musi pfisté udélat lépe), a uvédomi si,
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zda zaci na zakladé svych znalosti dovedou uz samostatné resit predlozené
ulohy, co jesté zaktum déla potize, co je nutno dale opakovat a procvicovat
nebo dokonce probrat znovu, atd. Také si u jednotlivych zakt vyhodnoti,
kde doslo k pokroku, kde naopak, a jak nadale motivovat jednotlivé zaky
pro matematiku, co fekne zaktim pri celkovém hodnoceni pisemky, koho
pochvéli a koho napomene.

Na tomto misté je tfeba se zminit o jednom druhu de facto nekvali-
fikovanych uciteld matematiky, o tzv. ,Skrtacich“, ktefi z jazyka oprav
znaji jen Skrtnuti vysledku v zakovské pisemce. Informacni hodnota ta-
kové ,opravy“ pisemky je pak nepatrnd (pro zdka i pro uditele) a spiSe
zkreslujici a pro zaky demobilizujici. Takovou ,opravou® neni totiz vibec
podchyceno (a pak ani klasifikaci), zda Zdk téma daného prikladu vibec
neovlada, nebo zda latku umi a jen se dopustil nékde ke konci feSeni né-
jaké banalni chybicky. Skrtnout vysledek samoziejmé lze, ale jsme k tomu
opravnéni, jen kdyz jsme pisemku opravovali fadné, jak je uvedeno vyse.

Chyby v pisemkach

Lze je rozdélit do nékolika skupin (nikoli disjunktnich) podle jejich pi-
vodu — a do znac¢né miry i podle zavaznosti. Mnozina moznych a vyskytuji-
cich se chyb je vSak velmi bohata a posouzeni zavaznosti chyb casto zavisi
na konkrétnich okolnostech nebo zaméireni pisemky. Napr. chceme-li pro-
vEFit znalost urc¢itého algoritmu (tfeba ¢asteéného odmociovani), budeme
povazovat chyby provedené v tomto algoritmu za velmi zavazné, i kdyz
v jinych souvislostech mtzeme jejich zavaznost posuzovat mirnéji.

a) Reseni tilohy nebo jeji podstatné édsti zcela chybi nebo je nahrazeno
nesowvislymi zmatenymi zapisy. Znamend to, ze zadk nepochopil zadani
ulohy, a to vétsinou pro absenci jeho znalosti zkousené latky ¢i neznalost
algoritmu potiebného k pokracovani v feseni.

Priklady: neznalost feseni kvadratické rovnice; neznalost feSeni soustavy
nerovnic o jedné neznamé; neznalost konstrukce te¢ny z vnéjsiho bodu
kruznice; neznalost Gprav algebraickych a jinych vyrazi, apod. Ale pozor,
zcela chybéjici feseni nékterého prikladu pisemky mize také znamenat, ze
zak je pomalejsi nebo se dlouho zdrzel u jiného prikladu a dany priklad
prosté resit nestihl.

b) Chyby vécné — logické (sémantické) znehodnocuji vécnou a logickou
stranku predlozeného reSeni.
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Priklady:

1) Zanedbala se ¢ast feSeni: x(x — 2) = 3x = x — 2 = 3; pfi FeSeni rovnice
s disledkovymi Gpravami se neprovedla zkouska, apod.

2) Nepochopeni sémantické stranky symbolid a z toho plynouci hrubé syn-
taktické chyby: ; -i—§ = §; su;% = %; 23 . 2% = 23%; mame-li |x — 1|,
rozliSujeme dva piipady: a |z — 1| > 0 a |z — 1| < 0; apod.

3) Chybny rozbor tlohy vedouci k chybnému zavéru. Napf. mé se zjistit,
kolika zptisoby pfi soutézi osmi zavodnikid miize byt rozdélena zlata, stii-
brné a bronzova medaile. Odpovéd (g) ukazuje na chybny rozbor. Podobné
chybny rozbor konstrukéni tlohy, ktery vede k chybné konstrukeci.

4) Pouziti nespravnych analogii: Napf. mé se rozhodnout, zda bod M]3, 1]
lezi na tGsecce AB, pfipadné na pfimce AB, A[—1; —1], B[5; 2]. Najde se pa-
rametrické vyjadieni tsecky AB: X = A+tu,t € (0,1); u = B—A = (6;3),
zjednodusime vyjadreni tim, Ze vektor v nahradime vektorem v = (2,1),
takze parametrické vyjadieni Gsecky AB v soufadnicich je

r=1+42t,
y=1+t¢, t €(0;3).

a nikoli ¢ € (0; 1), jak napiSe a pouzije Zak v pisemce. Dosad{ soufadnice
bodu M:3=—-1+4+2t=>t=2,1=-1+t=>t=2=1¢(0,1) = zavér:
M lezi na pfimce AB, ale nikoli na tse¢ce AB. (Z chybného vyjadieni
usecky plyne uvedeny chybny zavér.)

5) Neschopnost sestavit spravnou rovnici k dané slovni tloze.

c) Chyby vécné — pocetni a grafické. Zpravidla jde o ¢astecné chybnou

nebo netplnou znalost poucek, vzorcl a algoritmi nebo o jejich chybné
pouziti (pokud nejde o pfipady a nebo b).
Priklady: chybna Gprava a vypocet slozeného zlomku; chybny rozklad mno-
hoélenu a® + b3; pouziti chybného vzorce pro cos(a — 3); pii konstrukci
kruznice trojihelniku vepsané nebyly zjistény body dotyku; chybné se-
strojeny thel 45°; v nacrtku kvadru je Spatné vyznacena viditelnost hran;
chybné vynasobeni polynomi; chybné vypocteny diskriminant kvadratické
rovnice, apod.

d) Chyby formdlni. Tyto chyby se mohou nékdy pfi vypoétech ¢i kon-
strukcich zménit na chyby vécné, proto je jim také tfeba vénovat pozornost.
Priklady: chybégjici zavorky: pokud zak zapiSe vyraz 3(xz — 1) — 5 jako
3(z — 1 — 5, pak ho v dalsim vypo¢tu muize zaménit za 3(z — 6); kratky
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symbol odmocniny: je-li V22 — 2z + 1 zapsano jako vz? — 2z + 1; po-
dobné prili§ kratka zlomkova ¢ara; chybéji pokracovaci znaménka operaci

nebo relaci pii pfechodu vypoc¢tu na novy radek; rovnitko neni na trovni
1

x = _5 o
(hlavni) zlomkové ¢ary: 3 z —é, apod. Pati{ sem téz takika necitelné
defektni zapisy.

e) Chyby gramatické. Pat¥i mezi chyby, které by uéitel matematiky mél
v pisemce opravit, i kdyz do hodnoceni je zpravidla nezahrnuje. Vyjimkou
jsou jen pripady, kdy jde o chyby v matematickych terminech, tehdy jde
o formalni chyby i z hlediska vyuky matematiky.
Priklady: logarytmus; kruhova visec; fidici pfimka; rovnostrany trojihel-
nik; dvémi body; cosinova véta, obém kvadru.

f) Zmglend.

ZAci se pii pisemkéch dosti pletou, af uz z rozruseni, roztrzitosti nebo
zbrklosti, ale své pochybeni zpravidla zlehéuji (j4 to umim, jen jsem se
spletl). Jsou radi, kdyz i ucitel jejich spleteni bere shovivavé a pfilis ho
nezapocitavd do klasifikace. Jistad shovivavost tu skutecné je na misté;
jestlize se studentu gymnézia stane, ze ve slozitém vypocétu provede naso-
beni 3 -6 = 24, jisté neni pochyb, Ze ndsobilku Sesti umi (i kdyZ neznalost
malé nasobilky se bohuZel postupné prendsi do stéle vyssich ro¢nik). Nebo
pokud zak néjakou tpravu udéla trikrat dobfe a tutéz pravu pak jednou
Spatné, lze to odpustit. OvSem nékdy Zaci i svou neznalost omlouvaji tim,
Ze se jen spletli, napt. odstranuji zavorku: —(2a — 3b) = —2a — 3b a po
oprave to komentuji ,spletl jsem se jen v blbym znaminku“, zatimco ucitel
v tom mize a asi i musi vidét zdkladni neznalost, zvlasté kdyby zde slo
o pisemku na Gpravy algebraickych vyrazi a tento vypocet nebyl podepren
jinymi vypocty spravnymi; zalezi tedy na okolnostech.

Pripomenme zde jesté zvlastni pripad zmylené, ktery uciteli pridd pti
opravé dost prace, kdy se zdk zmyli jiz v zadani prikladu. Pokud se tim
feSeni nezjednodusilo, opravi ucitel zakovo reSeni, jakoby jeho zadéni bylo
spravné, ale chybu v zadani kvalifikuje jako formalni chybu. Pokud Zédkem
pozménény piiklad ztratil svou hodnotu, pak i dobfe vyfeSeny piiklad
uznd jen jako ¢ast pifkladu nebo viibec ne. Ctenaf nechf uvazi, u kte-
rych pisemek lze pozadovat a hodnotit i urcitou grafickou Groven zapist
a konstrukei.

Nékteré chyby se jevi jako chyby zdravého rozumu; napt. zak mé vy-
pocitat 32 % ze 65, vyjde mu 208 a zik toto éislo zapiSe a podtrhne jako
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spravny vysledek (dopustil se ,,jenom* ¥adové chyby) — zatimco mu zdravy
rozum mél napovédét, ze musi vyjit ¢islo mensi nez 65, zhruba = ze 65. To

ovSem muze zakovi vytknout jenom ten ucitel matematiky, ktery se zaky
odhady vysledka trénoval (coz se v8ak casto velmi zanedbava ke Skodé
vyuky matematiky.)

Vyhodnoceni pisemky

Vyhodnoceni opravenych pisemek zpravidla vyusti ve zndmku, ktera je
také soucdsti vystupni informace. I pro pisemky plati, Ze ,zndmkovani“
je jedna z nejobtiZzngjsich Cinnosti ucitele. Jak postihnout ¢islem (nebo
nékolika slovy) ty pifepestré poznatky o zakovi, ziskané opravou pisemky
v kontextu s jeho osobnosti. Co napf. s pomalejsim zakem, kterému to
matematicky mysli, ale ktery nestihd vypracovat celou pisemku? Mé&jme
vSak na paméti, ze znamky z pisemek nejsou jedinym zdrojem klasifikace
zaka, je tu jeSté Gstni zkouseni a vysledky soustavného pozorovani (reakci
na ucivo, snahy a aktivity zéka, atd.).

Zptisob hodnoceni pisemek (tzv. ,méfitko*) si uditel zpravidla stanovi
jiz pti vybéru prikladd na pisemku. U kazdého piikladu si provede jevovou
analyzu a rozhodne se, jak bude ocehovat spravné zvladnuti jednotlivych
kroki (jevi), napf. kolik ,,bodi“ pridéli za jednotlivé kroky. Seznam krokt
s jejich ocenénim poméahd pak uciteli drzet stalou Groven hodnoceni v pri-
béhu celé opravy a je podkladem pro bodové hodnoceni zakovskych reseni
celého prikladu (viz opét [4]). ZkuSeny ucitel vétsinou dovede své zvolené
méritko podrzet v paméti a pii klasifikaci podle néj postupovat.

Oprava vSech pisemek vSak chvili trva a tak tu vyvstava ne zcela snadny
problém i pro zkuSeného ucitele — zachovani steyného méritka v prubéhu
opravy vSech pisemek (tyka se hlavné sloZitéjsich pisemek, protoze se v pri-
béhu opravy mutze pod vlivem subjektivnich faktorti nastavené méritko
deformovat. Proto je vhodné opravit vSechny pisemky ,na jeden zatah®
(pro ucitele byva jednodussi opravit nejprve napf. skupinu A a pak B).
Pro kontrolu svého predem nastaveného méritka zkuseni ucitelé zpravidla
nahlédnou pred opravou do nékolika pisemek (lepsich, stfednich i horsich),
aby ziskali pfedstavu o celkové tirovni o fungovani jejich meéritka i o jeho
piipadné drobné korekci. V pribéhu opravy se pak méritko stabilizuje,
avsak mohou se vyskytnout situace, kdy ucitel pisemku radéji neohodnoti
definitivné, ale vrati se k jejimu hodnoceni znovu az po opravé dalsich
pisemek a jejich vzajemném srovnavani.
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Existuji dva pristupy ke klasifikaci pisemek:

— evidovat a hodnotit zakovy znalosti,
— evidovat a hodnotit zakovy neznalosti.

V prvnim pfipadé tedy ucitel pfi opravé postupné zakovi pridava body
za Uspéiné zvladdnuté kroky (podle své dfive provedené jevové analyzy)
a nakonec ziskané body pievede na zndmku.

V [3] je toto pojeti pfedvedeno i v praxi. Lze je vSak v béznych pod-
minkdch mirné zefektivnit, nebot mnozi zkuSeni ucitelé dosli k tomu, Ze
pisemky opravuji dikladné, jak je uvedeno zde, ale pisemku vzdy boduji
osmi body. Pak ovSem v pisemce se ¢tyrmi priklady je jeden priklad za 2
body, tedy pul piikladu je za 1 bod (v tomto piipadé vSak nastava jistd
ztrata informac¢ni hodnoty). Po provedené opravé ihned spocitaji, kolik
bodu 7dk ziskal, a zapisi zndmku z; = 5 — (0,5 b| (|z| znadi dolni celou
Cést Cisla x); v pripadé, Ze pro sebe pouzivaji u znamek i znaménka ,mi-
nus®, zapisi si znamku zo = 5—0,5-b (tj. napt. 2,5 jako 2—). (VSimnéme si
v8ak, ze ono Casto zatracované pouzivani ,minusek® je ekvivalentni s bo-
dovanim pisemky osmi body, proti ¢emuz uz nadmitky nebyvaji!)

Pokud jde o druhy pfistup, je v [2] uvedena pomicka ke klasifikaci;
citujme:

"Pii klasifikaci jedné tlohy nebo skupiny obdobnych tloh hodnotime
znédmkou
1 aplné vyteseni bez chyb nebo s 1 - 2 nepodstatnymi chybami, je-li po-

stup TeSeni originalni, svédcici o samostatnosti mysleni;

2 feSeni se 2 - 3 nepodstatnymi chybami;

feSeni s hrubou chybou nebo s vice malymi chybami;

4 TteSeni se dvéma hrubymi chybami nebo s jednou hrubou a s vice malymi
chybami;

5 TeSeni s vice nez dvéma hrubymi chybami.

Pri klasifikaci skupiny tloh rtizné obtiznosti si v§imame predevsim aloh,
které se fesily postupy analogickymi ke vzorové feSenym tlohdm ve Skole.
Vyrtesi-li zdk takové tilohy a jen s malymi chybami, hodnotime praci znam-
kou 3; vytesi-li zak takové tlohy s hrubou chybou, hodnotime praci znam-
kou 4; tesil-li zak tdlohy s vice hrubymi chybami, je prace nedostatecna.
Vyftesil-li zak i Glohy obtiznéjsi a jen s malymi chybami, hodnotime praci
znamkou 2; je-li feSeni bez chyb, je prace vyborna.’

Tento postup je v principu blizky hodnoceni diktatu nebo slohové prace
v Ceském jazyce. Vysledkem je zpravidla klasifikace, proti niz nelze mit
podstatné namitky. V tomto ¢lanku (samoziejmeé i ve skriptech [3]) davam

w
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v8ak prednost prvnimu pristupu, protoze princip hodnotit, co Zdik umi se
mi jevi jako spravedlivéjsi a vice motivujici, ktery také zietelnéji zaka
upozoriuje, co se ma jesté doucit.

Velmi casto vSak oba zpusoby klasifikace vedou ke stejné znamce. Sa-
moziejmé muze uditel volit i jind bodovani. Obvykle je vhodné, kdyz jsou
u 8kolnich pisemek vSechny zadané piiklady vazeny priblizné stejnym po-
¢tem bodi. Pii nerovnomérnych vahach jednotlivych prikladd v pisemce
maji zaci pravo tyto vadhy predem znat, jinak miaze dojit k nepiijemnému
dopadu na neinformované zaky. To se povedlo pred mnoha lety i minis-
terstvu skolstvi, které tehdy zadavalo piiklady k pfijimacim zkouskam na
stfedni skoly; a jisty pfiklad byl tak bohaté dotovan body (aniZ to ucha-
zeli tusili), ze kdo mél vSechno spravné, jen ten jeden piiklad ne, uz mél
vyslednou znamku 3.

Zavéreéna poznamka o testech

V posledni dobé se k rtiznému prezkuSovani nebo i jako pisemnd Cast
maturity pouzivaji testy. Jejich vyhoda spocivd v tom, ze se velmi poho-
dlné vyhodnocuji a zZe test z matematiky muize spravné vyhodnotit témér
kdokoli. Testy ov8em nejsou ,bohatym zdrojem informaci“, to neni je-
jich tkol, protoze prakticky jedinym vystupem testu je pocet bodd, resp.
zndmka (platné s jistou pravdépodobnosti). To vSak muZe byt pro dany
ucel, kdy jde pouze o body nebo znamku, informace v podstaté dostacujici.
V procesu vyuky ma vSak test malou vypovidaci hodnotu, pokud ovsem
nejde jen o ,trénink®, tedy o pripravu studenti na tento typ zkouseni pri
maturitni pisemce.
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Jak ucit vlastnostem obvodovych
ahla?

PAVEL LEISCHNER
Pedagogické fakulta JU, Ceské Budgjovice

Véta o obvodovych thlech je u nas tradi¢né odvozovéana podle Euklei-
dovych Zakladt. Nabizi se otazka, zda lze povazovat tento vice nez dva
tisice let stary postup stile za nejvhodnéjsi. Kromé nameétu, jak dikaz
podat zadkim néazornéji pomoci dynamické geometrie, predlozime ¢tenari
dva alternativni zptisoby vyuky. Upozornime téz na pomtcky vytvorené
v Cabri geometrii pro podporu vSech t¥i postupt.

Ve v8ech situacich budeme uvazovat kruznici k(O; r) s tétivou AB, kterd
ji rozdéluje na dva oblouky. Uhel AV B nazjvame obvodovy tihel, pravé
kdyzV € kaV ¢ {A, B}. Rikame, 7e obvodovy tithel AV B (resp. stiedovy
thel AOB) je piislusny tomu z oblouk AB, ktery je v ném obsazen. Veli-
kost stfedového uhlu, ktery prislusi oblouku AB budeme stru¢né nazyvat
thlovd velikost oblouku AB.

Véta 1 (o obvodovych thlech)
V8echny obvodové thly piislusné danému oblouku kruznice maji veli-
kost rovnu poloviné thlové velikosti oblouku.

Pf1i oznaceni podle obr. 2 mizeme vétu 1 vyjadrit vztahem

w = 2. (1)

1. Klasické odvozeni

Polozme ¢ = |<AVB| a w = |<AOB| pro uhly piislusné témuz ob-
louku AB. Vétu je snadné ovéfit pro 0 < ¢ < 7/2, pokud stied kruznice
lezi na tsecce V A, obr. 1la). Z rovnoramenného trojihelniku VOB totiz
plyne | SOBV| = |<OV B| = ¢ a podle véty o vnéjsim thlu pro trojihel-
nik VOB dostaneme w = | AOB| = |LOVB| + |[LOBV| = 2¢. Odtud
plyne (1) a tedy i véta 1, kterd ziejmé plati i tehdy, kdyz O € V B.
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Obr. 1 Klasické odvozeni véty o obvodovych thlech

Situaci, kdy stfed O lezi uvniti obvodového thlu AV B, prevedeme se-
strojenim priméru C'V na sjednoceni dvou seskupeni ptredchoziho typu,
jak je vidét na obr. 1b). Snadno ovéfime, Ze

|<AVB| = |<AVC|+|4CVB|=c+6 =
1 1 1

Jestlize bod O lezi vné thlu AV B, dokazujeme vétu analogicky. Méli
bychom se zaky ovéfit vétu i pro ¢ > w/2 a p = 7/2, tfebaze v téchto
pripadech zadné nové situace nenastanou.

Pfi tradiénim zptsobu vyuky (ucitel kresli nebo rysuje na tabuli a Zaci
do sefitu) je celé odvozeni s vySetienim vSech situaci ¢asové naroéné. Cas
uSetiime, kdyz v hodiné probereme kompletni ditkkaz jen pro ostry thel,
a zbytek zdkim zadame jako doméci tkol. Vypracovanim tkolu si studenti
diikkaz zopakuji a lépe mu porozumi.

Druhou nepfijemnosti je rozbor situace, kdy O lezi vné thlu AV B.
Obrazek je neptehledny a zaci se v ném tézko orientuji.

—
3y
Obr. 2 Soubor 01 Euklid.fig po otevieni
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Ke zkvalitnéni vyuky lze na webu nalézt rtizné dynamické pomtcky.
Jedna z nich navazuje na tento ¢lanek. Obsahuje soubory v Cabri 11+
a metodicky navod. MuzZete si ji zdarma stdhnout z adresy [3]. K podpote
vyse uvedeného odvozeni v ni naleznete soubor 01 Euklid.fig. Situaci po
otevieni souboru vidime na obr. 2. Klepnutim na tlacitka oznacend pis-
meny ¢ a w zobrazujeme nebo skryvame aktualni velikosti obvodového
a stfedového Uhlu. Pfemistovanim bodu A, B po kruznici miZeme ménit
polohu a velikost oblouku AB. Pohybem bodu V' po oblouku a sou¢asnym
sledovanim hodnot ¢ a w lze dojit k hypotéze, ze plati (1). Tlacitkem T
zobrazime aktudlni hodnotu 2¢ a tlac¢itkem OV zobrazime piimku OV,
kterd vytind na kruZnici tétivu (primér) OC. Pohybem koncovych bodu
vektorovych ovladac¢ti ve sméru naznaceném Sipkami vektord premistime
pod ptvodni obrazek kopie jeho dvou ¢ésti (obr. 3). Kazd4 z nich predsta-
vuje situaci z obr. 1. Symboly, které vidime v levé ¢asti obrazku, zobrazuje
tlac¢itko S. Zak nebo uéitel je miize pomoci mysi pfemistovat, doplnit jimi
chybéjici popis obrazkl v dolni ¢asti monitoru a odvodit vztah (1) pro
danou situaci. Mizeme se i presvédcit, ze dolni dva obrazky jsou vérnym
rozkreslenim horniho obrazku: Kdyz posuneme koncové body vektorovych
ovladaéti co nejvice doprava, premistime dolni kruznice na sebe. Uchopem
za jejich spole¢ny stfed mizeme takto vznikly obrazek premistit a pre-
svédcit se, ze se kryje s hornim.

o = 80,628"
8§8¢e ¢ =40314°
==Vv 2¢ = 80,628"
C C28 2
o, o,
rrr
A4 B A4
B OO
o 0

Obr. 3 Soubor 01 Euklid.fig v pribéhu prace.
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2. Odvozeni s vyuzitim tétivového ¢tyrihelniku

Na obr. 4a) je zndzornén tétivovy ¢tyfuhelnik ABC D, ktery obsahuje
stied O opsané kruznice. Usecky AO, BO, CO a DO jej rozdéluji na &tyfi
rovnoramenné trojihelniky s vyznacenymi velikostmi shodnych thld pri
zdkladnéach. Velikosti vnit¥nich hla étyithelniku necht jsou | < DAB| = «,
| XABC|=3,|<BCD|=va|<CDA| =0.Platia = e4+e1, f = €1 +¢2,
v =¢e9+e3, § =e3+ e4. Odtud zjistime

a+y=(ca+te1)+(eate3)=(e1+e)+(e3+es)=0B+d=m, (2)

nebot soucet velikosti vnitinich hld konvexniho ¢tyrtahelniku je 27.

Obr. 4 Ke vété o thlech tétivového Etyruhelniku

Vztah (2) plati, i kdyZ stfed kruznice opsané lezi vné ¢tyfuhelniku. Pii
oznaceni podle obr. 4b) totiz dostavame

a+y=1(c1 —e4) + (62 +e3) =(e1+e2)+ (63 —e4) =B +0.

Timto jsme odvodili znamou vétu o tétivovém ctyiahelniku, kterd se
obvykle uvadi jako dtsledek véty 1.

Véta 2.
Soucet velikosti protilehlych thld konvexniho ¢tyithelniku je .

Pomoci tohoto tvrzeni nyni odvodime vétu 1. Na obr. 5 rozdéluje tétiva
AB kruznici k na dva oblouky. KdyZ zvolime uvniti jednoho z nich bod
U a uvniti druhého bod V', obdrzime tétivovy ¢tyifiuhelnik AUBV . Podle
véty 2 maji v8echny obvodové ahly AV) B, AV, B, ..., jejichz vrcholy lezi
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uvnitf téhoz oblouku jako bod V, velikost ¢ = m—| < AU B|, obr. 5a). Ana-
logicky zjistime, Ze i v8echny obvodové thly AU, B, AU, B, ..., jejichZ vr-
choly lezi uvnit¥ téhoz oblouku jako bod U, maji velikost e = #—| < AV B,
obr. 5b).

Obr. 5 Vyuziti vlastnosti tétivového ¢tyruhelniku

Odtud plyne, ze jsou obvodové thly piislusné témuz oblouku shodné.
Nyni jiz stac¢i premistit na obloucich body U a V tak, abychom mohli
snadno vyjadrit velikosti stfedovych thla AOB pomoci ¢ a €. To mo-
hou zaci provést sami. Jednu z moznosti pfedstavuje jiz zndmé situace
z obr. la), jinou vhodnou moznosti je umistit U a V' do stfed obloukt
AB.

Dynamické soubory k podpofe tohoto (i dalsiho) odvozeni nalezneme
opét na adrese [2].

3. Vyuiziti osovych soumérnosti

P1i odvozeni budeme uvazovat situaci na obr. 6 a kruznicové oblouky
v poloroviné ABV. Osa OC' tétivy AV déli oblouk AV na dva shodné
oblouky AC' a C'V. Analogicky osa OD tétivy BV déli oblouk BV na dva
shodné oblouky BD DV.

Odtud plyne, ze délka oblouku C'D je polovinou délky oblouku AB.
Nezévisi na poloze bodu V' uvnitf oblouku AB. Navic pfimky OC a OD
sviraji thly stejné velikosti jako riznobézky AV a BV, OC L AV aOD L
1 BV. Pii oznaceni podle obrazku plati

§=|<BVM|=|<COD| = = (27 — w)

N =
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A4 \/ B
Obr. 6 Odvozeni pomoci osovych soumérnosti

a odtud

—w=71—4§=¢.

Uvedeny postup tzce souvisi se skladanim dvou osovych soumeérnosti.
V Kratzové gymnazidlni ucebnici [1] se zaci seznamuji nejprve s orien-
tovanymi thly a skladanim osovych soumeérnosti. Vlastnost obvodovych
1hlt je pak podéana jako disledek véty, ze sloZzenim dvou osovych symetrii
s rtiznobéznymi osami vznika rotace. Podobné odvozeni nalezneme Kufi-
nové publikaci [2] (str. 84-85). Zde jsme se zamérné takovému odvozeni
vyhnuli, protoze v naSich skolach se orientovany thel probird pozdéji a na
skladani zobrazeni vétsinou jiz nezbyva prilis casu.

4. Zavér

Posledni dva postupy odvozeni véty o obvodovych thlech povazuji za
vhodnéjsi, nez klasicky Eukleidtv diikaz. Prvni z nich, pfevzaty s apravou
z bavorské ucebnice [5], poskytuje vice prostoru aktivité a samostatné praci
zakl. Navic seznamuje s uzitecnou metodou fixace jedné proménné. Druhy
je Casové usporny, protoze se obejde bez vySetfovani specidlnich situaci.
Upozorhuje na néj jiz. W. Lietzmann, [4].

V posledni dobé zatrazuji nékteré zemé do stfedoskolského uciva vétu
o uhlu tétiv, kterd je obecnéjsi a predstavuje efektivnéjsi nastroj pro re-
Seni iloh o dhlech v kruznici. Podrobnéji se s ni sezndmime v nékterém
navazujicicm prispévku.
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O jednom vyuziti stochastického gratu

PAVEL TLUSTY — HELENA BINTEROVA
Pedagogické fakulta JU, Ceské Budgjovice

Nebyva obvyklé, aby se v ilohach matematické olympiady vyskytovaly
priklady zahrnujici tematiku teorie pravdépodobnosti. Vyjimkou byl 52.
ro¢nik, kdy byla v domacim kole kategorie A predlozena studentim jako
Sestd v poradi nasledujici tiloha:

Hraci A a B hraji na desce sloZené ze Sesti poli ocislovanich 1,2,...,6
nasledugict hru. Na zacatku je wmisténa na pole s ¢islem 2 figurka a pak se
hdzi béZnou hraci kostkou. Padne-li ¢islo délitelné tiemi, posune se figurka
na pole s c¢islem o 1 mensim, yinak na pole s cislem o 1 vétsim. Hra konci
vitézstvim hrace A resp. B, dostane-li se figurka na pole s c¢islem 1 resp.
6. S jakou pravdépodobnosti zvitézi hric¢ A?

Graf na obr. 1 predstavuje hraci platno ke hie popsané v tloze 6.

2 2 2
3 3 3
L 1 1 @
3 3 3
Obr. 1
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Obr. 2

Na oficidlnich webovskych strankiach Ust¥edni komise MO ([3]) nalez-
neme podrobné reSeni této tlohy, ze kterého se dozvime, ze uvedend hra
je nespravedliva, nebot pravdépodobnost, Ze zvitézi hra¢ A je rovna %—?,
zatimco pravdépodobnost vitézstvi hrace B v této hie je %, pravdépo-
dobnost remizy je tedy nulova. Z feSeni je zfejmé, ze se figurka diive nebo

pozdéji dostane bud do bodu (@), nebo do bodu ®).

Pro praktickou realizaci takové hry, tj. pokud bychom ji chtéli opravdu
hrat je podstatnad také skutecnost, zda-li se v néjakém redlném case do-
ckame konce hry. Tedy zajima nas, jak dlouho budeme ”v primeéru” cekat
nez néktery z hraci vyhraje, tj. kolikrat musime hazet, nez figurka piejde
bud’ do bodu (@) nebo do bodu ). K nalezeni odpovédi na tuto otézku
vyuzijeme nékterych vlastnosti stochastickych grafi (viz [1], [2]).

Stochastickym grafem rozumime orientovany graf, kde je kazdé hrané
pritazeno kladné realné Cislo a soucet Cisel prifazenych hranam se spolec¢-
nym pocateénim uzlem je roven 1. Uzly typu (D nebo () oznacujeme jako
koncové uzly, K ozna¢ime mnozinu vSech koncovych uzli. Ozna¢me B;
nahodnou veli¢inu, kterd oznacuje pocet kroki, které musime udélat, nez
se z uzlu ¢ dostaneme do nékterého z uzl mnoziny K. Nasim tkolem je
urcit stfedni hodnotu EB; = b;. Je ziejmé, ze b; = 0, pokud ¢ € K. Pfitom

EB; = Z(délka trasy) x (pravdépodobnost této trasy),

kde s¢itame pres vSechny trasy vychazejici z uzlu i a koncici v nékterém
z uzld mnoziny K. Zabyvejme se nyni jednou konkrétni takovou trasou
viz obr. 2, kde p;; je pravdépodobnost prechodu z bodu ¢ do bodu j.
Z vlastnosti stochastického grafu navic plyne, ze > pi; = 1. Na trasu
pfes bod j se dostaneme s pravdépodobnosti p;; a z bodu 4 jsme udélali
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do bodu j pravé jeden krok. Ocekavana délka trasy z bodu j do nékterého
z uzll mnoziny K je b;. Dostaneme tak

J-(l-f-bj).

Stejnou Gvahu mizeme udélat pro vsechny sousedni vrcholy vrcholu ¢
a po seCteni (pfes vSechny sousedni vrcholy vrcholu ¢) dostaneme

bi:Z[in'1+b szn+zpznn—1+zpznn

Aplikujeme-li uvedeny vztah na na$i lohu, dostaneme nésledujici sou-
stavu rovnic:

2
b2 :1+§b37
1 2
bs =1+ by + -0
3 + 3 2 + 3 4,
1 2
by =1+ -bs+ b
4 + 33 + 3%
1
b5 :1+§b4
Jinym vyfeSenim dostaneme b, = %, bs = %, by = %, by =18

Vidime tedy, Ze se jedn& o realnou hru, nebot v priméru po %7 =
5 hodech hra skondi.
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 177 a 178, jejichz zadani byla zvefejnéna v sedmém
¢isle lofiského (20.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 177
Necht pro body D, E strany BC' trojuhelniku ABC' plati

|$BAD| = |4<DAE| = |<EAC| = |4 BAC|.

Dokazte nerovnost |[BD| + |EC| > 2| BC].
Jozef Mésziros
Regeni.

Zvolme nésledujici oznaceni (viz obr.): |<BAC| = 36, |BD| = =,
|[EC| =y, |DE| = z a ozna¢me v velikost vysky trojihelniku ABC na stra-
nu BC'. Podle tohoto oznaleni plati | X BAD| = |<DAE| = |<EAC| =
=4, |BC| = ¢ + z + y a dle zadani mame dokdzat nerovnost = +y >
> %(az + z 4+ y), kterd je ekvivalentni s nerovnosti

Lz +y) > 2. (1)
Z konkévnosti funkce sinus na intervalu (0;7) plyne pro ¢ (0° < § <
< 60°) nerovnost 3sind > sin 39, odtud
sin § 1
1 2
sin 39 > 3 @
(Tato nerovnost je také disledkem vzorce sin3d = 3sind — 4sin®§ <

< 3siné.)
ZIN

B T D z E Y C
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Ze zndmého vzorce pro obsah trojihelniku plyne

PABD'PAEC = % . |AB| . |AD| -sind - % . |AE| . |AC’|-sin5:

sin & sin &

= %-|AB|-|AC’|-sin36-%-|AD|-|AE|-sin5-Sin% = PABC'PADE'm,

kde Pxyz znad¢i obsah trojahelniku XY Z. UzZitim nerovnosti (2) obdrzime
odhad

Pagp - Papc > % - Papc - Pape

Podle jiného vzorce pro obsah trojahelniku dale plati

520 - $yv = Papp - Papc > 3 - Papc - Papp = 5 - 5(z + 2+ y)v - §2v.

Tento vztah upravime a dostaneme
xy > 2(x+ 2z +y)z.
Dukaz nerovnosti (1) povedeme sporem. Predpokladdejme, Ze existuje

trojithelnik ABC, ve kterém plati 1 (z+y) < z. Potom uzitim piedchézejict
nerovnosti mame

zy>ta+z+y)z>tz+i@+y) +y]-t@+y) =i@+y)

Tato nerovnost je ale ekvivalentni s nerovnosti 0 > (z — y)2, coz je spor.
Proto plati
Lz +y) >z,

coz jsme chtéli dokazat.
Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy a Jiri Steckbauer z Kvétné.

Uloha 178
Dokazte, ze ¢islo 5™ + 7™ + 13" je slozené pro kazdé prirozené cislo n.
Martin Pandk
Reseni.
Vypoctéme nékolik prvnich hodnot souctu s,, = 5™ + 7" + 13™:

Matematika - fyzika - informatika 21 2011/2012 85



n|ll] 2 3 4 ) 6
Sn|25]243]2665 | 31587 | 391225 | 4960 083

Pomoci této tabulky mutzeme vyslovit hypotézu, 7ze 5 | s, pro n liché
a 3| s, pro n sudé. Tuto hypotézu nyni dokdzeme.

Predpokladejme, Ze cislo n je sudé, tedy existuje prirozené cislo k tak,
ze plati n = 2k. Potom

sop = 25% +49% +169% = (3-8 + 1)F +(3-16 + 1)* + (3-56 + 1)*.

Cislo sy, ma pii déleni tiemi stejny zbytek jako ¢islo 14+ 1 + 1 = 3, které
je tfemi délitelné. Tim jsme nasi hypotézu dokazali pro suda cisla n.

Predpokladejme, ze Cislo n je liché, tedy existuje celé nezaporné cislo k
tak, ze plati n = 2k + 1. Potom

Sopye1 =5-25%4+7-49%+13-169F = 5-25F +7-(5-10-1)*+13-(5-34— 1)~

Cislo sop41 M4 tedy pii déleni péti stejny zbytek jako &slo 0+7-(—1)%+13-
(=1)* = —20, které m4 pii déleni péti zbytek 0. Tim jsme nai hypotézu
dokazali pro lichd cisla n.

Daéle pro pfirozena ¢isla n zfejmé plati s, > 547+ 13 = 20. Z dokdzané
hypotézy plyne, ze 5 | s, pro n liché a 3 | s,, pro n sudé, tedy ¢isla s,, musi
byt nutné slozend, coz jsme méli dokazat.

Spravna feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Frantisek Jachim z Volyné, Jozef Mészaros z Jelky, Gyorgy Olah z Ko-
marna, Viadimir Pavel z Blovic, Jifi Steckbauer z Kvétné a Martin Raszyk
z G v Karviné,

Pavel Calabek
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