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P�semn� pr�ce z matematiky �d�le jen �p�semky�� jsou �mohou b�t p�i
jejich spr�vn�m pou	it�� prosp
�nou a �
innou sou
�st� matematick�ho
vzd
l�v�n� na Z� i na st�edn�ch �kol�ch� Budeme zde pojedn�vat zejm�na
o p�semk�ch zadan�ch po probr�n� a procvi
en� ucelen�ho �seku u
iva
a o 
tvrtletn�ch p�semk�ch� ostatn�ch se tento text bude t�kat p�im
�en
�

Hned na po
�tku si uv
domme� 	e p�semka je proces� kter� je v podstat

dialogem mezi u�itelem a �ka�d�m� ��kem� Jak tento dialog tedy zpravidla
prob�h��

�� Na po
�tku tohoto dialogu u�itel p�iprav� a 	�k�m zad� �kol �p��klady
k �e�en���

�� ��k svou p�semnou prac� zadan� �kol pln��
�� U
itel p�semku oprav� a vyhodnot�� p�i
em	 zpravidla hned po p�semce

kr�tce sd
l� 	�k�m spr�vn� v�sledky resp� i spr�vn� postup� V dal��
vyu
ovac� hodin
 �tj� a	 p�semky oprav�� sd
l� 	�k�m poznatky z opravy
� co dopadlo dob�e� hlavn� chyby a nedostatky� celkov� hodnocen� t��dy�
m�	e pou	�t i ve�ejn� pochvaly a napomenut�� Opraven� p�semky p�ed�
	�k�m k nahl�dnut��

�� ��k se sezn�m� s opravou a hodnocen�m sv� p�semky� vyhled� a uv
dom�
si sv� chyby� p�izn� si jejich p��
iny� P�i nejasnostech se dot�	e u
itele�

�� U
itel odpov� dotazy a podle pot�eby m�	e �nej
ast
ji prost�ednictv�m
�sp
�n�ch 	�k�� na tabuli p�edv�st spr�vn� �e�en� zadan�ch �loh� P�i
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m�n
 �sp
�n� p�semce m�	e tak� v souvislosti s t�matikou p�semky
zadat vhodnou dom�c� �lohu�

�� ��k provede opravu sv�ch chyb v p�semce formou odpov�daj�c� druhu
p�semky a vypracuje i p��padn
 zadanou dom�c� �lohu�

�� U
itel opravu a �lohu prohl�dne a oviduje�

M��li tento dialog b�t efektivn�� je p�edev��m t�eba� aby se v jeho pr��
b
hu ob
 strany vyjad�ovaly srozumiteln
� ale o tom je�t
 d�le� Ne	 po�
jedn�me o �st�edn�m bodu � tohoto dialogu� projd
me stru
n
 prvn� dva
body�

P��prava a zad�n� p�semky
O p��prav
 p�semky viz 
l�nek ���� P��prava m� dv
 str�nky� v
cnou

a form�ln�� a dle ��� spo
�v� v tom�

�� Aby u�itel prozkou�el p�esn� to� co chce� Jestli	e chce nap�� p�edev��m
prov
�it� jak 	�ci dovedou pou	�vat vzorce pro v�po
et obsah� a ob�
jem�� nevol� p��klady se slo	it�mi �pravami zlomk�� Ale tak� m�	e�
pokud chce prov
�it sou
asn
 i pr�ci se zlomky�

�� Aby si u�itel vyhledal nebo vytvo�il dv� rovnocenn	� ale p�ece jen r
zn	
verze p��klad
� p��padn
 t�i� pokud tuto t�et� chce pou	�t spolu s jin�mi
p��klady p�i opakov�n� p�ed p�semkou nebo na dom�c� �lohu� Z�le	�
ov�em na stavu t��dy a na jej�m zam
�en�� jak mnoho se tyto verze
mohou od sebe li�it� aby byla samostatnost pr�ce zaji�t
na� V 	�dn�m
p��pad
 v�ak nesm� b�t v jedn� verzi Taxis a ve druh� zelen� louka� �Viz
seri�l t�iceti 
l�nk� o p�semkov�ch p��kladech publikovan�ch od ��� po
� ���

Texty p��klad� by tedy m
ly b�t formulov�ny naprosto srozumiteln

a p�itom tak� aby bylo zcela z�ejm� a jednozna
n�� co je �kolem 	�k�
a co m� b�t v�sledkem �e�en� p��kladu� proto	e sd
len� tohoto v�sledku je
hlavn�m �kolem uveden�ho �� kroku komunikace� �Podrobn
ji o textech
�loh viz ���� ���� �����

Je t�eba volit vhodnou sestavu p��klad� s ohledem na rozli
nou �rove!
znalost� a schopnost� jednotliv�ch 	�k�� nap�� u 
tvrtletn� p�semky jsou
zpravidla zad�v�ny � p��klady pokr�vaj�c� posledn� i star�� u
ivo a tak�
r
zn	 typy �loh � po
etn�� geometrick�� slovn� apod� � v z�vislosti na pro�
bran� l�tce� Je vhodn� volit st�edn� obt�	nost� tj� 	�dn� p��klad ani p��li�
lehk� ani p��li� n�ro
n�" p�itom by jeden z nich m
l b�t �v r�mci st�edn� ob�
t�	nosti� leh
� a jeden zase o n
co n�ro
n
j��� U p��klad� st�edn� obt�	nosti
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pak pr�vem o
ek�v�me� 	e v�born� 	�ci je vy�e�� vynikaj�c�m zp�sobem�
pr�m
rn� 	�ci je vy�e�� bez velk�ch obt�	� a slab� 	�ci s obt�	emi a s chy�
bami� ale na tom leh
�m by se m
li �chytnout�� Osv
d
uje se p�ipravit
i �dobrovoln�� p��klad pro 	�ky� kte�� budou s p�semkou d��ve hotovi�

Psan� p�semky
K tomu� abychom z p�semky dostali v
rohodn� informace� je t�eba zajis�

tit objektivn
 vhodn� podm�nky� Pro psan� p�semky je nutno zvolit vhod�
nou vyu
ovac� hodinu a vlastn� zad�n� prov�st racion�ln�m zp�sobem� ale
samoz�ejm
 tak� aby v�em 	�k�m� i t
m pomalej��m� bylo p�semn� zad�n�
k dispozici po celou dobu psan� p�semky�

Po zad�n� p�semky d� u
itel k p�semce p��padn� pokyny �nap�� 	e nen�
t�eba dodr	et po�ad� �e�en�ch p��klad�� 	e 	�ci nesm
j� pou	�vat koncepty
na n
jak� pomocn� v�po
ty� aby nezapomn
li vyzna
it v�sledek a t�	� aby
si po vy�e�en� p��kladu resp� naps�n� p�semky provedli jeho kontrolu� m�	e
i 	�ky povzbudit a dodat jim sebed�v
ru� apod�� a je tu chv�le na p��padn�
dotazy 	�k�� U
itel by tak� m
l p�edem sd
lit dobu trv�n� p�semky� pokud
nen� na celou hodinu� i kdy	 pak samoz�ejm
 m�	e prov�st korekci" kdy	
nap�� vid�� 	e na konci ur
en� doby je�t
 v�ichni pracuj�� 
as p�id�� jsou�li
naopak ji	 t�m
� v�ichni hotovi� m�	e 
as zkr�tit� Je v�ak t�eba na �pravu
doby konce p�semky upozornit 	�ky s p�edstihem p�ed d��ve ohl��en�m
koncem�

��ci by m
li pracovat v klidn�m prost�ed� s dostatkem sv
tla a 
er�
stv�ho vzduchu a na lavici by m
li m�t jen ty pom�cky� kter� jsou po�
t�ebn� k p�semce �mobily samoz�ejm
 vypnut� a mimo dosah�� P�i psan�
p�semky mus� b�t naprost� klid �jen pracovn� ruch�� kter� nesm� naru�ovat
ani u
itel nap�� hlu
n�m p�ech�zen�m po t��d
� ok�ikov�n�m nebo radami
jednotliv�m 	�k�m" m
l by st�t stranou a klidn
 pozorovat pracuj�c� 	�ky�
P��padn� pokusy o neopr�vn
n� z�sk�v�n� nebo p�ed�v�n� informac� �e�
�it klidn�m napomenut�m a v
c p��padn
 do�e�it a	 po p�semce nebo p�i
oprav
� viz ���� Mus�me zam
stnat i 	�ky� kte�� skon
ili s p�semkou d��ve�
aby neru�ili ostatn�� jak jsme se ji	 zm�nili� nap�� dobrovolnou �lohou�

Na konci hodiny s p�semkou je vhodn� sd
lit v�sledky �e�en�� p��padn

dal�� informace� Zad�vat pr�v� napsanou p�semku ihned jako dom�c� �kol
se nepova	uje za vhodn��

V z�jmu dobr� komunikace mezi u
itelem a 	�ky je t�eba po	adovat�
aby se 	�ci v p�semce vyjad�ovali 
iteln
 a srozumiteln
 tak� aby u
itel
mohl sledovat jejich my�lenkov� pochody a dovedl je ohodnotit� Mus� b�t
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srozumiteln� zejm�na to� co ��k pova�uje za v�sledek sv	ho �e�en� dan	ho
p��kladu� co	 d� najevo nap�� u po
etn�ch p��klad� t�m� 	e v�sledek dvakr�t
podtrhne� Tedy podtrhnut� v�sledku nen� po
in estetick�� ale komunika
n��
	�k t�m ��k�� toto je m
j v�sledek� Nen� mo	no pova	ovat za drobnou
form�ln� chybu postup� kdy 	�k uvede n
kolik meziv�sledk� a v�sledk�
a p�edkl�d� je s tich�m vyj�d�en�m� u�iteli� vyber si� Velmi 
asto se tak
d
je v p��padech� kdy 	�k �loze v podstat
 nerozum�� vykon� n
kolik for�
m�ln�ch v�po
t�� o nich	 v�� 	e takov� se d
l�vaj�� a s�m ani netu��� co
a pro� je v�sledkem �e�en��

Oprava p�semky jako zdroj informac�
Smyslem opravy p�semky jako sou��sti komunikace je sd
lit 	�kovi

� co provedl spr�vn
� co u n
ho u
itel oce!uje"
� co nezn�� co dob�e nepochopil� v 
em chybuje a jak z�va	n� to jsou
nedostatky�

Vyu
uj�c�mu poskytne oprava tyto informace�
� jak �sp��n� byla jeho v�uka v uplynul�m obdob�"
� co u� ��ci �jedinci i t��da� znaj� a na jak� �rovni� a co je�t
 ne� jak�ho
pokroku dos�hli jednotliv� 	�ci�

K tomu� aby oprava p�semky vytvo�ila uveden� informace� mus� b�t pro�
vedena poctiv
 a kvali#kovan
� U
itel p�i n� mus� v souladu s jevovou ana�
l�zou opravovan�ho p��kladu rozpoznat� vyhodnotit a 	�kovi srozumiteln

a racion�ln
 �jazykem oprav� sd
lit� kter� kroky v jeho �e�en� jsou spr�vn�
a tak�� kde projevil neznalost� ud
lal chybu� zm�lil se� nebo kde jsou v �e�
�en� jin� nedostatky� P�i oprav
 nemus� u
itel p�edlo	it 	�kovi v�echny
jeho chyby podrobn
 speci#kovan�� osv
d
uje se d
lba pr�ce" nap�� u
itel
napov�� kde je chyba� a 	�k mus� objevit� jak	 chyby se dopustil� Z toho
plyne postup u
itele p�i oprav
� Kdy	 u p��kladu vid� chybn� v�sledek�
jde krok za krokem na p�edchoz� �chybn�� meziv�sledky� a	 objev�� kde
je chyba �a jak��� Posledn� spr�vn� krok �odfajfkuje� a prvn� nespr�vn�
ozna
� pro 	�ka jako chybn�� Dobr� u
itel v�ak i po chybn�m 	�kov
 kroku
sleduje �m��li to v konkr�tn�m p��pad
 smysl�� jestli 	�k ovl�d� v principu
dal�� postup a ji	 	�dn� dal�� chyby se nedopustil� nebo je�li �e�en� p���
kladu zat�	eno v�ce chybami �kter� vyzna
��� a jak�mi� T�mto postupem
d�le zvy�uje informa
n� hodnotu opravy pro 	�ka i pro sebe�

Po skon
en� oprav si u
itel vyhodnot� z�skan� poznatky tak� o v�sledc�ch
sv� v�uky �co se mu nepoda�ilo� co mus� p���t
 ud
lat l�pe�� a uv
dom� si�
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zda 	�ci na z�klad
 sv�ch znalost� dovedou u	 samostatn� �e�it p�edlo	en�
�lohy� co je�t
 	�k�m d
l� pot�	e� co je nutno d�le opakovat a procvi
ovat
nebo dokonce probrat znovu� atd� Tak� si u jednotliv�ch 	�k� vyhodnot��
kde do�lo k pokroku� kde naopak� a jak nad�le motivovat jednotliv� 	�ky
pro matematiku� co �ekne 	�k�m p�i celkov�m hodnocen� p�semky� koho
pochv�l� a koho napomene�

Na tomto m�st
 je t�eba se zm�nit o jednom druhu de facto nekvali�
#kovan�ch u
itel� matematiky� o tzv� ��krta
�ch�� kte�� z jazyka oprav
znaj� jen �krtnut� v�sledku v 	�kovsk� p�semce� Informa
n� hodnota ta�
kov� �opravy� p�semky je pak nepatrn� �pro 	�ka i pro u
itele� a sp��e
zkresluj�c� a pro 	�ky demobilizuj�c�� Takovou �opravou� nen� toti	 v�bec
podchyceno �a pak ani klasi#kac��� zda 	�k t�ma dan�ho p��kladu v�bec
neovl�d�� nebo zda l�tku um� a jen se dopustil n
kde ke konci �e�en� n
�
jak� ban�ln� chybi
ky� �krtnout v�sledek samoz�ejm
 lze� ale jsme k tomu
opr�vn
ni� jen kdy	 jsme p�semku opravovali ��dn
� jak je uvedeno v��e�

Chyby v p�semk�ch
Lze je rozd
lit do n
kolika skupin �nikoli disjunktn�ch� podle jejich p��

vodu � a do zna
n� m�ry i podle z�va	nosti� Mno	ina mo	n�ch a vyskytuj��
c�ch se chyb je v�ak velmi bohat� a posouzen� z�va	nosti chyb 
asto z�vis�
na konkr�tn�ch okolnostech nebo zam
�en� p�semky� Nap�� chceme�li pro�
v
�it znalost ur
it�ho algoritmu �t�eba 
�ste
n�ho odmoc!ov�n��� budeme
pova	ovat chyby proveden� v tomto algoritmu za velmi z�va	n�� i kdy	
v jin�ch souvislostech m�	eme jejich z�va	nost posuzovat m�rn
ji�

a� 
e�en� �lohy nebo jej� podstatn	 ��sti zcela chyb� nebo je nahrazeno
nesouvisl�mi zmaten�mi z�pisy� Znamen� to� 	e 	�k nepochopil zad�n�
�lohy� a to v
t�inou pro absenci jeho znalost� zkou�en� l�tky 
i neznalost
algoritmu pot�ebn�ho k pokra
ov�n� v �e�en��

P��klady� neznalost �e�en� kvadratick� rovnice" neznalost �e�en� soustavy
nerovnic o jedn� nezn�m�" neznalost konstrukce te
ny z vn
j��ho bodu
kru	nice" neznalost �prav algebraick�ch a jin�ch v�raz�� apod� Ale pozor�
zcela chyb
j�c� �e�en� n
kter�ho p��kladu p�semky m�	e tak� znamenat� 	e
	�k je pomalej�� nebo se dlouho zdr	el u jin�ho p��kladu a dan� p��klad
prost
 �e�it nestihl�

b� Chyby v�cn	 � logick	 �s�mantick�� znehodnocuj� v
cnou a logickou
str�nku p�edlo	en�ho �e�en��
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P��klady�
�� Zanedbala se 
�st �e�en�� x�x� �� % �x� x� � % �" p�i �e�en� rovnice
s d�sledkov�mi �pravami se neprovedla zkou�ka� apod�
�� Nepochopen� s�mantick� str�nky symbol� a z toho plynouc� hrub� syn�

taktick� chyby�
�
�
&

�
�
%

�
 
"
sin �x
�x

%
sin �
�

" �� � �x % ��x" m�me�li jx� �j�
rozli�ujeme dva p��pady� a jx� �j � ' a jx� �j � '" apod�
�� Chybn� rozbor �lohy vedouc� k chybn�mu z�v
ru� Nap�� m� se zjistit�
kolika zp�soby p�i sout
	i osmi z�vodn�k� m�	e b�t rozd
lena zlat�� st���
brn� a bronzov� medaile� Odpov
(

�
�
�

�
ukazuje na chybn� rozbor� Podobn


chybn� rozbor konstruk
n� �lohy� kter� vede k chybn� konstrukci�
�� Pou	it� nespr�vn�ch analogi�� Nap�� m� se rozhodnout� zda bod M ��� ��
le	� na �se
ce AB� p��padn
 na p��mce AB� A���"���� B��" ��� Najde se pa�
rametrick� vyj�d�en� �se
ky AB�X % A&tu� t � h'� �i" u % B�A % ��" ���
zjednodu��me vyj�d�en� t�m� 	e vektor u nahrad�me vektorem v % ��� ���
tak	e parametrick� vyj�d�en� �se
ky AB v sou�adnic�ch je

x % � & �t�

y % � & t� t � h'" �i�
a nikoli t � h'" �i� jak nap��e a pou	ije 	�k v p�semce� Dosad� sou�adnice
bodu M � � % �� & �t� t % �� � % �� & t � t % � � t �� h'� �i � z�v
r�
M le	� na p��mce AB� ale nikoli na �se
ce AB� �Z chybn�ho vyj�d�en�
�se
ky plyne uveden� chybn� z�v
r��
�� Neschopnost sestavit spr�vnou rovnici k dan� slovn� �loze�

c� Chyby v�cn	 � po�etn� a gra�ck	� Zpravidla jde o 
�ste
n
 chybnou
nebo ne�plnou znalost pou
ek� vzorc� a algoritm� nebo o jejich chybn�
pou	it� �pokud nejde o p��pady a nebo b��
P��klady� chybn� �prava a v�po
et slo	en�ho zlomku" chybn� rozklad mno�
ho
lenu a� & b�" pou	it� chybn�ho vzorce pro cos�� � ��" p�i konstrukci
kru	nice troj�heln�ku vepsan� nebyly zji�t
ny body dotyku" chybn
 se�
strojen� �hel ���" v n�
rtku kv�dru je �patn
 vyzna
ena viditelnost hran"
chybn� vyn�soben� polynom�" chybn
 vypo
ten� diskriminant kvadratick�
rovnice� apod�

d� Chyby form�ln�� Tyto chyby se mohou n
kdy p�i v�po
tech 
i kon�
strukc�ch zm
nit na chyby v
cn�� proto je jim tak� t�eba v
novat pozornost�
P��klady� chyb
j�c� z�vorky� pokud 	�k zap��e v�raz ��x � �� � � jako
��x � � � �� pak ho v dal��m v�po
tu m�	e zam
nit za ��x � ��" kr�tk�
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symbol odmocniny� je�li
p
x� � �x& � zaps�no jako

p
x� � �x & �" po�

dobn
 p��li� kr�tk� zlomkov� 
�ra" chyb
j� pokra
ovac� znam�nka operac�
nebo relac� p�i p�echodu v�po
tu na nov� ��dek" rovn�tko nen� na �rovni

�hlavn�� zlomkov� 
�ry�
x %�

�
� x %

�
�

�
� apod� Pat�� sem t�	 tak�ka ne
iteln�

defektn� z�pisy�

e� Chyby gramatick	� Pat�� mezi chyby� kter� by u
itel matematiky m
l
v p�semce opravit� i kdy	 do hodnocen� je zpravidla nezahrnuje� V�jimkou
jsou jen p��pady� kdy jde o chyby v matematick�ch term�nech� tehdy jde
o form�ln� chyby i z hlediska v�uky matematiky�
P��klady� logarytmus" kruhov� v�se
" ��d�c� p��mka" rovnostran� troj�hel�
n�k" dv
mi body" cosinova v
ta� ob
m kv�dru�

f� Zm�len��

��ci se p�i p�semk�ch dosti pletou� a) u	 z rozru�en�� roztr	itosti nebo
zbrklosti� ale sv� pochyben� zpravidla zleh
uj� �j� to um�m� jen jsem se
spletl�� Jsou r�di� kdy	 i u
itel jejich spleten� bere shov�vav
 a p��li� ho
nezapo
�t�v� do klasi#kace� Jist� shov�vavost tu skute
n
 je na m�st
"
jestli	e se studentu gymn�zia stane� 	e ve slo	it�m v�po
tu provede n�so�
ben� � � � % ��� jist
 nen� pochyb� 	e n�sobilku �esti um� �i kdy	 neznalost
mal� n�sobilky se bohu	el postupn
 p�en��� do st�le vy���ch ro
n�k��� Nebo
pokud 	�k n
jakou �pravu ud
l� t�ikr�t dob�e a tut�	 �pravu pak jednou
�patn
� lze to odpustit� Ov�em n
kdy 	�ci i svou neznalost omlouvaj� t�m�
	e se jen spletli� nap�� odstra!uj� z�vorku� ���a � �b� % ��a � �b a po
oprav
 to komentuj� �spletl jsem se jen v blb�m znam�nku�� zat�mco u
itel
v tom m�	e a asi i mus� vid
t z�kladn� neznalost� zvl��t
 kdyby zde �lo
o p�semku na �pravy algebraick�ch v�raz� a tento v�po
et nebyl podep�en
jin�mi v�po
ty spr�vn�mi" z�le	� tedy na okolnostech�

P�ipome!me zde je�t
 zvl��tn� p��pad zm�len�� kter� u
iteli p�id� p�i
oprav
 dost pr�ce� kdy se 	�k zm�l� ji	 v zad�n� p��kladu� Pokud se t�m
�e�en� nezjednodu�ilo� oprav� u
itel 	�kovo �e�en�� jakoby jeho zad�n� bylo
spr�vn�� ale chybu v zad�n� kvali#kuje jako form�ln� chybu� Pokud 	�kem
pozm
n
n� p��klad ztratil svou hodnotu� pak i dob�e vy�e�en� p��klad
uzn� jen jako 
�st p��kladu nebo v�bec ne� *ten�� nech) uv�	�� u kte�
r�ch p�semek lze po	adovat a hodnotit i ur
itou gra#ckou �rove! z�pis�
a konstrukc��

N
kter� chyby se jev� jako chyby zdrav	ho rozumu� nap�� 	�k m� vy�
po
�tat �� + ze ��� vyjde mu �' a 	�k toto 
�slo zap��e a podtrhne jako
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spr�vn� v�sledek �dopustil se �jenom� ��dov� chyby� � zat�mco mu zdrav�

rozum m
l napov
d
t� 	e mus� vyj�t 
�slo men�� ne	 ��� zhruba
�
�
ze ��� To

ov�em m�	e 	�kovi vytknout jenom ten u
itel matematiky� kter� se 	�ky
odhady v�sledk� tr�noval �co	 se v�ak 
asto velmi zanedb�v� ke �kod

v�uky matematiky��

Vyhodnocen� p�semky
Vyhodnocen� opraven�ch p�semek zpravidla vy�st� ve zn�mku� kter� je

tak� sou
�st� v�stupn� informace� I pro p�semky plat�� 	e �zn�mkov�n��
je jedna z nejobt�	n
j��ch 
innost� u
itele� Jak postihnout 
�slem �nebo
n
kolika slovy� ty p�epestr� poznatky o 	�kovi� z�skan� opravou p�semky
v kontextu s jeho osobnost�� Co nap�� s pomalej��m 	�kem� kter�mu to
matematicky mysl�� ale kter� nest�h� vypracovat celou p�semku� M
jme
v�ak na pam
ti� 	e zn�mky z p�semek nejsou jedin�m zdrojem klasi#kace
	�ka� je tu je�t
 �stn� zkou�en� a v�sledky soustavn�ho pozorov�n� �reakc�
na u
ivo� snahy a aktivity 	�ka� atd���

Zp�sob hodnocen� p�semek �tzv� �m
��tko�� si u
itel zpravidla stanov�
ji	 p�i v�b
ru p��klad� na p�semku� U ka	d�ho p��kladu si provede jevovou
anal�zu a rozhodne se� jak bude oce!ovat spr�vn� zvl�dnut� jednotliv�ch
krok� �jev��� nap�� kolik �bod�� p�id
l� za jednotliv� kroky� Seznam krok�
s jejich ocen
n�m pom�h� pak u
iteli dr	et st�lou �rove! hodnocen� v pr��
b
hu cel� opravy a je podkladem pro bodov� hodnocen� 	�kovsk�ch �e�en�
cel�ho p��kladu �viz op
t ����� Zku�en� u
itel v
t�inou dovede sv� zvolen�
m
��tko podr	et v pam
ti a p�i klasi#kaci podle n
j postupovat�

Oprava v�ech p�semek v�ak chv�li trv� a tak tu vyvst�v� ne zcela snadn�
probl�m i pro zku�en�ho u
itele � zachov�n� stejn	ho m���tka v pr
b�hu
opravy v�ech p�semek �t�k� se hlavn
 slo�it�j��ch p�semek� proto	e se v pr��
b
hu opravy m�	e pod vlivem subjektivn�ch faktor� nastaven� m
��tko
deformovat� Proto je vhodn� opravit v�echny p�semky �na jeden z�tah�
�pro u
itele b�v� jednodu��� opravit nejprve nap�� skupinu A a pak B��
Pro kontrolu sv�ho p�edem nastaven�ho m
��tka zku�en� u
itel� zpravidla
nahl�dnou p�ed opravou do n
kolika p�semek �lep��ch� st�edn�ch i hor��ch��
aby z�skali p�edstavu o celkov� �rovni o fungov�n� jejich m
��tka i o jeho
p��padn� drobn� korekci� V pr�b
hu opravy se pak m
��tko stabilizuje�
av�ak mohou se vyskytnout situace� kdy u
itel p�semku rad
ji neohodnot�
de#nitivn
� ale vr�t� se k jej�mu hodnocen� znovu a	 po oprav
 dal��ch
p�semek a jejich vz�jemn�m srovn�v�n��
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Existuj� dva p��stupy ke klasi#kaci p�semek�
� evidovat a hodnotit 	�kovy znalosti�
� evidovat a hodnotit 	�kovy neznalosti�

V prvn�m p��pad
 tedy u
itel p�i oprav
 postupn
 	�kovi p�id�v� body
za �sp
�n
 zvl�dnut� kroky �podle sv� d��ve proveden� jevov� anal�zy�
a nakonec z�skan� body p�evede na zn�mku�

V ��� je toto pojet� p�edvedeno i v praxi� Lze je v�ak v b
	n�ch pod�
m�nk�ch m�rn
 zefektivnit� nebo) mnoz� zku�en� u
itel� do�li k tomu� 	e
p�semky opravuj� d�kladn
� jak je uvedeno zde� ale p�semku v	dy boduj�
osmi body� Pak ov�em v p�semce se 
ty�mi p��klady je jeden p��klad za �
body� tedy p�l p��kladu je za � bod �v tomto p��pad
 v�ak nast�v� jist�
ztr�ta informa
n� hodnoty�� Po proveden� oprav
 ihned spo
�taj�� kolik
bod� 	�k z�skal� a zap��� zn�mku z� % �� b'�� � bc �bxc zna
� doln� celou

�st 
�sla x�" v p��pad
� 	e pro sebe pou	�vaj� u zn�mek i znam�nka �mi�
nus�� zap��� si zn�mku z� % ��'�� �b �tj� nap�� ��� jako ���� �V�imn
me si
v�ak� 	e ono 
asto zatracovan� pou	�v�n� �m�nusek� je ekvivalentn� s bo�
dov�n�m p�semky osmi body� proti 
emu	 u	 n�mitky neb�vaj�,�

Pokud jde o druh� p��stup� je v ��� uvedena pom�cka ke klasi#kaci"
citujme�

-P�i klasi#kaci jedn� �lohy nebo skupiny obdobn�ch �loh hodnot�me
zn�mkou
� �pln� vy�e�en� bez chyb nebo s � � � nepodstatn�mi chybami� je�li po�

stup �e�en� origin�ln�� sv
d
�c� o samostatnosti my�len�"
� �e�en� se � � � nepodstatn�mi chybami"
� �e�en� s hrubou chybou nebo s v�ce mal�mi chybami"
� �e�en� se dv
ma hrub�mi chybami nebo s jednou hrubou a s v�ce mal�mi

chybami"
� �e�en� s v�ce ne	 dv
ma hrub�mi chybami�

P�i klasi#kaci skupiny �loh r�zn� obt�	nosti si v��m�me p�edev��m �loh�
kter� se �e�ily postupy analogick�mi ke vzorov
 �e�en�m �loh�m ve �kole�
Vy�e���li 	�k takov� �lohy a jen s mal�mi chybami� hodnot�me pr�ci zn�m�
kou �" vy�e���li 	�k takov� �lohy s hrubou chybou� hodnot�me pr�ci zn�m�
kou �" �e�il�li 	�k �lohy s v�ce hrub�mi chybami� je pr�ce nedostate
n��
Vy�e�il�li 	�k i �lohy obt�	n
j�� a jen s mal�mi chybami� hodnot�me pr�ci
zn�mkou �" je�li �e�en� bez chyb� je pr�ce v�born��-

Tento postup je v principu bl�zk� hodnocen� dikt�tu nebo slohov� pr�ce
v 
esk�m jazyce� V�sledkem je zpravidla klasi#kace� proti n�	 nelze m�t
podstatn� n�mitky� V tomto 
l�nku �samoz�ejm
 i ve skriptech ���� d�v�m
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v�ak p�ednost prvn�mu p��stupu� proto	e princip hodnotit� co ��k um� se
mi jev� jako spravedliv
j�� a v�ce motivuj�c�� kter� tak� z�eteln
ji 	�ka
upozor!uje� co se m� je�t
 dou
it�

Velmi 
asto v�ak oba zp�soby klasi#kace vedou ke stejn� zn�mce� Sa�
moz�ejm
 m�	e u
itel volit i jin� bodov�n�� Obvykle je vhodn�� kdy	 jsou
u �koln�ch p�semek v�echny zadan� p��klady v�	eny p�ibli	n
 stejn�m po�

tem bod�� P�i nerovnom
rn�ch vah�ch jednotliv�ch p��klad� v p�semce
maj� 	�ci pr�vo tyto v�hy p�edem zn�t� jinak m�	e doj�t k nep��jemn�mu
dopadu na neinformovan� 	�ky� To se povedlo p�ed mnoha lety i minis�
terstvu �kolstv�� kter� tehdy zad�valo p��klady k p�ij�mac�m zkou�k�m na
st�edn� �koly" a jist� p��klad byl tak bohat
 dotov�n body �ani	 to ucha�
ze
i tu�ili�� 	e kdo m
l v�echno spr�vn
� jen ten jeden p��klad ne� u	 m
l
v�slednou zn�mku ��

Z�v�re�n� pozn�mka o testech
V posledn� dob
 se k r�zn�mu p�ezku�ov�n� nebo i jako p�semn� 
�st

maturity pou	�vaj� testy� Jejich v�hoda spo
�v� v tom� 	e se velmi poho�
dln
 vyhodnocuj� a 	e test z matematiky m�	e spr�vn
 vyhodnotit t�m
�
kdokoli� Testy ov�em nejsou �bohat�m zdrojem informac��� to nen� je�
jich �kol� proto	e prakticky jedin�m v�stupem testu je po
et bod�� resp�
zn�mka �platn� s jistou pravd
podobnost��� To v�ak m�	e b�t pro dan�
�
el� kdy jde pouze o body nebo zn�mku� informace v podstat
 dosta
uj�c��
V procesu v�uky m� v�ak test malou vypov�dac� hodnotu� pokud ov�em
nejde jen o �tr�nink�� tedy o p��pravu student� na tento typ zkou�en� p�i
maturitn� p�semce�

L i t e r a t u r a

��� Hejn�� M� a kol�� Te	ria vyu
ovania matematiky �� Slovensk� pedagogick� naklada

tel�stvo� Bratislava �����

��� Mikul��k� J�� Didaktika matematiky� SPN Praha� �����
��� Tr�vn��ek� S�� Oprava p�semek z matematiky� UP Olomouc� �����
��� Tr�vn��ek� S�� P��prava u
itele k zad�v�n� p�semek� MFI� �� ���������� 
� �� str�

��������
��� Tr�vn��ek� S�� Matematick� �lohy jako sou
�st liter�rn�ch text�� MFI� � ����������


� � a 
� ��� s� ������� a s� ��������
��� Tr�vn��ek� S�� P�stov�n� samostatnosti v matematice� MFI� �� ���������� 
� �� str�

��������
��� Tr�vn��ek� S�� P�semkov� p��klady na S� �� MFI � ���������� 
� �� str� ������

��� Tr�vn��ek� S�� P�semkov� p��klady na S� ��� MFI� �� ���������� 
� �� str� ��������
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Jak u�it vlastnostem obvodov�ch

�hl��

PAVEL LEISCHNER

Pedagogick� fakulta JU� �esk� Bud�jovice

V
ta o obvodov�ch �hlech je u n�s tradi
n
 odvozov�na podle Euklei�
dov�ch Z�klad�� Nab�z� se ot�zka� zda lze pova	ovat tento v�ce ne	 dva
tis�ce let star� postup st�le za nejvhodn
j��� Krom
 n�m
tu� jak d�kaz
podat 	�k�m n�zorn
ji pomoc� dynamick� geometrie� p�edlo	�me 
ten��i
dva alternativn� zp�soby v�uky� Upozorn�me t�	 na pom�cky vytvo�en�
v Cabri geometrii pro podporu v�ech t�� postup��

Ve v�ech situac�ch budeme uva	ovat kru	nici k�O" r� s t
tivou AB� kter�
ji rozd
luje na dva oblouky� .hel AV B naz�v�me obvodov� �hel� pr�v

kdy	 V � k a V �� fA� Bg� /�k�me� 	e obvodov� �hel AV B �resp� st�edov�
�hel AOB� je p��slu�n� tomu z oblouk� AB� kter� je v n
m obsa	en� Veli�
kost st�edov�ho �hlu� kter� p��slu�� oblouku AB budeme stru
n
 naz�vat
�hlov� velikost oblouku AB�

V�ta � �o obvodov�ch �hlech�
V�echny obvodov� �hly p��slu�n� dan�mu oblouku kru	nice maj� veli�

kost rovnu polovin
 �hlov� velikosti oblouku�

P�i ozna
en� podle obr� � m�	eme v
tu � vyj�d�it vztahem

� % ��� ���

�� Klasick� odvozen�
Polo	me � % j�� AV Bj a � % j�� AOBj pro �hly p��slu�n� t�mu	 ob�

louku AB� V
tu je snadn� ov
�it pro ' � � � ���� pokud st�ed kru	nice
le	� na �se
ce V A� obr� �a�� Z rovnoramenn�ho troj�heln�ku V OB toti	
plyne j�� OBV j % j�� OV Bj % � a podle v
ty o vn
j��m �hlu pro troj�hel�
n�k V OB dostaneme � % j�� AOBj % j�� OV Bj & j�� OBV j % ��� Odtud
plyne ��� a tedy i v
ta �� kter� z�ejm
 plat� i tehdy� kdy	 O � V B�
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����
����
Obr� � Klasick� odvozen� v�ty o obvodov ch �hlech

Situaci� kdy st�ed O le	� uvnit� obvodov�ho �hlu AV B� p�evedeme se�
strojen�m pr�m
ru CV na sjednocen� dvou seskupen� p�edchoz�ho typu�
jak je vid
t na obr� �b�� Snadno ov
��me� 	e

j�� AV Bj % j�� AV Cj& j�� CV Bj % 	& 
 %

%
�
�
j�� AOCj & �

�
j�� COBj % �

�
j�� AOBj�

Jestli	e bod O le	� vn
 �hlu AV B� dokazujeme v
tu analogicky� M
li
bychom se 	�ky ov
�it v
tu i pro � � ��� a � % ���� t�eba	e v t
chto
p��padech 	�dn� nov� situace nenastanou�

P�i tradi
n�m zp�sobu v�uky �u
itel kresl� nebo r�suje na tabuli a 	�ci
do se�itu� je cel� odvozen� s vy�et�en�m v�ech situac� 
asov
 n�ro
n�� *as
u�et��me� kdy	 v hodin
 probereme kompletn� d�kaz jen pro ostr� �hel�
a zbytek 	�k�m zad�me jako dom�c� �kol� Vypracov�n�m �kolu si studenti
d�kaz zopakuj� a l�pe mu porozum��

Druhou nep��jemnost� je rozbor situace� kdy O le	� vn
 �hlu AV B�
Obr�zek je nep�ehledn� a 	�ci se v n
m t
	ko orientuj��

���
���
Obr� � Soubor �� Euklid�!g po otev�en�
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Ke zkvalitn
n� v�uky lze na webu nal�zt r�zn� dynamick� pom�cky�
Jedna z nich navazuje na tento 
l�nek� Obsahuje soubory v Cabri II&
a metodick� n�vod� M�	ete si ji zdarma st�hnout z adresy ���� K podpo�e
v��e uveden�ho odvozen� v n� naleznete soubor '� Euklid�#g� Situaci po
otev�en� souboru vid�me na obr� �� Klepnut�m na tla
�tka ozna
en� p�s�
meny � a � zobrazujeme nebo skr�v�me aktu�ln� velikosti obvodov�ho
a st�edov�ho �hlu� P�emis)ov�n�m bod� A� B po kru	nici m�	eme m
nit
polohu a velikost oblouku AB� Pohybem bodu V po oblouku a sou
asn�m
sledov�n�m hodnot � a � lze doj�t k hypot�ze� 	e plat� ���� Tla
�tkem T

zobraz�me aktu�ln� hodnotu �� a tla
�tkem OV zobraz�me p��mku OV �
kter� vyt�n� na kru	nici t
tivu �pr�m
r� OC� Pohybem koncov�ch bod�
vektorov�ch ovlada
� ve sm
ru nazna
en�m �ipkami vektor� p�em�st�me
pod p�vodn� obr�zek kopie jeho dvou 
�st� �obr� ��� Ka	d� z nich p�edsta�
vuje situaci z obr� �� Symboly� kter� vid�me v lev� 
�sti obr�zku� zobrazuje
tla
�tko S� ��k nebo u
itel je m�	e pomoc� my�i p�emis)ovat� doplnit jimi
chyb
j�c� popis obr�zk� v doln� 
�sti monitoru a odvodit vztah ��� pro
danou situaci� M�	eme se i p�esv
d
it� 	e doln� dva obr�zky jsou v
rn�m
rozkreslen�m horn�ho obr�zku� Kdy	 posuneme koncov� body vektorov�ch
ovlada
� co nejv�ce doprava� p�em�st�me doln� kru	nice na sebe� .chopem
za jejich spole
n� st�ed m�	eme takto vznikl� obr�zek p�em�stit a p�e�
sv
d
it se� 	e se kryje s horn�m�

�����
����	

��
������

Obr� � Soubor �� Euklid�!g v pr�b�hu pr�ce�
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�� Odvozen� s vyu	it�m t�tivov�ho �ty�
heln�ku

Na obr� �a� je zn�zorn
n t
tivov� 
ty��heln�k ABCD� kter� obsahuje
st�ed O opsan� kru	nice� .se
ky AO� BO� CO a DO jej rozd
luj� na 
ty�i
rovnoramenn� troj�heln�ky s vyzna
en�mi velikostmi shodn�ch �hl� p�i
z�kladn�ch� Velikosti vnit�n�ch �hl� 
ty��heln�ku nech) jsou j�� DABj % ��
j�� ABCj % �� j�� BCDj % � a j�� CDAj % 
� Plat� � % 	�&	�� � % 	�&	��
� % 	� & 	�� 
 % 	� & 	�� Odtud zjist�me

�& � % �	� & 	�� & �	� & 	�� % �	� & 	�� & �	� & 	�� % � & 
 % �� ���

nebo) sou
et velikost� vnit�n�ch �hl� konvexn�ho 
ty��heln�ku je ���

����
����
Obr� � Ke v�t� o �hlech t�tivov�ho 
ty��heln�ku

Vztah ��� plat�� i kdy	 st�ed kru	nice opsan� le	� vn
 
ty��heln�ku� P�i
ozna
en� podle obr� �b� toti	 dost�v�me

�& � % �	� � 	�� & �	� & 	�� % �	� & 	�� & �	� � 	�� % � & 
�

T�mto jsme odvodili zn�mou v
tu o t
tivov�m 
ty��heln�ku� kter� se
obvykle uv�d� jako d�sledek v
ty ��

V�ta ��
Sou
et velikost� protilehl�ch �hl� konvexn�ho 
ty��heln�ku je ��

Pomoc� tohoto tvrzen� nyn� odvod�me v
tu �� Na obr� � rozd
luje t
tiva
AB kru	nici k na dva oblouky� Kdy	 zvol�me uvnit� jednoho z nich bod
U a uvnit� druh�ho bod V � obdr	�me t
tivov� 
ty��heln�k AUBV � Podle
v
ty � maj� v�echny obvodov� �hly AV�B� AV�B� � � � � jejich	 vrcholy le	�
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uvnit� t�ho	 oblouku jako bod V � velikost � % ��j�� AUBj� obr� �a�� Ana�
logicky zjist�me� 	e i v�echny obvodov� �hly AU�B� AU�B� � � � � jejich	 vr�
choly le	� uvnit� t�ho	 oblouku jako bod U � maj� velikost 	 % ��j�� AV Bj�
obr� �b��

����
�����	
�

Obr� � Vyu"it� vlastnost� t�tivov�ho 
ty��heln�ku

Odtud plyne� 	e jsou obvodov� �hly p��slu�n� t�mu	 oblouku shodn��
Nyn� ji	 sta
� p�em�stit na oblouc�ch body U a V tak� abychom mohli
snadno vyj�d�it velikosti st�edov�ch �hl� AOB pomoc� � a 	� To mo�
hou 	�ci prov�st sami� Jednu z mo	nost� p�edstavuje ji	 zn�m� situace
z obr� �a�� jinou vhodnou mo	nost� je um�stit U a V do st�ed� oblouk�
AB�

Dynamick� soubory k podpo�e tohoto �i dal��ho� odvozen� nalezneme
op
t na adrese ����

�� Vyu	it� osov�ch soum�rnost�

P�i odvozen� budeme uva	ovat situaci na obr� � a kru	nicov� oblouky
v polorovin
 ABV � Osa OC t
tivy AV d
l� oblouk AV na dva shodn�
oblouky AC a CV � Analogicky osa OD t
tivy BV d
l� oblouk BV na dva
shodn� oblouky BD DV �

Odtud plyne� 	e d�lka oblouku CD je polovinou d�lky oblouku AB�
Nez�vis� na poloze bodu V uvnit� oblouku AB� Nav�c p��mky OC a OD
sv�raj� �hly stejn� velikosti jako r�znob
	ky AV a BV � OC � AV a OD �
� BV � P�i ozna
en� podle obr�zku plat�


 % j�� BVM j % j�� CODj % �
�
��� � ��
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Obr� � Odvozen� pomoc� osov ch soum�rnost�

a odtud
�
�
� % � � 
 % ��

Uveden� postup �zce souvis� se skl�d�n�m dvou osov�ch soum
rnost��
V Kratzov
 gymnazi�ln� u
ebnici ��� se 	�ci seznamuj� nejprve s orien�
tovan�mi �hly a skl�d�n�m osov�ch soum
rnost�� Vlastnost obvodov�ch
�hl� je pak pod�na jako d�sledek v
ty� 	e slo	en�m dvou osov�ch symetri�
s r�znob
	n�mi osami vznik� rotace� Podobn� odvozen� nalezneme Ku�i�
nov
 publikaci ��� �str�  �� ��� Zde jsme se z�m
rn
 takov�mu odvozen�
vyhnuli� proto	e v na�ich �kol�ch se orientovan� �hel prob�r� pozd
ji a na
skl�d�n� zobrazen� v
t�inou ji	 nezb�v� p��li� 
asu�


� Z�v�r

Posledn� dva postupy odvozen� v
ty o obvodov�ch �hlech pova	uji za
vhodn
j��� ne	 klasick� Eukleid�v d�kaz� Prvn� z nich� p�evzat� s �pravou
z bavorsk� u
ebnice ���� poskytuje v�ce prostoru aktivit
 a samostatn� pr�ci
	�k�� Nav�c seznamuje s u	ite
nou metodou #xace jedn� prom
nn�� Druh�
je 
asov
 �sporn�� proto	e se obejde bez vy�et�ov�n� speci�ln�ch situac��
Upozor!uje na n
j ji	 W� Lietzmann� ����

V posledn� dob
 za�azuj� n
kter� zem
 do st�edo�kolsk�ho u
iva v
tu
o �hlu t
tiv� kter� je obecn
j�� a p�edstavuje efektivn
j�� n�stroj pro �e�
�en� �loh o �hlech v kru	nici� Podrobn
ji se s n� sezn�m�me v n
kter�m
navazuj�c�cm p��sp
vku�
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��� Kratz� J�� Geometrie I� Bayerischer Schulbuch � Verlag� M#nchen �����
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��� Leischner� P�� $hly v kru"nici� �Soubor pom�cek pro v uku��
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O jednom vyu�it� stochastick�ho grafu

PAVEL TLUST
 � HELENA BINTEROV�

Pedagogick� fakulta JU� �esk� Bud�jovice

Neb�v� obvykl�� aby se v �loh�ch matematick� olympi�dy vyskytovaly
p��klady zahrnuj�c� tematiku teorie pravd
podobnosti� V�jimkou byl ���
ro
n�k� kdy byla v dom�c�m kole kategorie A p�edlo	ena student�m jako
�est� v po�ad� n�sleduj�c� �loha�

Hr��i A a B hraj� na desce slo�en	 ze �esti pol� o��slovan�ch �� �� � � � � �
n�sleduj�c� hru� Na za��tku je um�st�na na pole s ��slem � �gurka a pak se
h�z� b��nou hrac� kostkou� Padne�li ��slo d�liteln	 t�emi� posune se �gurka
na pole s ��slem o � men��m� jinak na pole s ��slem o � v�t��m� Hra kon��
v�t�zstv�m hr��e A resp� B� dostane�li se �gurka na pole s ��slem � resp�
�� S jakou pravd�podobnost� zv�t�z� hr�� A�

Graf na obr� � p�edstavuje hrac� pl�tno ke h�e popsan� v �loze ��

�����
Obr� �
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Obr� �

Na o#ci�ln�ch webovsk�ch str�nk�ch .st�edn� komise MO ����� nalez�
neme podrobn� �e�en� t�to �lohy� ze kter�ho se dozv�me� 	e uveden� hra
je nespravedliv�� nebo) pravd
podobnost� 	e zv�t
z� hr�
 A je rovna ��

�� �
zat�mco pravd
podobnost v�t
zstv� hr�
e B v t�to h�e je ��

�� � pravd
po�
dobnost rem�zy je tedy nulov�� Z �e�en� je z�ejm�� 	e se #gurka d��ve nebo
pozd
ji dostane bu( do bodu �� � nebo do bodu �� �

Pro praktickou realizaci takov� hry� tj� pokud bychom ji cht
li opravdu
hr�t je podstatn� tak� skute
nost� zda�li se v n
jak�m re�ln�m 
ase do�

k�me konce hry� Tedy zaj�m� n�s� jak dlouho budeme 0v pr�m
ru0 
ekat
ne	 n
kter� z hr�
� vyhraje� tj� kolikr�t mus�me h�zet� ne	 #gurka p�ejde
bu( do bodu �� nebo do bodu �� � K nalezen� odpov
di na tuto ot�zku
vyu	ijeme n
kter�ch vlastnost� stochastick�ch graf� �viz ���� �����

Stochastick�m grafem rozum�me orientovan� graf� kde je ka	d� hran

p�i�azeno kladn� re�ln� 
�slo a sou
et 
�sel p�i�azen�ch hran�m se spole
�
n�m po
�te
n�m uzlem je roven �� Uzly typu �� nebo �� ozna
ujeme jako
koncov� uzly� K ozna
�me mno	inu v�ech koncov�ch uzl�� Ozna
me Bi
n�hodnou veli
inu� kter� ozna
uje po
et krok�� kter� mus�me ud
lat� ne	
se z uzlu i dostaneme do n
kter�ho z uzl� mno	iny K� Na��m �kolem je
ur
it st�edn� hodnotu EBi % bi� Je z�ejm�� 	e bi % '� pokud i � K� P�itom

EBi %
X

�d�lka trasy�� �pravd
podobnost t�to trasy��

kde s
�t�me p�es v�echny trasy vych�zej�c� z uzlu i a kon
�c� v n
kter�m
z uzl� mno	iny K� Zab�vejme se nyn� jednou konkr�tn� takovou trasou
viz obr� �� kde pij je pravd
podobnost p�echodu z bodu i do bodu j�
Z vlastnosti stochastick�ho grafu nav�c plyne� 	e

P
n pin % �� Na trasu

p�es bod j se dostaneme s pravd
podobnost� pij a z bodu i jsme ud
lali
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do bodu j pr�v
 jeden krok� O
ek�van� d�lka trasy z bodu j do n
kter�ho
z uzl� mno	iny K je bj � Dostaneme tak

pij � �� & bj��

Stejnou �vahu m�	eme ud
lat pro v�echny sousedn� vrcholy vrcholu i
a po se
ten� �p�es v�echny sousedn� vrcholy vrcholu i� dostaneme

bi %
X

n

�
pin � �� & bn�

�
%
X

n

pin &
X

n

pinbn % � &
X

n

pinbn�

Aplikujeme�li uveden� vztah na na�i �lohu� dostaneme n�sleduj�c� sou�
stavu rovnic�

b� % � &
�
�
b��

b� % � &
�
�
b� &

�
�
b��

b� % � &
�
�
b� &

�
�
b��

b� % � &
�
�
b��

Jin�m vy�e�en�m dostaneme b� % ���
�� � b� %

���
�� � b� %

���
�� � b� %

��
�� �

Vid�me tedy� 	e se jedn� o re�lnou hru� nebo) v pr�m
ru po ���
��

�
%

� hodech hra skon
��

L i t e r a t u r a

��� Tlust�� P� � Krech� I�� Stochastick� grafy jako n�stroj �e%en� �loh� MFI� Vol� ���
���������� No� �� str� ��������

��� P�locki� A� � Tlust�� P�� Pravd�podobnost a statistika pro za
�te
n�ky a m�rn� po

kro
il�� Prometheus� Praha� �����

��� http���www�math�muni�cz�& rvmo�
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Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me �e�en� �loh ��� a �� � jejich	 zad�n� byla zve�ejn
na v sedm�m

�sle lo!sk�ho ��'�� ro
n�ku na�eho 
asopisu�

�loha ���
Nech) pro body D� E strany BC troj�heln�ku ABC plat�

j�� BADj % j�� DAEj % j�� EACj % �
� j�� BACj�

Doka	te nerovnost jBDj& jECj � �
� jBCj�

Jozef M	sz�ros


e�en��
Zvolme n�sleduj�c� ozna
en� �viz obr��� j�� BACj % �
� jBDj % x�

jECj % y� jDEj % z a ozna
me v velikost v��ky troj�heln�ku ABC na stra�
nu BC� Podle tohoto ozna
en� plat� j�� BADj % j�� DAEj % j�� EACj %
% 
� jBCj % x & z & y a dle zad�n� m�me dok�zat nerovnost x & y �
� �

� �x & z & y�� kter� je ekvivalentn� s nerovnost�
�
� �x& y� � z� ���

Z konk�vnosti funkce sinus na intervalu �'"�� plyne pro 
 �'� � 
 �
� �'�� nerovnost � sin 
 � sin �
� odtud

sin 

sin �


�
�
�
� ���

�Tato nerovnost je tak� d�sledkem vzorce sin �
 % � sin 
 � � sin� 
 �
� � sin 
��

���
���
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Ze zn�m�ho vzorce pro obsah troj�heln�ku plyne

PABD � PAEC % �
� � jABj � jADj � sin 
 � �� � jAEj � jACj � sin 
 %

% �
� � jABj � jACj �sin �
 � �� � jADj � jAEj �sin 
 �

sin 

sin �


% PABC �PADE � sin 
sin �

�

kde PXY Z zna
� obsah troj�heln�ku XY Z� U	it�m nerovnosti ��� obdr	�me
odhad

PABD � PAEC � �
� � PABC � PADE

Podle jin�ho vzorce pro obsah troj�heln�ku d�le plat�

�
�xv � ��yv % PABD � PAEC � �

� � PABC � PADE % �
� � �� �x& z & y�v � ��zv�

Tento vztah uprav�me a dostaneme

xy � �
� �x& z & y�z�

D�kaz nerovnosti ��� povedeme sporem� P�edpokl�dejme� 	e existuje
troj�heln�k ABC� ve kter�m plat� �� �x&y� 	 z� Potom u	it�m p�edch�zej�c�
nerovnosti m�me

xy � �
� �x& z & y�z � �

�

�
x& �

� �x& y� & y
� � �� �x& y� % �

� �x& y���

Tato nerovnost je ale ekvivalentn� s nerovnost� ' � �x � y��� co	 je spor�
Proto plat�

�
� �x& y� � z�

co	 jsme cht
li dok�zat�

Spr�vn� �e�en� zaslaliKarol Gajdo� z Trnavy a Ji�� Steckbauer z Kv
tn��

�loha ���
Doka	te� 	e 
�slo �n & �n & ��n je slo	en� pro ka	d� p�irozen� 
�slo n�

Martin Pan�k


e�en��
Vypo
t
me n
kolik prvn�ch hodnot sou
tu sn % �n & �n & ��n�
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n � � � � � �
sn �� ��� � ��� �� � � �$� ��� � $�' ' �

Pomoc� t�to tabulky m�	eme vyslovit hypot�zu� 	e � j sn pro n lich�
a � j sn pro n sud�� Tuto hypot�zu nyn� dok�	eme�

P�edpokl�dejme� 	e 
�slo n je sud�� tedy existuje p�irozen� 
�slo k tak�
	e plat� n % �k� Potom

s�k % ��k & �$k & ��$k % �� �  & ��k & �� � �� & ��k & �� � �� & ��k�

*�slo s�k m� p�i d
len� t�emi stejn� zbytek jako 
�slo � & � & � % �� kter�
je t�emi d
liteln�� T�m jsme na�i hypot�zu dok�zali pro sud� 
�sla n�

P�edpokl�dejme� 	e 
�slo n je lich�� tedy existuje cel� nez�porn� 
�slo k
tak� 	e plat� n % �k & �� Potom

s�k	� % � ���k&� ��$k&�� ���$k % � ���k&� ��� ��'���k&�� ��� ������k�

*�slo s�k	� m� tedy p�i d
len� p
ti stejn� zbytek jako 
�slo '&������k&���
����k % ��'� kter� m� p�i d
len� p
ti zbytek '� T�m jsme na�i hypot�zu
dok�zali pro lich� 
�sla n�

D�le pro p�irozen� 
�sla n z�ejm
 plat� sn � �&�&�� % �'� Z dok�zan�
hypot�zy plyne� 	e � j sn pro n lich� a � j sn pro n sud�� tedy 
�sla sn mus�
b�t nutn
 slo	en�� co	 jsme m
li dok�zat�

Spr�vn� �e�en� zaslali Karol Gajdo� z Trnavy� Anton Hn�th z Moravan�
Franti�ek J�chim z Volyn
� Jozef M	sz�ros z Jelky� Gy�rgy Ol�h z Ko�
m�rna� Vladim�r Pavel z Blovic� Ji�� Steckbauer z Kv
tn� a Martin Raszyk
z G v Karvin��

Pavel Cal�bek
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