INFORMATIKA

Vyhledavani slov na strance
(Ulohy z MO — kategorie P, 28. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Praha

V tomto pokracovani seridlu ¢lanki
o zajimavych soutéznich tlohéch
z Matematické olympiddy — kategorie
P se budeme vénovat vyhledavani slov
v textu. Budeme muset vyresit otazku
vhodného ulozeni seznamu slov tak,
abychom k nim méli rychly pristup,
a efektivniho vyhledavani téchto slov
na zadané strance textu. Tato uloha
byla zadana v Gstfednim kole 55. ro¢niku Matematické olympiddy — ka-
tegorie P (8kolni rok 2005/2006) jako tloha praktickd. Jejimi autory jsou
pracovnici Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komen-
ského v Bratislavé, ktefi se o programéatorskou olympiddu stfedoskolakt na
Slovensku staraji. Ceska i slovenské olympiada stéle velmi tizce spolupra-
cuji, obé soutéze maji stejné terminy jednotlivych soutéznich kol a stejné
soutézni tlohy, v jejichz piipravé se organizatofi z obou zemi pravidelné
stridaji.

Nejprve se seznamime s Uplnym zaddnim dne$ni Glohy, které si pro
potieby naseho ¢lanku trochu upravime, aniz bychom tim ovSem zménili
smysl ptivodni dlohy.

* Kk

Rozhodli jsme se, ze zacneme konkurovat svétoznamym vyhledavacim,
jako jsou napiiklad Google a Yahoo. Hlavnim klicem k tspéchu bude sa-
moziejmé prezentace nalezenych stranek uzivateli. Pfesnéji, chtéli bychom
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z kazdé nalezené stranky ukazat co nejkratsi Gsek obsahujici vSechna slova,
ktera uzivatel hledal. Vasi tlohou bude napsat program, ktery takovy tsek
v dané strance nalezne.

Soutézni tloha

Je dano N slov, kterd uzivatel hleda. Déale je dan text stranky obsahujici
M slov. Napiste program, ktery najde nejkratsi tsek stranky, v némz se
vyskytuji v8echna zadand slova (kazdé alespon jednou). Pokud takovych
usekil existuje vice, program vypiSe ten z nich, ktery je nejblize k zacatku
stranky.

Usek stranky tvoif nékolik po sobé jdoucich slov. Délka tiseku je rovna
sou¢tu jejich délek plus jejich pocet minus 1 (za mezery mezi nimi). Tedy
napiiklad tsek ,, Toto je Gsek“ ma délku 12.

Format vstupu

Na prvnim raddku vstupu je jediné celé ¢islo N — pocet vyhledévanych
slov. Nésleduje NV radki, na kazdém z nich je jedno vyhledavané slovo.
Vsechna tato slova jsou navzdjem rizna. Na dalsim fadku vstupu se na-
chézi jedno celé ¢islo M — pocet slov na strance. Nasleduje M radkd, na
kazdém z nich je jedno slovo textu stranky, a to v poradi, v jakém jsou
slova na strance uvedena.

Kazdé slovo je znakovym fetézcem, ktery je tvoien 1 az 100 malymi
pismeny anglické abecedy. Pro pocet NV vyhledavanych slov plati 1 < N <
< 5000, pro pocet M slov na strance plati 1 < M < 200000.

Format vystupu

Program vypiSe na prvni faddek vystupu dvé celd ¢isla urcujici zacatek
a konec nalezeného tseku. Zacatek a konec tiseku je urcen poradovym
¢islem prislusného slova v textu. Na druhy radek vystupu program vypise
jedno celé ¢islo — délku tohoto tseku.

Pokud se nékteré vyhleddvané slovo v textu stranky vibec nenachézi,
program vypiSe jediny fadek s textem ,,Chybna strankal!“ (bez uvozovek).

Priklad
Vstup:

3
nasi vasi prisli

hledana slova — kaZdé bude na vstupu uvedeno na samostatném radku

20
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poslali me nasi k vasim aby prisli vasi k nasim kdyz neprijdou vasi k nasim
tak neprijdou nasi k vasim

text — kaZdé slovo bude uwvedeno na vstupu na samostatnem radku

Vystup:
38
28

Nejkratsi usek textu obsahujici vsechna tri hledand slova ma délku 28
znaki. Jedna se o usek od tretiho do osmého slova vietné, tzn. iusek ve
néni ,nast k vasim aby prisli vasi“.

* Kk

Pri reSeni tilohy se musime vénovat dvéma relativné samostatnym pro-
blémtm. Prvnim z nich je vhodné reprezentace mnoziny hledanych slov.
Ta nam umozni o kazdém slové na strance rychle zjistit, zda patii mezi
hledana slova, nebo ne. Urcité se ndm také vyplati kazdé slovo pritom
nahradit néjakym jednozna¢nym kédem, nejlépe celym ¢islem. Pro reSeni
nasi tilohy bude stacit oznacit si zvlastnimi kédy kazdé z N hledanych slov,
zatimco vSechna ostatni slova textu miZzeme nahradit tfeba nulou. Cely
text stranky si po prekdédovani do posloupnosti ¢isel mizeme ulozit do pole
(zndme horni omezeni pro pocet slov M), pole celych ¢isel mé vyrazné nizsi
pamétova naroky nez pole znakovych fetézci (jednotliva slova maji az 100
znaku!). Opakované porovnavani celych ¢isel je také vyznamné rychlejsi
nez porovnavani dlouhych znakovych fetézci. Celociselné kody prifazené
hledanym slovim navic jesté vyhodné vyuzijeme pro indexovani pole. Jak
uvidime pozdéji, budeme potiebovat pro jednotlivd hledané slova evido-
vat jejich pocty vyskytd v aktudlnim zkoumaném useku textu. Druhym
problémem pak bude feseni vlastni tilohy, tzn. urceni takového tseku slov,
ktery je co nejkratsi a pritom obsahuje vSechna hledana slova.

Zacneme tedy s naSim prvnim problémem a vSechna hledand slova ozna-
¢ime celymi ¢isly od 1 do N. Na prirazeni ¢isel jednotlivym sloviim viibec
nezalezi, ale pro jednoznacnost mutzeme zvolit ocislovani v tom poradi,
v jakém jsou slova uvedena na vstupu. Pokud oznad¢ime nulou vSechna
slova, kterd nas nezajimaji, mizeme takto prevést text stranky uvedeny
v prikladu v zadani Glohy do posloupnosti ¢isel 0, 0, 1, 0, 0, 0, 3, 2, 0, 0,
0,0,2,0,0,0,0,1, 0, 0. S tou se nam jiz bude pracovat 1épe a hlavné
rychleji, nez s ptivodnim textem. Ulozime si ji jednoduse do pole celych

296 Matematika - fyzika - informatika 21 2011/2012



Cisel indexovaného od 1 do M. Poznamenejme jesté, ze vedle posloupnosti
kédh jednotlivych slov na strance si musime pamatovat také jejich délky,
abychom dokazali urcit vysledny nejkratsi tisek. K tomu ndm poslouzi
druhé pole indexované rovnéz od 1 do M. Pro ilustraci si opét ukdzeme,
jak bude vypadat toto druhé pole pro text stranky z prikladu v zadani
ulohy:7,2,4,1,5,3,6,4,1,5,4,9,4,1,5,3,9,4, 1, 5. Uvedena dveé pole
obsahuji Uplnou informaci o feSeném problému. Pievedeme-li si ptvodni
vstupni data do podoby téchto dvou poli, nebudeme jiz nadéle muset vi-
bec pracovat s zadnymi znakovymi fetézci a pti reSeni tlohy jiz nebudeme
ani potrebovat evidenci hledanych slov.

Popsané prirazeni ¢isel sloviim mutzeme ziskat nejsnaze tak, ze si jed-
notliva hledand slova ulozime za sebou do pole znakovych fetézct. Toto
pole bude indexovéano od 1 do IV, index urcuje kéd prirazeny piislusnému
slovu. Takové feSeni by nam ale praci s textem prilis§ neurychlilo, jelikoz
pri zpracovani kazdého slova zkoumaného textu bychom museli pole opa-
kované sekvencné prochazet a jednotlivé znakové retézce v ném pracné
vyhledavat. Prevedeni zadaného textu do podoby pole ¢isel popsaného
v pfedchozim odstavci by vyzadovalo praci O(M - N - L), kde L oznacuje
maximalni délku slova.

Vypocet mzeme urychlit, pokud pole hledanych slov setfidime. To sice
vyZaduje vykonat jednordzové O(N - L -log N) operaci, slova textu pak ale
mutzeme v poli vyhledavat ptlenim intervald, tedy v logaritmickém case.
Casovd slozitost zpracovéani zadaného textu se ndm tim snizi na O(M - L -
log N). To je ovSem pofad zbyteéné mnoho. Nabizeji se dvé jind, mnohem
vhodnéjsi feseni. Prvnim z nich je pouzit pro uloZzeni mnoziny hledanych
slov misto obycejného pole datovou strukturu trie, ¢esky oznacovanou jako
pismenkovy strom. Druhou, podobné dobrou moznosti je vyuzit hesovdini.

Pismenkovy strom slouzi k reprezentaci néjaké mnoziny slov (v nasem
pfipadé vSech N vyhleddvanych slov). KaZdy uzel stromu pfedstavuje po-
catecni usek néjakého slova. Uzel mize mit az 26 synd, které odpovidaji
prodlouzeni zacatku slova o nékteré z pismen ’a’ az ’z’. Koren stromu pted-
stavuje prazdné slovo. V kazdém listu stromu néjaké slovo kon¢i, slovo ale
muZze konéit i ve vnitinim uzlu stromu (je-li poéateénim tsekem néjakého
jiného, delsiho slova). Ve vSech uzlech trie proto musi byt zaznamenana
informace, zda tam néjaké ulozené slovo konci, nebo ne. V nékterych tulo-
hach nam k tomu postaci priznak typu boolean, vétsinou ale chceme také
urcit kéd nalezeného slova, takze pouzijeme tidaj vhodného celociselného

typu.
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Pismenkovy strom pro zadanou mnozinu N hledanych slov postavime
v ¢ase O(N-L), kde L opét zna¢i maximalni délku slova. Kazdé z N slov do
néj totiz vlozime v ¢ase O(L). Vyjdeme od ,prazdného® stromu tvoreného
pouze korfenem a do stromu postupné vkladame slova — kazdé vzdy pis-
meno po pismenu. Dokud to jde, sestupujeme stromem podle jednotlivych
pismen vklddaného slova od kofene smérem dolt po jiz existujicich uzlech.
Jakmile pro nékteré pismeno slova nevede cesta do jiz existujiciho uzlu,
vytvorime nové uzly pro toto pismeno a také pro vSechna dalsi pismena
za nim néasledujici ve slové a zapojime je do stromu na patficné misto.
Uzel, do néhoz pfijdeme pomoci posledniho pismena slova, oznacime jesté
¢iselnym kodem tohoto slova.

Pri hledani slova v pismenkovém stromé postupujeme od korene smé-
rem k listim podle jednotlivych pismen hledaného slova. Pokud se pii tom
dostaneme do situace, ze prislusny prechod neexistuje, znamena to, ze hle-
dané slovo neni v trii ulozeno. Jestlize takto Gspésné zpracujeme vSechna
pismena hledaného slova a skon¢ime v néjakém uzlu, ze zdznamu v tomto
uzlu zjistime, zda je hledané slovo v trii ulozeno a pokud ano, jaky méa
pfitazen koéd. Vyhledani jednoho slova v trii ma zfejmé casovou slozitost
O(L), takze zpracovani celého textu délky M zvlddneme touto metodou
provést v ¢ase O(M - L).

Alternativni zpusob ulozeni zadanych N slov pomoci heSovani zde jiz
nebudeme rozebirat, mizete se o ném docist tieba v Programéatorské ku-
chaice na webovych strankich Korespondenéniho seminéfe z programovani
MFF UK: http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/21/cook4.html

Sestrojeni hesovaci tabulky s N slovy i nasledné vyhledavani vsech M
slov tvoricich text bude mit pfiblizné stejnou casovou slozitost, jaké jsme
dosahli pti pouziti trie.

Nyni se budeme vénovat druhé ¢asti feseni tlohy. Predpokladejme, ze
mame pripraveno M-prvkové pole s kody slov tvoricich zpracovavany text
v pavodnim poradi a druhé M-prvkové pole s délkami téchto slov. V textu
budeme hledat co nejkratsi tisek obsahujici vSech N hledanych slov. Pri-
mitivni feSeni mize vypadat tak, Ze postupné zvolime vSemi moznymi
zpUsoby souvisly tsek textu, urc¢ime jeho délku a ovérime, zda obsahuje
vSech N slov. Z vyhovujicich Gsekd vybereme ten nejkratsi. Tento postup
sice vede k nalezeni spravného feSeni, je ale zna¢né pomaly. V textu tvore-
ném M slovy lze vybrat souvisly tsek O(M?) zpiisoby, ovéieni spravnosti
jednoho zkoumaného tseku a uréeni jeho délky ma pracnost O(M), takze
celkovd Easové slozitost algoritmu je O(M?3).
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Zbyva jesté vysvétlit, jakym zplsobem budeme ovérovat, zda zkoumany
usek obsahuje vsech N hledanych slov. Vyuzijeme skutecnost, Ze jsme si
vSechna hledané slova ptrekédovali do ¢isel od 1 do N. Vytvorime si pole
priznakid indexované od 1 do N, zkoumany tsek budeme prochézet slovo
po slové a kazdému slovu ze zkoumaného tseku nastavime v tomto poli
priznak, Ze se jiz vyskytlo. V pomocné proménné si pritom budeme poci-
tat, kolik priznakt jsme nastavili. Po projiti celého tseku nam pocitadlo
priznakd piimo urcuje, zda jsou nastaveny piiznaky u vSech IV hledanych
slov.

Vyse popsany algoritmus je zna¢né neefektivni proto, ze v ném mno-
hokrat opakované prochazime a zapracovavame tytéz tseky textu. Hle-
déni nejkratsiho tseku obsahujiciho vSech N slov zrychlime, kdyz budeme
vSechny tseky textu se stejnym zacatkem zkoumat pohromadé. Zacatek
useku miizeme zvolit M zputsoby. Pro kazdou volbu zacatku budeme do
zkoumaného tiseku postupné po jednom pridavat po sobé nasledujici slova
textu tak dlouho, dokud v Gseku nebude obsazeno vsech N hledanych slov.
To budeme sledovat pomoci stejného pole priznak, jako v pfedchozim pri-
padé. Pribézné si pri tom budeme pocitat také délku zkoumaného tseku.
Nejkratsi Gsek textu, ktery obsahuje vSech NV hledanych slov a zac¢inad na
pevné zvoleném misté, takto najdeme v ¢ase O(M), resp. v case O(M)
zjistime, Ze pro zvoleny zacatek takovy tsek neexistuje. Celkova Casova
slozitost uvedeného postupu feseni je proto O(M?).

Predvedeme si ted jesté lepsi postup, ktery nagi Glohu vytesi dokonce
v Case O(M). Zatneme Gplné stejné jako v pfedchozim feSeni — pro Gsek
zacinajici prvnim slovem textu najdeme konec tseku tak, aby byl co nej-
kratsi a pritom obsahoval vSechna hledand slova. Namisto pole ptriznak
urcujicich, které z hledanych slov se jiz ve zkoumaném tseku vyskytlo, bu-
deme tentokrat vyuzivat podobné pole indexované od 1 do N, které bude
ovsem obsahovat citace, kolikrat se v tiseku které slovo vyskytlo. Zatimco
v predchozi varianté feSeni jsme poté cely vypocet zopakovali pro Gsek za-
¢inajici druhym slovem textu (a pak tfetim slovem, ¢tvrtym slovem, atd.),
nyni dalsi postup zménime a z Gseku nalezeného v prvnim kroku vypoctu
odebereme jeho prvni slovo. Tim posuneme zacatek zkoumaného tseku
na druhé slovo textu, ale zachovame si momentalni konec zkoumaného
useku a jemu odpovidajici nastavené ¢itace poctu slov (s jedinou zménou
za pravé odebrané slovo). Z hodnot ¢itaci snadno zjistime, zda zkoumany
usek 1 po odebrani svého prvniho slova stéle jesté obsahuje vSech N hle-
danych slov. Pokud ano, mame novy (a dokonce kratsi) vyhovujici tsek.
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Pokud ne, musime zkoumany tsek prodlouzit a za¢neme do néj opét po
jednom pridavat nasledujici slova textu tak dlouho, dokud je to zapotiebi.
Tim ziskdme vyhovujici Gisek, ktery zac¢ind druhym slovem textu a konci
co nejblize, jak jen je to mozné. Popsany proces se bude stale opakovat,
postupné pri ném vyhleddme vSechny vyhovujici Gseky minimélni délky
a z nich vybereme ten, ktery je nejkratsi.

Znacky vymezujici zacatek a konec pravé zkoumaného tseku se béhem
popsaného vypoctu stfidavé (ale ne nutné pravidelng) posouvaji textem
zleva doprava. Pri celém vypoctu jednou projdou od zacatku do konce
textu, takZe postupné vyhodnocujeme pouze O(M) Gseki. Zpracovani kaz-
dého z nich mé diky vyuziti pole ¢itact konstantni ¢asovou slozitost — novy
usek se lis{ od predchoziho vZdy jen o jedno slovo (pfidané na konci nebo
odebrané na zacatku tseku). Celkova ¢asova slozitost vypoctu je proto
opravdu rovna slibované hodnoté O(M).

Jak jsme si ukézali, feseni tlohy se skldda ze ¢tyf krokd. Témi jsou
— postaveni trie (pfip. heSovaci tabulky) se vSemi N hledanymi slovy

v ¢ase O(N - L),

— prekddovani textu tvorfeného M slovy v ¢ase O(M - L),
— vyhledani nejkratsiho tseku obsahujiciho vSechna hledand slova v case

O(M),

— vypis vysledku v konstantnim case.

Jelikoz N je jisté mensi nez M, mizeme celkovou ¢asovou slozitost feseni
shora odhadnout jako O(M - L).

Na zavér zapiSeme celé feSeni v programovacim jazyce Pascal. Datovy
typ Uzel, procedury Vytvor, Vioz a Vyhledej slouzi k ulozeni pismenkového
stromu a k provadéni prislusnych operaci v ném. Kéd programu presné
odpovidd popsanému algoritmu a je nazorné rozdélen do ¢tyr po sobé
jdoucich etap uvedenych v predchozim odstavci.

program Stranka;
const MaxN = 5000; {maximdlni poet hledanjch slov}
MaxM = 200000; {maximalni pocet slov v textul}

type Uk = "“Uzel;
Uzel = record {uzel trie}

pismeno: array[’a’..’z’] of Uk;
kod: integer
end;
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var N, M: integer; {pocet hledanjch slov a pocet slov
v textu}
trie: Uk; {kofen trie}
slova: arrayl[l..MaxM] of integer; {zakdédovani textu}
delky: array[l..MaxM] of integer; {délky slov v textu}
zac, kon, delka: integer; {zkoumany tsek}
min_zac, min_kon, min_delka: integer; {nejlep3i usek}
vyskyt: array[1l..MaxN] of integer;
{po&ty vyskytd hledanjch slov ve zkoumaném
aseku}
pocet: integer;
{po&et hledanjch slov obsaZenjch ve zkoumaném
aseku}
slovo: integer; {pfidavané nebo ubirané slovo}
s: string;
i: integer;

procedure Vytvor(var T: Uk);
{vytvofeni nového prazdného uzlu trie}
var z: char;

begin

new(T) ;

for z := ’a’ to ’z’ do T .pismeno[z] := nil;
T".kod := 0;

end; {Vytvor}

procedure Vloz(T: Uk; S: string; K: integer);
{vloZeni slova S s kédem K do trie T}
var i: integer;
begin
for i := 1 to length(S) do
begin
if T".pismeno[S[i]] = nil then Vytvor(T~.pismeno[S[il]);
T := T".pismeno[S[il];
end;
T".kod := K
end; {Vloz}

Matematika - fyzika - informatika 21 2011/2012 301



function Vyhledej(T: Uk; S: string): integer;
{vyhledéni slova S v trii T;
vraci kéd slova S resp. O, pokud slovo S v T neni}
var i: integer;
begin
for i := 1 to length(S) do
if T".pismeno[S[i]] = nil then
begin Vyhledej := 0; exit end
else
T := T".pismeno[S[i]];
Vyhledej := T~ .kod
end; {Vyhledej}

begin {program}
{1. Sestrojeni trie hledanjch slov}
Vytvor (trie); {kofen stromu}
readln(N) ;
for i:=1 to N do
begin
readln(s); {hledana slova}
Vloz(trie, s, i)
end;

{2. Ulozeni vstupniho textu}

readln(M);

for i :=1 to M do
begin
readln(s); {slova textu}
sloval[i] := Vyhledej(trie, s); {kédy slov}
delky[i] := length(s) {délky slov}
end;

{3. Nalezeni nejlep&iho uaseku}

zac := 1; kon := 0; {pocatecni préazdny usek}
delka := -1;

for i := 1 to N do vyskyt[i] := 0;
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pocet := 0;
min_delka := maxint;
while true do
if pocet < N then {tasek prodlouzit}
begin
inc(kon) ;
if kon > M then break;

slovo := slovalkon]; {pfidavané slovo}

delka := delka + delkyl[kon] + 1;

if slovo > O then {je to hledané slovo}
begin

inc(vyskyt[slovol);
if vyskyt[slovo] = 1 then {dosud v aktudlnim dseku

nebylo}
begin
inc(pocet);
if pocet = N then {mame novy vyhovujici asek}
if delka < min_delka then
begin
min_zac := zac; min_kon := kon;
min_delka := delka
end
end
end
end
else {pocet = N ... zkratit usek zleva}
begin
slovo := sloval[zac]; {odebirané slovo}
delka := delka - delkyl[zac] - 1;
if slovo > O then {je to hledané slovo}
begin
dec(vyskyt[slovo]);
if vyskyt[slovo] = 0O then dec(pocet);
end;
inc(zac);
if (pocet = N) and (delka < min_delka) then
begin
min_zac := zac; min_kon := kon;
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min_delka := delka
end
end;

{4. Vjpis vysledku}

if min_delka = maxint then
writeln(’Chybna stranka!’)

else
begin
writeln(min_zac, ’ ’, min_kon);
writeln(min_delka);
end

end. {program}

(Autorkou tvodni ilustrace je Mgr. Jaroslava Cerméakova.)

Vyuzitie IKT pri rozvijani kompetencie
modelovania vo vyucovani matematiky

STANISLAV LUKAC
Prirodovedeckd fakulta UPJS v Kosgiciach

Modelovanie a rieSenie problémov

Rozvijanie kompetencii matematického modelovania a rieSenia problé-
mov patri medzi zakladné ciele sicasného vyucovania matematiky.

Pre modelovanie redlnych problémov je vychodiskom dobré porozume-
nie redlnej situacie a identifikdcia redlnych objektov a ich vzijomnych
vazieb. Vysledkom matematického modelovania je potom transformécia
realneho problému na problém matematicky. Pri tejto transformacii pre-
nasame objekty a vlastnosti z redlneho sveta do abstraktného sveta ma-
tematickych pojmov a objektov, z ktorych je zostaveny model. Pri mate-
matickom modelovani sa tak redlne objekty nahradzuji matematickymi
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a vztahy medzi nimi sa vyjadruji najcastejSie vo forme rovnic, nerovnic
a funkénych zavislosti.

V procese vytvarania a rieSenia matematického modelu mozno rozmani-
tymi sposobmi vyuzit potencidl IKT. My sa v tomto ¢lanku ststredime na
vyuzite tabulkového kalkulatora a dynamického geometrického systému pri
vytvarani a skiimani r6znych typov modelov. Tabulkovy kalkuldtor dispo-
nuje numerickymi a grafickymi nastrojmi, ktoré ulahcuja a zjednodusuja
proces modelovania. Tabulky mo6zu predstavovat jednoduchi formu ma-
tematického modelu a ich tvorba a modifikicia v prostredi tabulkového
kalkuldtora rozvija predstavu modelovania ako dynamického procesu. Vy-
uzitim zakladnych vypoctovych operécii a zabudovanych funkcii mozno
vytvarat vzorce, ktoré vyjadruja vztahy medzi Gdajmi uloZenymi v bun-
kach tabulky. Velkou vyhodou tabulkového kalkuldtora je skutoc¢nost, Ze
udaje v tabulkich sa pri manipulacii s modelom simultdnne menia a au-
tomaticky prinaSaja vysledky, ktorych vhodnost vo vztahu k rieSenému
problému mozno nasledne vyhodnotit.

Vyuzitie roznych typov modelov vo vyucovani matematiky
Matematické modelovanie moze nadobtudat vo vyuCovacom procese roz-
ne podoby. Jeho vhodné zaradenie do vyucby mdze podporovat aktivne zis-
kavanie poznatkov zaloZené na experimentovani a vyskumnickej ¢innosti.
Podla matematického apardtu mozno rozlisovat pit typov modelov:
Aritmeticky - vyjadreny napriklad vo forme tabulky operacie.
Geometricky - zostaveny pomocou geometrickych atvarov.
Graficky - znazorhujuci grafy reprezentujace funkéné zavislosti.
Algebraicko-analyticky - zalozeny na vyjadreni vzahov medzi premen-
nymi reprezentujicimi redlne objekty pomocou rovnic, nerovnic a funkc-
nych zavislosti.
e Kombinovany.
Vyber typu modelu pre rieSenie problému je podmieneny charakterom
vstupnych informécii a vlastnostami modelovanej problémovej situacie.
Na pracu s numerickou reprezentaciou realnych objektov mozno vyuzit
aritmeticky model, ktory v zjednodusenej forme vyjadruje kvantitativne
vztahy medzi veli¢inami. Preskiimanie vysledkov aritmetickych operacii

umozhuji jednoduchsie tabulky s dvoma riadkami alebo stIpcami alebo aj
zlozitejsie tabulky.

Priklad 1. Ako priklad na vyuZitie zlozitejSej tabulky, pri zostavovani kto-
rej je vhodné vyuzit tabulkovy kalkuldtor, moze sluzif nasledovna tloha
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od anglického matematika Jamesa Josepha Sylvestera, ktord bola publi-
kovand v [3]. Z velkého poctu postovych zndmok s hodnotami 5 a 17 sa
daji skladat rozne hodnoty. Akd je najvicsia hodnota, ktord sa nedd vy-
tvorit kombindciou tychto dvoch hodnot? Je zrejmé, Ze napriklad hodnota
16 sa nedé zlozit z hodnot zndmok 5 a 17. Ak budeme skasat zostavat vic-
Sie hodnoty, stale viac moznosti je potrebné preverit pri hladani postupu
skladania hodn6t 5 a 17. Preskiimajme ¢isla, ktoré mozno vytvorit kom-
binaciou hodnét znamok 5 a 17. Detailnejsi pohfad na stcty vytvarané
kombinaciou hodno6t znamok prinasa tabulka, v ktorej st systematicky
pocitané sucty nasobkov hodndt 5 a 17 (pozri tab. 1).

Zahlavie riadkov a stlpcov tvoria ¢isla udavajice, kolkokrat je v stcte
zapocditany nasobok jednotlivych hodnét. Na vypocet si¢tu nasobkov hod-
not 5 a 17 je v bunke B2 zapisany vzorec: =5x$A2+17*B$1, ktory je sko-
pirovany do zvysnej casti tabulky. V druhom riadku tabulky st teda za

sebou idiice nasobky &isla 17, ku ktorym sa v stipcoch tabulky postupne
pripocitava ¢islo 5.

106
60 | 77 1 94 11111128145 11621 179 ] 196 | 213 | 230
65 | 82 | 99 11161133 | 150 | 167 | 184 | 201 | 218 | 235
70 | 87 (104 | 121|138 | 155 | 172 1 189 | 206 | 223 | 240
75 1 92 [ 1091126143 | 160 | 177 {194 [ 211228 | 245

Tab. 1

Vzhladom na skuto¢nost, ze v stipcoch tabulky sa ¢isla zvicsuja o 5,
patria vietky ¢isla v jednotlivych stipcoch do rovnakej zvyskovej triedy
modulo 5. V stlpci B st é&isla zo zvyskovej triedy 0 modulo 5. V dalsich
Styroch stlpcoch tabulky st ésla zo zvy$kovych tried 2, 4, 1, 3 modulo 5.
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V dalsich stIpcoch tabulky st uz potom ¢isla, ktoré sa nachadzaja aj v stip-
coch B az F, ale v riadkoch, ktoré uz nie st zobrazené v tabulke 1. Na ¢isla,
ktoré sa nedaji vyjadrit kombinéciou ¢isel 5 a 17, poukazuje druhy riadok
tabulky. Napriklad najvicsie prirodzené c¢islo zo zvyskovej triedy 4 mo-
dulo 5, ktoré sa nedd vyjadrit kombindciou ¢isel 5 a 17 je 29. RieSenim
ulohy je ¢islo zo zvyskovej triedy 3 modulo 5, konkrétne ¢islo 63.

Priklad 2. Zaoberajme sa dalej modifikaciou prvej tlohy. Majme zndmky
s hodnotami 5 a 10. Kolkymi sposobmi moZno nalepit do radu znamky,
aby sme poskladali hodnotu 25¢ Za¢nime skladanim mensich hodnot pred-
stavujtcich nasobky ¢isla 5:

5: (5)

10: (5, 5), (10)

15: (5, 10), (5, 5, 5), (10, 5)

20: (5, 5, 10), (10, 10), (5, 10, 5), (5, 5, 5, 5), (10, 5, 5)

Uz pri vypisovani moznosti pre hodnotu 20 sme postupovali tak, ze
k moznostiam pre hodnotu 10 sme pridali ¢islo 10 a k mozZnostiam pre
hodnotu 15 sme pridali ¢islo 5. Ziskali sme tak 5 moznosti. Ak tento reku-
rentny vztah budeme vyuzivat dalej, tak pre hodnotu 25 méame 8 moznosti,
pre hodnotu 30 je to uz 13 moznosti, atd. Teraz uz ziaci lahko zostavia
schému s poctami moznosti, v ktorej sa postupne scitavaji posledné dve
Cisla. Ziskaju tak ¢leny Fibonacciho postupnosti. Zvycajne sa tato postup-
nost vyjadruje v8eobecnym vztahom: F'(n) = F(n—1)+F(n—2), F(1) =1,
F(2)=1.

V dalgom kroku mézu ziaci prehladne zapisat po¢ty najdenych moznosti
v zavislosti od poc¢tu vyuzitych zndmok do tabulky 2.

PotetfHodnota 15 20 25

1 znémka 0 0 0

2 zndnaky 0 1 : 1 0

3 znamky 0 0 1 3 3

4 znamly 0 0 g 1 4

5 znédmok 0 0 0 0 1
Tab. 2

Ulohou ziakov by bolo objavit vztah, ktory by im dovolil lahko zviié-
§it tato tabulku v prostredi tabulkového kalkuldtora az do hodnoty 100.
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Vyssie opisany rekurentny vztah sa v zostavenej tabulke premietne takym

sposobom, ze ak ¢islo nelezi v prvom riadku alebo v prvych dvoch stlp-
coch vysledkovej casti tabulky, tak sa rovna sactu susednych dvoch ¢isel
z predchadzajiceho riadku tabulky, ktoré st umiestnené od neho vlavo. Po
vytvoreni tabulky by mali Ziaci zbadat, Ze v jednotlivych riadkoch tabulky
sa nachadzaju ¢isla z odpovedajucich riadkov Pascalovho trojuholnika.

Priklad 3. Zaujimava aplikiaciu geometrického modelu ponika problém,
ktory je uvedeny v publikdcii [1] venovanej matematickému modelovaniu.

Rebrik dlzky d sa posiiva popri stene a padd na podlahu. V strede rebrika je
farebnad skvrna. Aki drdhu opisuje Skvrna pocas pddu rebrika? Pri rieSeni
tohto problému vyuzijeme geometricky model vytvoreny v prostredi dyna-
mického geometrického systému. Zakladom modelu je stiradnicova ststava
znézornujuca kolma stenu a podlahu a Gsecka P predstavujica konkrétnu
polohu rebrika (pozri obr. 1).

Qlo.d]

diFkarebrika d: 8

S [pf2,a2]

Obr. 1

Za dizku rebrika sme zvolili &islo 8. Farebnd 8kvrna v strede rebrika je
reprezentovand bodom S. Pri pohybe bodu @ po osi y sa zobrazuja rozne
polohy rebrika pocas jeho padu popri stene. Vyuzitim nastrojov dynamic-
kého geometrického systému je zviditelnend draha bodu S. Po zmene dlzky
rebrika sa v konstrukcii prekresli aj drdha bodu S. Z pozorovania zobraze-
nej drdhy bodu S mozno vyslovit hypotézu, ze stred rebrika sa pohybuje
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po Stvrtkruznici so stredom v bode O. Tato hypotézu Tahko zdévodnime
vyuzitim stradnic bodov a vztahu pre vzdialenost dvoch bodov v rovine.
Ak oznac¢ime dizku tsecky PQ symbolom d, tak plati p? + ¢> = d?. Druha
mocnina vzdialenosti bodu S od bodu O je urcend vyrazom:

P
4 4

Po porovnani tohto vyrazu s predchadzajicou rovnostou vidno, 7Ze vzdia-
lenost bodu S od bodu O je konstantna a mé hodnotu d/2.

Po vyrieSeni problému si vSak mozno polozit otazku: Ako by sa zme-
nilo rieSenie, ak by sme skiimali drdhu iného bodu na rebriku? Pomocou
vytvoreného geometrického modelu mozno zobrazit aj drdhu iného bodu
na usecke P(Q). Na obrazku 1 je zobrazeny aj bod S*, ktory je stredom
usecky QS. Ako vidno z obrézka, ziskali sme krivku, ktord uz nie je ¢astou
kruznice. Pre zovSeobecnenie rieSenia problému uz pouzijeme algebraicko-
analyticky model odvodeny z povodného modelu.

Na tisecke PQ dizky d si zvolime fubovolny’ bod R rozny od krajnych
bodov P, Q. Bod R rozdelil rebrik na dve ¢asti, ktorych dlzky oznac¢ime

symbolmi a, b. Deliaci bod R teda rozdelil dizku rebrika d v pomere a : b.
Opisovand situécia je zobrazend na obrazku 2.

Qod

A[0,a] dizka rebrika d

O * BIb0l Plp0]

Obr. 2
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Body A, B leziace na stradnicovych osiach znézorhuja polohu bodu
R v dvoch medznych $pecidlnych pripadoch. Na zaklade zvolenych veli¢in
vypocitame siradnice bodu R. Najprv vyjadrime parametrickd rovnicu
usecky PQ. Smerovy vektor m4 suradnice () — P = [—p, ¢]. Parametrickd
rovnica useCky P(@) ma tvar:

r=p—p-t
y=q-t, te(0,1)

Hodnotu parametra ¢ pre siradnice bodu R ur¢uje pomer dizky a k dizke
celej Gsecky PQ. Pre z-ova suradnicu bodu R plati:

a a b
e=p=p-g=p(1-3)=r g
Podobne uréime aj y-ova siradnicu bodu R a teda plati:
b a
Rilp--,q--].
{p d’ q d]

Nech plati b < a. Podla zostrojeného modelu by sa bod R mohol pohy-
bovat po Casti elipsy so stredom v bode O, hlavnou polosou a, vedlajsou

polosou b. Stradnice bodov leziacich na tejto elipse spliajt rovnicu:

Ak plati na§ predpoklad, musia potom stradnice bodu R pre ubovolni
polohu rebrika vyhovovat rovnici elipsy.

Po jednoduchej tprave tejto rovnice dostavame rovnicu p? + ¢ = d2,
ktora plati pre Tubovolni polohu rebrika pocas jeho padu. Ak by platilo
a = b, dostavame $pecidlny pripad, ktory sme skiimali na zaciatku.

(Pokracovdni)
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