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V tomto pokra�ov�n� seri�lu �l�nk�
o zaj�mav�ch sout��n�ch �loh�ch
z Matematick� olympi�dy 	 kategorie
P se budeme v�novat vyhled�v�n� slov
v textu
 Budeme muset vy�e�it ot�zku
vhodn�ho ulo�en� seznamu slov tak

abychom k nim m�li rychl� p��stup

a efektivn�ho vyhled�v�n� t�chto slov
na zadan� str�nce textu
 Tato �loha

byla zad�na v �st�edn�m kole ��
 ro�n�ku Matematick� olympi�dy 	 ka�
tegorie P ��koln� rok ���������� jako �loha praktick�
 Jej�mi autory jsou
pracovn�ci Fakulty matematiky
 fyziky a informatiky Univerzity Komen�
sk�ho v Bratislav�
 kte�� se o program�torskou olympi�du st�edo�kol�k� na
Slovensku staraj�
 �esk� i slovensk� olympi�da st�le velmi �zce spolupra�
cuj�
 ob� sout��e maj� stejn� term�ny jednotliv�ch sout��n�ch kol a stejn�
sout��n� �lohy
 v jejich� p��prav� se organiz�to�i z obou zem� pravideln�
st��daj�


Nejprve se sezn�m�me s �pln�m zad�n�m dne�n� �lohy
 kter� si pro
pot�eby na�eho �l�nku trochu uprav�me
 ani� bychom t�m ov�em zm�nili
smysl p�vodn� �lohy


� � �

Rozhodli jsme se
 �e za�neme konkurovat sv�tozn�m�m vyhled�va��m

jako jsou nap��klad Google a Yahoo
 Hlavn�m kl��em k �sp�chu bude sa�
moz�ejm� prezentace nalezen�ch str�nek u�ivateli
 P�esn�ji
 cht�li bychom
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z ka�d� nalezen� str�nky uk�zat co nejkrat�� �sek obsahuj�c� v�echna slova

kter� u�ivatel hledal
 Va�� �lohou bude napsat program
 kter� takov� �sek
v dan� str�nce nalezne


Sout��n� �loha

Je d�noN slov
 kter� u�ivatel hled�
 D�le je d�n text str�nky obsahuj�c�
M slov
 Napi�te program
 kter� najde nejkrat�� �sek str�nky
 v n�m� se
vyskytuj� v�echna zadan� slova �ka�d� alespo� jednou�
 Pokud takov�ch
�sek� existuje v�ce
 program vyp��e ten z nich
 kter� je nejbl��e k za��tku
str�nky


�sek str�nky tvo�� n�kolik po sob� jdouc�ch slov
 D�lka �seku je rovna
sou�tu jejich d�lek plus jejich po�et minus � �za mezery mezi nimi�
 Tedy
nap��klad �sek �Toto je �sek� m� d�lku ��


Form�t vstupu

Na prvn�m ��dku vstupu je jedin� cel� ��slo N 	 po�et vyhled�van�ch
slov
 N�sleduje N ��dk�
 na ka�d�m z nich je jedno vyhled�van� slovo

V�echna tato slova jsou navz�jem r�zn�
 Na dal��m ��dku vstupu se na�
ch�z� jedno cel� ��slo M 	 po�et slov na str�nce
 N�sleduje M ��dk�
 na
ka�d�m z nich je jedno slovo textu str�nky
 a to v po�ad�
 v jak�m jsou
slova na str�nce uvedena


Ka�d� slovo je znakov�m �et�zcem
 kter� je tvo�en � a� ��� mal�mi
p�smeny anglick� abecedy
 Pro po�et N vyhled�van�ch slov plat� � � N �
� ����
 pro po�et M slov na str�nce plat� � �M � ������


Form�t v�stupu

Program vyp��e na prvn� ��dek v�stupu dv� cel� ��sla ur�uj�c� za��tek
a konec nalezen�ho �seku
 Za��tek a konec �seku je ur�en po�adov�m
��slem p��slu�n�ho slova v textu
 Na druh� ��dek v�stupu program vyp��e
jedno cel� ��slo 	 d�lku tohoto �seku


Pokud se n�kter� vyhled�van� slovo v textu str�nky v�bec nenach�z�

program vyp��e jedin� ��dek s textem �Chybna stranka�� �bez uvozovek�


P��klad

Vstup�
 
nasi vasi prisli

hledan� slova � ka�d� bude na vstupu uvedeno na samostatn�m ��dku

��
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poslali me nasi k vasim aby prisli vasi k nasim kdyz neprijdou vasi k nasim
tak neprijdou nasi k vasim

text � ka�d� slovo bude uvedeno na vstupu na samostatn�m ��dku

V�stup�
 !
�!

Nejkrat�� �sek textu obsahuj�c� v�echna t�i hledan� slova m� d�lku 	

znak�� Jedn� se o �sek od t�et�ho do osm�ho slova v
etn�� tzn� �sek ve
zn�n� �nasi k vasim aby prisli vasi��

� � �

P�i �e�en� �lohy se mus�me v�novat dv�ma relativn� samostatn�m pro�
bl�m�m
 Prvn�m z nich je vhodn� reprezentace mno�iny hledan�ch slov

Ta n�m umo�n� o ka�d�m slov� na str�nce rychle zjistit
 zda pat�� mezi
hledan� slova
 nebo ne
 Ur�it� se n�m tak� vyplat� ka�d� slovo p�itom
nahradit n�jak�m jednozna�n�m k"dem
 nejl�pe cel�m ��slem
 Pro �e�en�
na�� �lohy bude sta�it ozna�it si zvl��tn�mi k"dy ka�d� z N hledan�ch slov

zat�mco v�echna ostatn� slova textu m��eme nahradit t�eba nulou
 Cel�
text str�nky si po p�ek"dov�n� do posloupnosti ��sel m��eme ulo�it do pole
�zn�me horn� omezen� pro po�et slovM�
 pole cel�ch ��sel m� v�razn� ni���
pam�#ov� n�roky ne� pole znakov�ch �et�zc� �jednotliv� slova maj� a� ���
znak���
 Opakovan� porovn�v�n� cel�ch ��sel je tak� v�znamn� rychlej��
ne� porovn�v�n� dlouh�ch znakov�ch �et�zc�
 Celo��seln� k"dy p�i�azen�
hledan�m slov�m nav�c je�t� v�hodn� vyu�ijeme pro indexov�n� pole
 Jak
uvid�me pozd�ji
 budeme pot�ebovat pro jednotliv� hledan� slova evido�
vat jejich po�ty v�skyt� v aktu�ln�m zkouman�m �seku textu
 Druh�m
probl�mem pak bude �e�en� vlastn� �lohy
 tzn
 ur�en� takov�ho �seku slov

kter� je co nejkrat�� a p�itom obsahuje v�echna hledan� slova


Za�neme tedy s na��m prvn�m probl�mem a v�echna hledan� slova ozna�
��me cel�mi ��sly od � do N 
 Na p�i�azen� ��sel jednotliv�m slov�m v�bec
nez�le��
 ale pro jednozna�nost m��eme zvolit o��slov�n� v tom po�ad�

v jak�m jsou slova uvedena na vstupu
 Pokud ozna��me nulou v�echna
slova
 kter� n�s nezaj�maj�
 m��eme takto p�ev�st text str�nky uveden�
v p��kladu v zad�n� �lohy do posloupnosti ��sel �
 �
 �
 �
 �
 �
  
 �
 �
 �

�
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 S tou se n�m ji� bude pracovat l�pe a hlavn�
rychleji
 ne� s p�vodn�m textem
 Ulo��me si ji jednodu�e do pole cel�ch
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��sel indexovan�ho od � do M 
 Poznamenejme je�t�
 �e vedle posloupnosti
k"d� jednotliv�ch slov na str�nce si mus�me pamatovat tak� jejich d�lky

abychom dok�zali ur�it v�sledn� nejkrat�� �sek
 K tomu n�m poslou��
druh� pole indexovan� rovn�� od � do M 
 Pro ilustraci si op�t uk��eme

jak bude vypadat toto druh� pole pro text str�nky z p��kladu v zad�n�
�lohy� $
 �
 �
 �
 �
  
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 �
  
 �
 �
 �
 �
 Uveden� dv� pole
obsahuj� �plnou informaci o �e�en�m probl�mu
 P�evedeme�li si p�vodn�
vstupn� data do podoby t�chto dvou pol�
 nebudeme ji� nad�le muset v��
bec pracovat s ��dn�mi znakov�mi �et�zci a p�i �e�en� �lohy ji� nebudeme
ani pot�ebovat evidenci hledan�ch slov


Popsan� p�i�azen� ��sel slov�m m��eme z�skat nejsn�ze tak
 �e si jed�
notliv� hledan� slova ulo��me za sebou do pole znakov�ch �et�zc�
 Toto
pole bude indexov�no od � do N 
 index ur�uje k"d p�i�azen� p��slu�n�mu
slovu
 Takov� �e�en� by n�m ale pr�ci s textem p��li� neurychlilo
 jeliko�
p�i zpracov�n� ka�d�ho slova zkouman�ho textu bychom museli pole opa�
kovan� sekven�n� proch�zet a jednotliv� znakov� �et�zce v n�m pracn�
vyhled�vat
 P�eveden� zadan�ho textu do podoby pole ��sel popsan�ho
v p�edchoz�m odstavci by vy�adovalo pr�ci O�M �N � L�
 kde L ozna�uje
maxim�ln� d�lku slova


V�po�et m��eme urychlit
 pokud pole hledan�ch slov set��d�me
 To sice
vy�aduje vykonat jednor�zov� O�N �L � logN� operac�
 slova textu pak ale
m��eme v poli vyhled�vat p�len�m interval�
 tedy v logaritmick�m �ase

�asov� slo�itost zpracov�n� zadan�ho textu se n�m t�m sn��� na O�M �L �
logN�
 To je ov�em po��d zbyte�n� mnoho
 Nab�zej� se dv� jin�
 mnohem
vhodn�j�� �e�en�
 Prvn�m z nich je pou��t pro ulo�en� mno�iny hledan�ch
slov m�sto oby�ejn�ho pole datovou strukturu trie
 �esky ozna�ovanou jako
p�smenkov� strom
 Druhou
 podobn� dobrou mo�nost� je vyu��t he�ov�n�


P�smenkov� strom slou�� k reprezentaci n�jak� mno�iny slov �v na�em
p��pad� v�ech N vyhled�van�ch slov�
 Ka�d� uzel stromu p�edstavuje po�
��te�n� �sek n�jak�ho slova
 Uzel m��e m�t a� �� syn�
 kter� odpov�daj�
prodlou�en� za��tku slova o n�kter� z p�smen %a% a� %z%
 Ko�en stromu p�ed�
stavuje pr�zdn� slovo
 V ka�d�m listu stromu n�jak� slovo kon��
 slovo ale
m��e kon�it i ve vnit�n�m uzlu stromu �je�li po��te�n�m �sekem n�jak�ho
jin�ho
 del��ho slova�
 Ve v�ech uzlech trie proto mus� b�t zaznamen�na
informace
 zda tam n�jak� ulo�en� slovo kon��
 nebo ne
 V n�kter�ch �lo�
h�ch n�m k tomu posta�� p��znak typu boolean
 v�t�inou ale chceme tak�
ur�it k"d nalezen�ho slova
 tak�e pou�ijeme �daj vhodn�ho celo��seln�ho
typu
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P�smenkov� strom pro zadanou mno�inu N hledan�ch slov postav�me
v �ase O�N �L�
 kde L op�t zna�� maxim�ln� d�lku slova
 Ka�d� z N slov do
n�j toti� vlo��me v �ase O�L�
 Vyjdeme od �pr�zdn�ho� stromu tvo�en�ho
pouze ko�enem a do stromu postupn� vkl�d�me slova 	 ka�d� v�dy p�s�
meno po p�smenu
 Dokud to jde
 sestupujeme stromem podle jednotliv�ch
p�smen vkl�dan�ho slova od ko�ene sm�rem dol� po ji� existuj�c�ch uzlech

Jakmile pro n�kter� p�smeno slova nevede cesta do ji� existuj�c�ho uzlu

vytvo��me nov� uzly pro toto p�smeno a tak� pro v�echna dal�� p�smena
za n�m n�sleduj�c� ve slov� a zapoj�me je do stromu na pat�i�n� m�sto

Uzel
 do n�ho� p�ijdeme pomoc� posledn�ho p�smena slova
 ozna��me je�t�
��seln�m k"dem tohoto slova


P�i hled�n� slova v p�smenkov�m strom� postupujeme od ko�ene sm��
rem k list�m podle jednotliv�ch p�smen hledan�ho slova
 Pokud se p�i tom
dostaneme do situace
 �e p��slu�n� p�echod neexistuje
 znamen� to
 �e hle�
dan� slovo nen� v trii ulo�eno
 Jestli�e takto �sp��n� zpracujeme v�echna
p�smena hledan�ho slova a skon��me v n�jak�m uzlu
 ze z�znamu v tomto
uzlu zjist�me
 zda je hledan� slovo v trii ulo�eno a pokud ano
 jak� m�
p�i�azen k"d
 Vyhled�n� jednoho slova v trii m� z�ejm� �asovou slo�itost
O�L�
 tak�e zpracov�n� cel�ho textu d�lky M zvl�dneme touto metodou
prov�st v �ase O�M � L�


Alternativn� zp�sob ulo�en� zadan�ch N slov pomoc� he�ov�n� zde ji�
nebudeme rozeb�rat
 m��ete se o n�m do��st t�eba v Program�torsk� ku�
cha�ce na webov�ch str�nk�ch Koresponden�n�ho semin��e z programov�n�
MFF UK� http���ksp
m&
cuni
cz�tasks����cook�
html

Sestrojen� he�ovac� tabulky s N slovy i n�sledn� vyhled�v�n� v�ech M
slov tvo��c�ch text bude m�t p�ibli�n� stejnou �asovou slo�itost
 jak� jsme
dos�hli p�i pou�it� trie


Nyn� se budeme v�novat druh� ��sti �e�en� �lohy
 P�edpokl�dejme
 �e
m�me p�ipravenoM �prvkov� pole s k"dy slov tvo��c�ch zpracov�van� text
v p�vodn�m po�ad� a druh� M �prvkov� pole s d�lkami t�chto slov
 V textu
budeme hledat co nejkrat�� �sek obsahuj�c� v�ech N hledan�ch slov
 Pri�
mitivn� �e�en� m��e vypadat tak
 �e postupn� zvol�me v�emi mo�n�mi
zp�soby souvisl� �sek textu
 ur��me jeho d�lku a ov���me
 zda obsahuje
v�ech N slov
 Z vyhovuj�c�ch �sek� vybereme ten nejkrat��
 Tento postup
sice vede k nalezen� spr�vn�ho �e�en�
 je ale zna�n� pomal�
 V textu tvo�e�
n�m M slovy lze vybrat souvisl� �sek O�M�� zp�soby
 ov��en� spr�vnosti
jednoho zkouman�ho �seku a ur�en� jeho d�lky m� pracnost O�M�
 tak�e
celkov� �asov� slo�itost algoritmu je O�M��
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Zb�v� je�t� vysv�tlit
 jak�m zp�sobem budeme ov��ovat
 zda zkouman�
�sek obsahuje v�ech N hledan�ch slov
 Vyu�ijeme skute�nost
 �e jsme si
v�echna hledan� slova p�ek"dovali do ��sel od � do N 
 Vytvo��me si pole
p��znak� indexovan� od � do N 
 zkouman� �sek budeme proch�zet slovo
po slov� a ka�d�mu slovu ze zkouman�ho �seku nastav�me v tomto poli
p��znak
 �e se ji� vyskytlo
 V pomocn� prom�nn� si p�itom budeme po���
tat
 kolik p��znak� jsme nastavili
 Po projit� cel�ho �seku n�m po��tadlo
p��znak� p��mo ur�uje
 zda jsou nastaveny p��znaky u v�ech N hledan�ch
slov


V��e popsan� algoritmus je zna�n� neefektivn� proto
 �e v n�m mno�
hokr�t opakovan� proch�z�me a zapracov�v�me tyt�� �seky textu
 Hle�
d�n� nejkrat��ho �seku obsahuj�c�ho v�ech N slov zrychl�me
 kdy� budeme
v�echny �seky textu se stejn�m za��tkem zkoumat pohromad�
 Za��tek
�seku m��eme zvolit M zp�soby
 Pro ka�dou volbu za��tku budeme do
zkouman�ho �seku postupn� po jednom p�id�vat po sob� n�sleduj�c� slova
textu tak dlouho
 dokud v �seku nebude obsa�eno v�echN hledan�ch slov

To budeme sledovat pomoc� stejn�ho pole p��znak�
 jako v p�edchoz�m p���
pad�
 Pr�b��n� si p�i tom budeme po��tat tak� d�lku zkouman�ho �seku

Nejkrat�� �sek textu
 kter� obsahuje v�ech N hledan�ch slov a za��n� na
pevn� zvolen�m m�st�
 takto najdeme v �ase O�M�
 resp
 v �ase O�M�
zjist�me
 �e pro zvolen� za��tek takov� �sek neexistuje
 Celkov� �asov�
slo�itost uveden�ho postupu �e�en� je proto O�M��


P�edvedeme si te' je�t� lep�� postup
 kter� na�i �lohu vy�e�� dokonce
v �ase O�M�
 Za�neme �pln� stejn� jako v p�edchoz�m �e�en� 	 pro �sek
za��naj�c� prvn�m slovem textu najdeme konec �seku tak
 aby byl co nej�
krat�� a p�itom obsahoval v�echna hledan� slova
 Nam�sto pole p��znak�
ur�uj�c�ch
 kter� z hledan�ch slov se ji� ve zkouman�m �seku vyskytlo
 bu�
deme tentokr�t vyu��vat podobn� pole indexovan� od � do N 
 kter� bude
ov�em obsahovat ��ta�e
 kolikr�t se v �seku kter� slovo vyskytlo
 Zat�mco
v p�edchoz� variant� �e�en� jsme pot� cel� v�po�et zopakovali pro �sek za�
��naj�c� druh�m slovem textu �a pak t�et�m slovem
 �tvrt�m slovem
 atd
�

nyn� dal�� postup zm�n�me a z �seku nalezen�ho v prvn�m kroku v�po�tu
odebereme jeho prvn� slovo
 T�m posuneme za��tek zkouman�ho �seku
na druh� slovo textu
 ale zachov�me si moment�ln� konec zkouman�ho
�seku a jemu odpov�daj�c� nastaven� ��ta�e po�tu slov �s jedinou zm�nou
za pr�v� odebran� slovo�
 Z hodnot ��ta�� snadno zjist�me
 zda zkouman�
�sek i po odebr�n� sv�ho prvn�ho slova st�le je�t� obsahuje v�ech N hle�
dan�ch slov
 Pokud ano
 m�me nov� �a dokonce krat��� vyhovuj�c� �sek
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Pokud ne
 mus�me zkouman� �sek prodlou�it a za�neme do n�j op�t po
jednom p�id�vat n�sleduj�c� slova textu tak dlouho
 dokud je to zapot�eb�

T�m z�sk�me vyhovuj�c� �sek
 kter� za��n� druh�m slovem textu a kon��
co nejbl��e
 jak jen je to mo�n�
 Popsan� proces se bude st�le opakovat

postupn� p�i n�m vyhled�me v�echny vyhovuj�c� �seky minim�ln� d�lky
a z nich vybereme ten
 kter� je nejkrat��


Zna�ky vymezuj�c� za��tek a konec pr�v� zkouman�ho �seku se b�hem
popsan�ho v�po�tu st��dav� �ale ne nutn� pravideln�� posouvaj� textem
zleva doprava
 P�i cel�m v�po�tu jednou projdou od za��tku do konce
textu
 tak�e postupn� vyhodnocujeme pouze O�M� �sek�
 Zpracov�n� ka��
d�ho z nich m� d�ky vyu�it� pole ��ta�� konstantn� �asovou slo�itost 	 nov�
�sek se li�� od p�edchoz�ho v�dy jen o jedno slovo �p�idan� na konci nebo
odebran� na za��tku �seku�
 Celkov� �asov� slo�itost v�po�tu je proto
opravdu rovna slibovan� hodnot� O�M�


Jak jsme si uk�zali
 �e�en� �lohy se skl�d� ze �ty� krok�
 T�mi jsou

	 postaven� trie �p��p
 he�ovac� tabulky� se v�emi N hledan�mi slovy
v �ase O�N � L�


	 p�ek"dov�n� textu tvo�en�ho M slovy v �ase O�M � L�

	 vyhled�n� nejkrat��ho �seku obsahuj�c�ho v�echna hledan� slova v �ase
O�M�


	 v�pis v�sledku v konstantn�m �ase


Jeliko�N je jist� men�� ne�M 
 m��eme celkovou �asovou slo�itost �e�en�
shora odhadnout jako O�M � L�


Na z�v�r zap��eme cel� �e�en� v programovac�m jazyce Pascal
 Datov�
typ Uzel
 procedury Vytvor
 Vloz a Vyhledej slou�� k ulo�en� p�smenkov�ho
stromu a k prov�d�n� p��slu�n�ch operac� v n�m
 K"d programu p�esn�
odpov�d� popsan�mu algoritmu a je n�zorn� rozd�len do �ty� po sob�
jdouc�ch etap uveden�ch v p�edchoz�m odstavci


program Stranka�

const MaxN � ����� �maxim�ln� po�et hledan�ch slov	

MaxM � 
������ �maxim�ln� po�et slov v textu	

type Uk � �Uzel�

Uzel � record �uzel trie	

pismeno� array
�a����z�� of Uk�

kod� integer

end�
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var N� M� integer� �po�et hledan�ch slov a po�et slov

v textu	

trie� Uk� �ko�en trie	

slova� array
���MaxM� of integer� �zak�dov�n� textu	

delky� array
���MaxM� of integer� �d�lky slov v textu	

zac� kon� delka� integer� �zkouman� �sek	

min�zac� min�kon� min�delka� integer� �nejlep�� �sek	

vyskyt� array
���MaxN� of integer�

�po�ty v�skyt� hledan�ch slov ve zkouman�m

�seku	

pocet� integer�

�po�et hledan�ch slov obsa�en�ch ve zkouman�m

�seku	

slovo� integer� �p�id�van� nebo ub�ran� slovo	

s� string�

i� integer�

procedure Vytvor�var T� Uk��

�vytvo�en� nov�ho pr�zdn�ho uzlu trie	

var z� char�

begin

new�T��

for z �� �a� to �z� do T��pismeno
z� �� nil�

T��kod �� ��

end� �Vytvor	

procedure Vloz�T� Uk� S� string� K� integer��

�vlo�en� slova S s k�dem K do trie T	

var i� integer�

begin

for i �� � to length�S� do

begin

if T��pismeno
S
i�� � nil then Vytvor�T��pismeno
S
i����

T �� T��pismeno
S
i���

end�

T��kod �� K

end� �Vloz	
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function Vyhledej�T� Uk� S� string�� integer�

�vyhled�n� slova S v trii T�

vrac� k�d slova S resp� �� pokud slovo S v T nen�	

var i� integer�

begin

for i �� � to length�S� do

if T��pismeno
S
i�� � nil then

begin Vyhledej �� �� exit end

else

T �� T��pismeno
S
i���

Vyhledej �� T��kod

end� �Vyhledej	

begin �program	

��� Sestrojen� trie hledan�ch slov	

Vytvor�trie�� �ko�en stromu	

readln�N��

for i��� to N do

begin

readln�s�� �hledan� slova	

Vloz�trie� s� i�

end�

�
� Ulo�en� vstupn�ho textu	

readln�M��

for i �� � to M do

begin

readln�s�� �slova textu	

slova
i� �� Vyhledej�trie� s�� �k�dy slov	

delky
i� �� length�s� �d�lky slov	

end�

��� Nalezen� nejlep��ho �seku	

zac �� �� kon �� �� �po��te�n� pr�zdn� �sek	

delka �� ���

for i �� � to N do vyskyt
i� �� ��
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po�et �� ��

min�delka �� maxint�

while true do

if po�et � N then ��sek prodlou�it	

begin

inc�kon��

if kon  M then break�

slovo �� slova
kon�� �p�id�van� slovo	

delka �� delka ! delky
kon� ! ��

if slovo  � then �je to hledan� slovo	

begin

inc�vyskyt
slovo���

if vyskyt
slovo� � � then �dosud v aktu�ln�m �seku

nebylo	

begin

inc�pocet��

if pocet � N then �m�me nov� vyhovuj�c� �sek	

if delka � min�delka then

begin

min�zac �� zac� min�kon �� kon�

min�delka �� delka

end

end

end

end

else �pocet � N ��� zkr�tit �sek zleva	

begin

slovo �� slova
zac�� �odeb�ran� slovo	

delka �� delka � delky
zac� � ��

if slovo  � then �je to hledan� slovo	

begin

dec�vyskyt
slovo���

if vyskyt
slovo� � � then dec�pocet��

end�

inc�zac��

if �pocet � N� and �delka � min�delka� then

begin

min�zac �� zac� min�kon �� kon�
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min�delka �� delka

end

end�

�"� V�pis v�sledku	

if min�delka � maxint then

writeln��Chybna stranka#��

else

begin

writeln�min�zac� � �� min�kon��

writeln�min�delka��

end

end� �program	

�Autorkou �vodn� ilustrace je Mgr� Jaroslava �erm�kov���

Vyu�itie IKT pri rozv�jan� kompetencie
modelovania vo vyu	ovan� matematiky

STANISLAV LUK��

Pr�rodovedeck� fakulta UPJ	 v Ko
iciach

Modelovanie a rie�enie probl�mov

Rozv�janie kompetenci� matematick�ho modelovania a rie�enia probl��
mov patr� medzi z�kladn� ciele s��asn�ho vyu�ovania matematiky


Pre modelovanie re�lnych probl�mov je v�chodiskom dobr� porozume�
nie re�lnej situ�cie a identi(k�cia re�lnych objektov a ich vz�jomn�ch
v)zieb
 V�sledkom matematick�ho modelovania je potom transform�cia
re�lneho probl�mu na probl�m matematick�
 Pri tejto transform�cii pre�
n��ame objekty a vlastnosti z re�lneho sveta do abstraktn�ho sveta ma�
tematick�ch pojmov a objektov
 z ktor�ch je zostaven� model
 Pri mate�
matickom modelovan� sa tak re�lne objekty nahradzuj� matematick�mi
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a vz#ahy medzi nimi sa vyjadruj� naj�astej�ie vo forme rovn�c
 nerovn�c
a funk�n�ch z�vislost�


V procese vytv�rania a rie�enia matematick�ho modelu mo�no rozmani�
t�mi sp*sobmi vyu�i# potenci�l IKT
 My sa v tomto �l�nku s�stred�me na
vyu�ite tabul%kov�ho kalkul�tora a dynamick�ho geometrick�ho syst�mu pri
vytv�ran� a sk�man� r*znych typov modelov
 Tabul%kov� kalkul�tor dispo�
nuje numerick�mi a gra(ck�mi n�strojmi
 ktor� ul%ah�uj� a zjednodu�uj�
proces modelovania
 Tabul%ky m*�u predstavova# jednoduch� formu ma�
tematick�ho modelu a ich tvorba a modi(k�cia v prostred� tabul%kov�ho
kalkul�tora rozv�ja predstavu modelovania ako dynamick�ho procesu
 Vy�
u�it�m z�kladn�ch v�po�tov�ch oper�ci� a zabudovan�ch funkci� mo�no
vytv�ra# vzorce
 ktor� vyjadruj� vz#ahy medzi �dajmi ulo�en�mi v bun�
k�ch tabul%ky
 Vel%kou v�hodou tabul%kov�ho kalkul�tora je skuto�nos#
 �e
�daje v tabul%k�ch sa pri manipul�cii s modelom simult�nne menia a au�
tomaticky prin��aj� v�sledky
 ktor�ch vhodnos# vo vz#ahu k rie�en�mu
probl�mu mo�no n�sledne vyhodnoti#


Vyu�itie r	znych typov modelov vo vyu
ovan� matematiky

Matematick� modelovanie m*�e nadob�da# vo vyu�ovacom procese r*z�
ne podoby
 Jeho vhodn� zaradenie do v�u�by m*�e podporova# akt�vne z�s�
kavanie poznatkov zalo�en� na experimentovan� a v�skumn�ckej �innosti


Podl%a matematick�ho apar�tu mo�no rozli�ova# p)# typov modelov�
� Aritmetick� � vyjadren� napr�klad vo forme tabul%ky oper�cie

� Geometrick� � zostaven� pomocou geometrick�ch �tvarov

� Gra(ck� � zn�zor�uj�ci grafy reprezentuj�ce funk�n� z�vislosti

� Algebraicko�analytick� � zalo�en� na vyjadren� vz#ahov medzi premen�
n�mi reprezentuj�cimi re�lne objekty pomocou rovn�c
 nerovn�c a funk��
n�ch z�vislost�


� Kombinovan�

V�ber typu modelu pre rie�enie probl�mu je podmienen� charakterom

vstupn�ch inform�ci� a vlastnos#ami modelovanej probl�movej situ�cie

Na pr�cu s numerickou reprezent�ciou re�lnych objektov mo�no vyu�i#

aritmetick� model
 ktor� v zjednodu�enej forme vyjadruje kvantitat�vne
vz#ahy medzi veli�inami
 Presk�manie v�sledkov aritmetick�ch oper�ci�

umo��uj� jednoduch�ie tabul%ky s dvoma riadkami alebo st+pcami alebo aj
zlo�itej�ie tabul%ky


Pr�klad �� Ako pr�klad na vyu�itie zlo�itej�ej tabul%ky
 pri zostavovan� kto�
rej je vhodn� vyu�i# tabul%kov� kalkul�tor
 m*�e sl��i# nasledovn� �loha
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od anglick�ho matematika Jamesa Josepha Sylvestera
 ktor� bola publi�
kovan� v , -
 Z vel�k�ho po
tu po�tov�ch zn�mok s hodnotami � a �� sa
daj� sklada� r�zne hodnoty� Ak� je najv�
�ia hodnota� ktor� sa ned� vy�
tvori� kombin�ciou t�chto dvoch hodn�t� Je zrejm�
 �e napr�klad hodnota
�� sa ned� zlo�i# z hodn*t zn�mok � a �$
 Ak budeme sk��a# zostava# v)��
�ie hodnoty
 st�le viac mo�nost� je potrebn� preveri# pri hl%adan� postupu
skladania hodn*t � a �$
 Presk�majme ��sla
 ktor� mo�no vytvori# kom�
bin�ciou hodn*t zn�mok � a �$
 Detailnej�� pohl%ad na s��ty vytv�ran�
kombin�ciou hodn*t zn�mok prin��a tabul%ka
 v ktorej s� systematicky
po��tan� s��ty n�sobkov hodn*t � a �$ �pozri tab
 ��


Z�hlavie riadkov a st+pcov tvoria ��sla ud�vaj�ce
 kol%kokr�t je v s��te
zapo��tan� n�sobok jednotliv�ch hodn*t
 Na v�po�et s��tu n�sobkov hod�
n*t � a �$ je v bunke B� zap�san� vzorec� ��$%A
!�&$B%�
 ktor� je sko�
p�rovan� do zvy�nej �asti tabul%ky
 V druhom riadku tabul%ky s� teda za

sebou id�ce n�sobky ��sla �$
 ku ktor�m sa v st+pcoch tabul%ky postupne
pripo��tava ��slo �


����
����
����

Tab� �

Vzhl%adom na skuto�nos#
 �e v st+pcoch tabul%ky sa ��sla zv)��uj� o �


patria v�etky ��sla v jednotliv�ch st+pcoch do rovnakej zvy�kovej triedy

modulo �
 V st+pci B s� ��sla zo zvy�kovej triedy � modulo �
 V 'al��ch

�tyroch st+pcoch tabul%ky s� ��sla zo zvy�kov�ch tried �
 �
 �
  modulo �
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V 'al��ch st+pcoch tabul%ky s� u� potom ��sla
 ktor� sa nach�dzaj� aj v st+p�
coch B a� F
 ale v riadkoch
 ktor� u� nie s� zobrazen� v tabul%ke �
 Na ��sla

ktor� sa nedaj� vyjadri# kombin�ciou ��sel � a �$
 poukazuje druh� riadok
tabul%ky
 Napr�klad najv)��ie prirodzen� ��slo zo zvy�kovej triedy � mo�
dulo �
 ktor� sa ned� vyjadri# kombin�ciou ��sel � a �$ je ��
 Rie�en�m
�lohy je ��slo zo zvy�kovej triedy  modulo �
 konkr�tne ��slo � 


Pr�klad 
� Zaoberajme sa 'alej modi(k�ciou prvej �lohy
 Majme zn�mky
s hodnotami � a ��� Kol�k�mi sp�sobmi mo�no nalepi� do radu zn�mky�
aby sme poskladali hodnotu 	�� Za�nime skladan�m men��ch hodn*t pred�
stavuj�cich n�sobky ��sla ��

�� ���
��� ��
 ��
 ����
��� ��
 ���
 ��
 �
 ��
 ���
 ��
��� ��
 �
 ���
 ���
 ���
 ��
 ��
 ��
 ��
 �
 �
 ��
 ���
 �
 ��

U� pri vypisovan� mo�nost� pre hodnotu �� sme postupovali tak
 �e
k mo�nostiam pre hodnotu �� sme pridali ��slo �� a k mo�nostiam pre
hodnotu �� sme pridali ��slo �
 Z�skali sme tak � mo�nost�
 Ak tento reku�
rentn� vz#ah budeme vyu��va# 'alej
 tak pre hodnotu �� m�me ! mo�nost�

pre hodnotu  � je to u� � mo�nost�
 at'
 Teraz u� �iaci l%ahko zostavia
sch�mu s po�tami mo�nost�
 v ktorej sa postupne s��tavaj� posledn� dve
��sla
 Z�skaj� tak �leny Fibonacciho postupnosti
 Zvy�ajne sa t�to postup�
nos# vyjadruje v�eobecn�m vz#ahom� F �n� . F �n���/F �n���
 F ��� . �

F ��� . �


V 'al�om kroku m*�u �iaci prehl%adne zap�sa# po�ty n�jden�ch mo�nost�
v z�vislosti od po�tu vyu�it�ch zn�mok do tabul%ky �


��������
Tab� �

�lohou �iakov by bolo objavi# vz#ah
 ktor� by im dovolil l%ahko zv)��
�i# t�to tabul%ku v prostred� tabul%kov�ho kalkul�tora a� do hodnoty ���
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Vy��ie op�san� rekurentn� vz#ah sa v zostavenej tabul%ke premietne tak�m

sp*sobom
 �e ak ��slo nele�� v prvom riadku alebo v prv�ch dvoch st+p�
coch v�sledkovej �asti tabul%ky
 tak sa rovn� s��tu susedn�ch dvoch ��sel
z predch�dzaj�ceho riadku tabul%ky
 ktor� s� umiestnen� od neho vl%avo
 Po
vytvoren� tabul%ky by mali �iaci zbada#
 �e v jednotliv�ch riadkoch tabul%ky
sa nach�dzaj� ��sla z odpovedaj�cich riadkov Pascalovho trojuholn�ka


Pr�klad �� Zauj�mav� aplik�ciu geometrick�ho modelu pon�ka probl�m

ktor� je uveden� v publik�cii ,�- venovanej matematick�mu modelovaniu


Rebr�k d��ky d sa pos�va popri stene a pad� na podlahu� V strede rebr�ka je
farebn� �kvrna� Ak� dr�hu opisuje �kvrna po
as p�du rebr�ka� Pri rie�en�
tohto probl�mu vyu�ijeme geometrick� model vytvoren� v prostred� dyna�
mick�ho geometrick�ho syst�mu
 Z�kladom modelu je s�radnicov� s�stava
zn�zor�uj�ca kolm� stenu a podlahu a �se�ka PQ predstavuj�ca konkr�tnu
polohu rebr�ka �pozri obr
 ��


���
���
���

Obr� �

Za d+�ku rebr�ka sme zvolili ��slo !
 Farebn� �kvrna v strede rebr�ka je
reprezentovan� bodom S
 Pri pohybe bodu Q po osi y sa zobrazuj� r*zne
polohy rebr�ka po�as jeho p�du popri stene
 Vyu�it�m n�strojov dynamic�

k�ho geometrick�ho syst�mu je zviditel%nen� dr�ha bodu S
 Po zmene d+�ky
rebr�ka sa v kon�trukcii prekresl� aj dr�ha bodu S
 Z pozorovania zobraze�
nej dr�hy bodu S mo�no vyslovi# hypot�zu
 �e stred rebr�ka sa pohybuje
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po �tvr#kru�nici so stredom v bode O
 T�to hypot�zu l%ahko zd*vodn�me
vyu�it�m s�radn�c bodov a vz#ahu pre vzdialenos# dvoch bodov v rovine


Ak ozna��me d+�ku �se�ky PQ symbolom d
 tak plat� p�/ q� . d�
 Druh�
mocnina vzdialenosti bodu S od bodu O je ur�en� v�razom�

p�

�
/
q�

�

Po porovnan� tohto v�razu s predch�dzaj�cou rovnos#ou vidno
 �e vzdia�
lenos# bodu S od bodu O je kon�tantn� a m� hodnotu d��


Po vyrie�en� probl�mu si v�ak mo�no polo�i# ot�zku� Ako by sa zme�
nilo rie�enie
 ak by sme sk�mali dr�hu in�ho bodu na rebr�ku0 Pomocou
vytvoren�ho geometrick�ho modelu mo�no zobrazi# aj dr�hu in�ho bodu
na �se�ke PQ
 Na obr�zku � je zobrazen� aj bod S�
 ktor� je stredom
�se�ky QS
 Ako vidno z obr�zka
 z�skali sme krivku
 ktor� u� nie je �astou
kru�nice
 Pre zov�eobecnenie rie�enia probl�mu u� pou�ijeme algebraicko�
analytick� model odvoden� z p*vodn�ho modelu


Na �se�ke PQ d+�ky d si zvol�me l%ubovol%n� bod R r*zny od krajn�ch

bodov P 
 Q
 Bod R rozdelil rebr�k na dve �asti
 ktor�ch d+�ky ozna��me

symbolmi a
 b
 Deliaci bod R teda rozdelil d+�ku rebr�ka d v pomere a � b

Opisovan� situ�cia je zobrazen� na obr�zku �


���
������

Obr� �
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Body A
 B le�iace na s�radnicov�ch osiach zn�zor�uj� polohu bodu
R v dvoch medzn�ch �peci�lnych pr�padoch
 Na z�klade zvolen�ch veli��n
vypo��tame s�radnice bodu R
 Najprv vyjadr�me parametrick� rovnicu
�se�ky PQ
 Smerov� vektor m� s�radnice Q� P . ,�p� q-
 Parametrick�
rovnica �se�ky PQ m� tvar�

x . p� p � t

y . q � t� t � h�� �i

Hodnotu parametra t pre s�radnice bodu R ur�uje pomer d+�ky a k d+�ke
celej �se�ky PQ
 Pre x�ov� s�radnicu bodu R plat��

x . p� p �
a

d
. p �

�
��

a

d

�
. p �

b

d

Podobne ur��me aj y�ov� s�radnicu bodu R a teda plat��

R

�
p �

b

d
� q �

a

d

�
�

Nech plat� b � a
 Podl%a zostrojen�ho modelu by sa bod R mohol pohy�
bova# po �asti elipsy so stredom v bode O
 hlavnou polosou a
 vedl%aj�ou

polosou b
 S�radnice bodov le�iacich na tejto elipse sp+�aj� rovnicu�

x�

b�
/
y�

a�
. �

Ak plat� n�� predpoklad
 musia potom s�radnice bodu R pre l%ubovol%n�
polohu rebr�ka vyhovova# rovnici elipsy


p� � b
�

d�

b�
/
q� � a

�

d�

a�
. �

Po jednoduchej �prave tejto rovnice dost�vame rovnicu p� / q� . d�

ktor� plat� pre l%ubovol%n� polohu rebr�ka po�as jeho p�du
 Ak by platilo
a . b
 dost�vame �peci�lny pr�pad
 ktor� sme sk�mali na za�iatku


�Pokra
ov�n��
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