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Reseni tiloh
V ¢lanku jsme predstavili 12 tloh; vSech de-
vét, které vSechny poradajici stadty povinné za-
radily do svych testli, a navic tfi z tloh, které
jsme vybrali do ¢eského narodniho kola.
Nékteré z hypotéz zde uverejnénych chceme
zkoumat i v nésledujicich ro¢nicich soutéze. Me-

v

rozumét symbolickému zapisu, a zda s vékem roste spésnost v feseni téze
tlohy. Véfime, ze tyto poznatky by mohly pomoci pfi inovaci ndrodniho
kurikula pfedmétu informatika a ICT. Hlavnim naSim cilem v8ak je, aby
se zaci dobre bavili nad chytrymi tilohami a zdravé si zasoutézili.

Brouk a jeho pout

7 pole A1 se brouk do cile nedostane: A1 — C1 — C2 — C5 mimo
tabulku (viz obréazek). Odpovédi, v nichZ je Al, jsou tedy Spatné. Zbyvaji
moznosti A2, Ad a A2, A3, A4. Ty se lii polickem A3, zkontrolujeme tedy
start v policku A3: A3 - B3 — B2 — C2 — C5 mimo tabulku. Z A3 se
nelze dostat do cile. Spravnd odpovéd je A2, A4 (kontrola: vychézime
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Obr. 1R Brouk a jeho pout

z A4 - B4 - Bl - D1 - D3 —» C3 — C4 — E4; vychazime-li z A2 —
A4 a dal je to stejné).
0X

Podle prvni instrukce ma kurzor dojet az pred X a misto mezer psat 0.
Po vykondani prvni instrukce bude radek vypadat:

0000000000000 X ______

Podle druhé instrukce ma kurzor jet zpét na zacatek radku. Pritom ma
vzdy nahradit 0 za X (pfitom posko¢i o 1 misto vpravo) a poskocit o 2
mista vlevo. To znamena, ze pii kazdém kroku se vyméni 0 za X a kurzor
se posune o 1 misto doleva. Nahradi tak vSechny 0 znaky X (kromé prvni
nuly zleva, tu jiz nahradit nestihne), spravna je tedy odpovéd D.

Natirdni dveri

Dvefe na poli (4, 3) jsou tmavé. Natérac je obarvi na bilo a ma obarvit
v8echny 4 sousedni dvefe (oboje vedlejsi a dvefe pod a nad), pokud jsou
tmavé. Okolo dver{ (4, 3) jsou jen jedny tmavé dvefe — nalevo: (4, 2).
Natérac obarvi tyto dvefe a mé obarvit 4 okolni.

Okolo dveri (4, 2) jsou dvoje tmavé dvefe — nalevo (4, 1) a nahote (5,
2). M4 tedy vykonat dvé procedury: Natfi(4, 1) a Natii(5, 2).

Natérac¢ obarvi dvefe (4, 1). Okolo téchto dvefi jiz nejsou zadné tmavé
dvere, takze Natii(4, 1) skon¢i. Natéra¢ obarvi dvefe (5, 2) a také skonci
(okolo také nejsou tmavé dvere). Celkem natérac obarvil ¢tvery dvefe:
(4, 3), (4, 2), (4, 1), (5, 2). Spravneé je C.
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Kdo snédl dzem?

Kuba a Mates tvrdi opak: Kuba tika, ze dzem nesnédl, Mates tikd, ze
Kuba dzem snédl. To znamend, Ze pouze jeden z nich mohl mit pravdu.
Protoze pouze jedno tvrzeni smi byt pravdivé, Pavel musel lhat. Protoze
tvrdil, Ze je nevinny, ve skutecnosti dzem snédl Pavel.

(Zkouska: Potom Kuba nemohl dZem snist, je nevinny a mluvil tedy
pravdu. Mates tedy lhal, Kuba dZem nesnédl. Pouze Kubova odpovéd je
pravdiva, Pavel a Mates lhali.)

Ke spravnému feSeni se lze dobrat i jinou cestou — tim, Ze projdeme
v8echny moznosti (jsou jen tii):

1. Jestlize dzem snédl Mates, Pavel i Kuba mluvili pravdu, ze jsou nevinni,
ale pravdu smél mit pouze jeden. Je tu rozpor, Mates dzem nesnédl.

2. Snédl-li dzem Kuba, mél pravdu Pavel (Ze je nevinny) i Mates (Ze dZem
snédl Kuba). Jsou zde dvé pravdivé odpovédi a to je rozpor se zadanim.

3. Pokud dzem snédl Pavel, mluvil pravdu pouze Kuba (totiz Ze je nevi-
nen). Mates lhal, Ze Kuba snédl dzem, a Pavel lhal o své neviné. Jedna
odpovéd je spravnd, toto je spravné feSeni.

Funkce KDYZ

Ptdme se na hodnotu funkce KDYZ(A > B; A; KDYZ(B < C;C; B)).
Neplati A > B, takze funkce KDYZ vybirad druhou hodnotu (podtr-
zenou). Tato hodnota je hodnotou funkce KDYZ (B < C;C;B). Plati
B < C, funkce vybird prvni hodnotu a tou je hodnota C. Protoze C = 5,
spravny vysledek je 5.

Dlazdéni

Podle grafu ma mit kazda dlazdice 6 sousedt. Spravna odpovéd je B. Na
této fotografii maji dlazdice pouze 4 sousedy (pokud bychom brali dotyk
i ve vrcholu, pak maji 8 sousedl). Na ostatnich maji dlazdice po Sesti
sousedech.

ZavlaZovact systém

Strom muze byt zalit vodou z levé nebo z pravé nadrze. Aby se strom
zalil vodou z pravé nddrze, musi byt oba kohouty C i D otevieny. Ani
v jedné nabizené odpovédi nejsou otevieny oba kohouty C i D, z pravé
nadrze tak nemtze byt strom zalit.

Aby se strom napojil vodou z levé nadrze, musi byt otevien kohout B
azavien A (jinak jim voda z prostfedni nadrze vytece pry¢). Spravneé je C.
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Razeni karet
Je tfeba péti tahti. Predstavujeme jedno z moznych feSeni, tahy v da-
nych krocich jsou vyznaceny tucné:

42653 —+24653—-24635—-+24365—+23465—>23456

K presunuti 2 z druhého na prvni misto je tieba 1 tah, k presunuti 3
z patého na druhé misto 3 tahy. Pak je nutno prehodit poradi 5 a 6, coz
je dalsi 1 tah.

Sloupec taliti
U feseni C jsou talife poloZzeny tak, jako by fronta zakl stila obracené.

Kanoe na jezere

Spravné je A. Odpovéd B ukazuje na chybu, kdy kanoista pieskodcil
2. pravidlo. Odpovéd C by byla spravné, kdyby kanoista podle 1. pravidla
odbocoval vpravo. Odpovéd D ukazuje na prichod po fadcich, po Grovnich

svvs

Ranni béh
Mirek ubéhne 3 -4 - 100 = 1200 kroka.

Potrubi
Spravné je 5 (viz obréazek).

Obr. 8R Potrubi

Zavéreéna poznamka redakce MFI
Recenzenti méli pripominky k formulaci zadani nékterych tloh, ostatné
i nasi ¢tendri méli moznost se nad nimi zamyslet. Po dohodé s autorem
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jsme v8ak tlohy otiskli v autentickém znéni tak, jak je cesti soutézici ze
zékladnich a stfednich §kol dostali, protoze souté€z jiz probéhla. Vznikla
jen otéazka, nemélo-li u néasledujicich tloh ne pravé zcela jasné zadani vliv
na Uspésnost nasich soutézicich.

0X

1) Pod ,pfed X* se, jak patrno z feSeni, ve skutecnosti mini , bezprostFedné
pred X*.

2) V kontextu tlohy, kde se manipuluje s kurzorem, neni samoziejmé, ze po
zapsani znaku se kurzor automaticky posune o jedno misto za zapsany
znak.

Natirdni dveri
Pokoj je zprvu uréen dvojici (patro, dvere), takze neni jasné, co se poz-

déji mini pod ,pokoj —1%, resp. ,,pokoj +1“. Z TeSeni se zda, ze pokoj pak

splyva s dvermi.

Ranni beh

Zde mohlo tesitele mast, ze aktivitou Prebéhni_ulici se nemini pfechod
pres ulici. (MoZn4 se tu projevil vliv slovenstiny, cesky by lépe znélo proved
aktivitu Probéhni_ulici.)
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Upravy goniometrickych vyrazd
vV programu Jasymca

MICHAL CIHAK

Univerzita Hradec Kréalové, Prirodovédecka fakulta

1. Uvod

V soucasné dobé existuje pomérné velké mnozstvi pocitacovych pro-
grami pro symbolické vypocty v matematice, které jsou oznacovany jako
Computer Algebra Systems (CAS). Z celosvétové nejznaméjsich jmenujme
naptiklad systémy Mathematica, Maple, Mathcad a Symbolic Math Toolbox
for Matlab (dfive MuPAD — vice viz [1]). Jednd se o profesionalni komer¢ni
programy, které vyuzivaji védecké a vzdélavaci instituce po celém svéte.
Mnohé jejich funkce lze vyuZzit i ve vyuce matematiky a fyziky na stfedni
Skole. Problémem ale mohou byt pomérné vysoké finan¢ni néklady na po-
fizeni tohoto druhu software, které se pohybuji zhruba od 2000 K¢ vyse
za jednu studentskou licenci, az po nékolik desitek tisic korun za licenci
témy Derive a TI-InterActive, které byly v minulych letech zakupovany,
resp. doporucovany pro stiedni skoly.

Jinou moznosti mtze byt vyuziti nékterého z nekomerc¢nich systém.
I zde je z ceho vybirat, je ale tieba vzit v ivahu, ze jednotlivé programy se
Casto vyrazné lisi mnozstvim zabudovanych funkci, propracovanosti uZiva-
telského rozhrani a moznostmi grafického vystupu. Naptiklad systémy Re-
zejména na mnozstvi jimi nabizenych knihoven funkci. Tyto programy ale
mohou byt pro zacatecnika (studenta stfedni $koly) trochu neptehledné.
Pro potfeby vyuky matematiky na stfedni Skole lze dobte vyuzit i jedno-
dussi systémy. Mé osobné se osvédcil program Jasymca. Domaci stranky
projektu lze nalézt na internetové adrese:!

http://webuser.hs-furtwangen.de/ dersch/jasymca2/

1Pokud se vam nechce opisovat adresu webovych stranek do prohlizete, zkuste je
vyhledat pomoci n&kterého z internetovych vyhleddva&l (napiiklad Google) zaddnim
hesla Jasymca.

234 Matematika - fyzika - informatika 21 2011/2012



Jsou k dispozici v némecké a anglické verzi. Samotnd aplikace je vytvo-
fena v programovacim jazyce Java, v ¢emz spatiuji jednu z jejich nejvétsich
vyhod. Lze s ni totiz pracovat vSude tam, kde je k dispozici prostiedi pro
spousténi Java aplikaci (pfesnéji Java-Runtime prostiedi verze 1.5 a no-
v&jsi). V praxi to znamend, Ze ji mizete spustit napfiklad online v béznych
internetovych prohlizecich v podobé Java Appletu bez nutnosti jakékoliv
instalace. P¥iznivci pfenosnych zafizeni (PDA, Smartphone a dalsi) si mo-
hou aplikaci stahnout na své zafizeni a zde ji plnohodnotnym zptisobem
provozovat. V soucasné dobé, kdy ma riznad mobilni zafizeni k dispozici
mnoho studenti, se jednd o velmi zajimavou a uzitecnou moznost jejich
vyuziti.

Podivejme se nyni, jak vypada bézna prace s aplikaci Jasymca. Vy-
zkouSet si ji mizete nejsnaze piimo na domdcich strankach projektu (viz
vyse). IThned po zobrazeni stranek se automaticky nacte Java applet a zob-
razi se uzivatelské rozhrani aplikace. Rozhrani je velmi jednoduché, v jeho
dolni ¢asti se nachazi vstupni fadek pro zadavani prikaz a dvé tlacitka
pro pohyb dozadu a doptfedu v historii diive zadanych prikazi. Zkuste
do vstupniho radku zapsat napiiklad vyraz factorial(100) a potvrdte
klavesou Enter. V hlavnim okné programu se vam zobrazi nasledujici text:

>> factorial(100)
ans = 9.3326E157

Na prvnim fadku vidite vyraz 100!, ktery jste zadali. Na druhém fadku
je tento vyraz vyjadieny v exponencidlnim tvaru 9,3326 - 10'°7 s piesnosti
na 5 platnych ¢islic. Zkuste pro srovnani urcit hodnotu stejného vyrazu
pomoci nékterého z béznych kapesnich kalkulatori. Vétsina z nich si s nim
neporadi a ohlasi chybu.

Pokud se vam zd4a presnost vypoc¢tu na 5 platnych ¢islic maléd, mizete
ji zvétsit na 16 platnych cislic prikazem format(long), ktery zapiSete
opét do vstupniho Fadku ve spodni ¢asti aplikace (nezapomente potvrdit
kldvesou Enter). Poté muzete zkusit znovu zadat vyraz factorial (100):

>> factorial(100)
ans = 9.332621544394418E157

Poznamenejme, Ze vyraz factorial (100) nemusite znovu opisovat do
vstupniho fadku, staci kdyz se k nému vratite v historii dfive zapsanych
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prikazi nékolikandsobnym kliknutim na tlacitko se symbolem <, které se
nachézi vpravo vedle vstupniho rddku. Podobné se mizete vratit ke které-
mukoliv z dfive zadanych prikazi, podle potieby jej upravit a pak potvrdit
klavesou Enter. Zkuste si takto spocitat naptiklad pribliznou hodnotu vy-
razu 1000!. Pokud chcete nastavit pfesnost zobrazeni redlnych ¢isel na
puvodnich 5 platnych ¢islic, pouzijte prikaz format (short).

MozZn4 vas napadlo, zda by bylo moZné urc¢it hodnotu vyrazu 100! jesté
presnéji. Zkuste zadat vyraz factorial(rat(100)) a vysledek vas mozna
prekvapi:

>> factorial(rat(100))

ans = 933262154439441526816992388562667004907159682643816214685929
638952175999932299156089414639761565182862536979208272237582511852
10916864000000000000000000000000

Program urcil hodnotu vyrazu 100! zcela presné. Vysledné ¢islo mé 158
cifer. Funkce rat (), pouzita v predchozim prikladu, zpusobila zménu for-
matu, ve kterém je ¢islo 100 ulozeno v paméti programu Jasymeca, na ezact
rational. Vysledky vypoct s takto uloZzenymi ¢isly nejsou zaokrouhlovany,
ani vyjadfovany v exponencialnim tvaru. Zkuste podobnym zpisobem vy-
pocitat napriklad hodnotu vyrazu 1000!.

Predchozi kratkd ukazka meéla poslouzit pro naznaceni moznosti, kte-
rymi program disponuje. Kromé poc¢itani s velkymi ¢isly? nabizi i vypocty
s komplexnimi ¢isly, vektory a maticemi, dale symbolické vypocty s poly-
nomy, feSeni riznych typt linedrnich i nelinedrnich rovnic a jejich soustav,
derivovani, hledani primitivnich funkeci, vypocty urcitych integrali a reseni
nékterych typa diferencidlnich rovnic. Zajimavé jsou i grafické moznosti
programu, které, mimo jiné, zahrnuji vykreslovani graft funkci. Pro zku-
Senéjsi uzivatele mtze byt velkym piinosem, ze Jasymca md i svij vlastni
zabudovany programovaci jazyk s velmi jednoduchou syntaxi.

Mnohé funkce programu se piimo nabizi pro vyuziti pfi vyuce matema-
tiky na stiedni §kole. Mé osobné zaujala moznost Gprav a zjednodusovani
algebraickych vyrazl, vyrazti s exponencidlnimi a logaritmickymi funk-

2Samoziejmé i politani s &isly ve formdtu exact rational mé své hranice, které
jsou dany hlavné mnozstvim operacni paméti, které ma program Jasymca k dispo-
zici. Nicméné jeho moznosti vyrazné prekracuji hranice, kterych dosahuji bézné kapesni
kalkulatory.
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cemi a goniometrickych vyrazi. A pravé schopnosti programu v posledni
jmenované oblasti jsem se rozhodl trochu podrobnéji proveérit.

2. Jasymca a goniometrické vyrazy

7Z vlastni praxe vim, ze ipravy goniometrickych vyrazi ¢ini studentim
strednich §kol ¢asto pomérné znacné problémy. Ty jsou dany hlavné velkym
mnozstvim vzorcd, které se pfi jejich apravach uzivaji. S tim samoziejmé
souvisi problém, Ze je pro studenty casto tézké pti pohledu na zadany vy-
raz doptedu odhadnout vzorec, ktery povede k jeho zjednoduseni. Mam
v zivé paméti, jak moji studenti ,bojovali“ napiiklad s nékterymi goni-
ometrickymi vyrazy ze znamé sbirky tloh [3]. Na strané 45 této sbirky
jsou v ulohéch 46 a 47 zadany rGzné goniometrické vyrazy ke zjednodu-
Seni. Postupné jsem zkusil jednotlivé vyrazy zjednodusit pomoci funkce
trigrat (), kterd je pro tento ucel k dispozici v programu Jasymeca. Vét-
Sinu zadanych vyrazt funkce zjednodusila tak, jak bychom to na stfedni
skole ocekavali od studentii. Nize uvddim nékolik vybranych prikladd.

Uloha 1: Zjednoduste nésledujici vyrazy:

sinx - cos® x + sin® z (sinz + cosx)? — 2sinz - cos
CcoS T coS T tgx
- + - . .
1—sinz 1+4sinz 1+tg7x

sin®z - cotg? x + sin®z — 1

Reseni této tlohy v programu Jasymca miize vypadat napiiklad takto:

>> syms x

>> trigrat(sin(x)*cos(x)"2 + sin(x)"3)

ans = sin(x)

>> trigrat((sin(x)+cos(x))"2 - 2*sin(x)*cos(x))
ans = 1

>> trigrat(cos(x)/(1-sin(x)) + cos(x)/(1+sin(x)))
ans = 2/cos(x)

>> trigrat(tan(x)/(1+tan(x)"2))

ans = 1/2*sin(2+*x)

>> trigrat(sin(x)~2/tan(x)"2 + sin(x)"2 - 1)
ans = 0.0

V predchozim vypisu jsou vzdy za znaky >> uvedeny piikazy, které jsem
postupné zadaval do vstupniho faddku aplikace. Vysledné vyrazy (po zjed-
noduseni) jsou uvedeny vzdy za sekvenci ans =. Prvnim piikazem syms x
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sdélime programu, ze pismenem x budeme oznacovat symbolickou promén-
nou. Dale jiz nésleduji jednotlivé priklady. VSimnéte si, jakym zplisobem
se zapisuji operace nasobeni, déleni a umochovani — podobnou syntaxi jako
Jasymca pouzivaji i jiné programy pro symbolické matematické vypocty.
Také jste si asi vSimli, ze ve vypisu neni nikde pouzita funkce cotgz. Je to
proto, ze tato funkce neni v systému Jasymca vibec definovana. To vSak
nepiindsi zadné funkéni omezeni, pouze trochu krkolomnéjsi zépis, nebot
ji samozfejmé mtzeme nahradit funkei 1/tgx.

Déle jsem zkusil pomoci programu Jasymca zjednodusit vyrazy uvedené
v tlohéch 56 a 57 na strané 47 sbirky [3]. P#i zjednodusovani téchto vyrazt
je studenttim doporuceno vyuzit souctové vzorce nebo vzorce pro soucet
a rozdil hodnot goniometrickych funkci. Nize opét uvadim nékolik prikladd
na ukazku.

Uloha 2: Zjednoduste nésledujici vyrazy:
G- el (ed)-w(d
cos (5 — @ sin (@ + sin (= + & sin (= — &

>> trigrat(cos(pi/2-x))

ans = sin(x)

>> trigrat(sin(x+pi/4))

ans = 1/2%Root([-2 0 1], 0)*sin(x)+1/2*Root([-2 0 11,0)*cos(x)
>> trigrat(sin(x+pi/6)-sin(x-pi/6))

ans = cos(x)

Trochu mé zarazil vysledek zjednoduseni vyrazu sin (:c + %), ktery na
prvni pohled vypadé dosti nesrozumitelné. Pokud si ale na misté vyrazu
Root([-2 0 1], 0) predstavime vyraz v/2/2, ziskdme vysledek @ sinz+

gcosa:, ktery je spravny. Trochu zahadny vyraz Root([-2 0 11, 0)
ziejmé vyjadiuje Jasymcou pouzivany zapis ulohy urcit kofeny kvadra-
tické rovnice —222% + 0z + 1 = 0.

Nakonec jsem zkusil zjednodusit jesté vyrazy z Glohy 52 na strané 46
a z tlohy 69 na strané 48 sbirky [3]. Pfi zjednodusovani téchto vyrazi se
nabizi vyuziti vzorct pro dvojnasobné nebo polovi¢ni argumenty goniome-

trickych funkci. Zde je nékolik piikladd na ukazku.

Uloha 3: Zjednoduste nésledujici vyrazy:
1 2 1 —tg? . 2tg L
Stoostr - 87 1-2sin2 % kb
sin 2x 14+tg“x 2 1+tg35
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>> trigrat((1+cos(2*x)) / sin(2#*x))

ans = cos(x)/sin(x)

>> trigrat((1-tan(x)~2)/(1+tan(x)"2))
ans = cos(2*x)

>> trigrat((1-2xsin(x/2)°2))

ans = cos(x)

>> trigrat((2*tan(x/2))/(1+tan(x/2)"2))
ans = sin(x)

V predchozich ukézkach jsem uvedl piiklady vyrazi, které Jasymca
zjednodusila na tvar, ktery se presné shoduje s vysledkem uvedenym ve
sbirce [3]. Objevil jsem ale i nékolik vyrazi (ze zminénych tloh jen velmi
malo), u kterych Jasymca dospéla k jinému (ale také spradvnému) tvaru
zjednoduseného vyrazu.

Uloha 4: Zjednoduste vyraz (1 + cosz)(1 — cosx).

>> trigrat((1+cos(x)) * (1-cos(x)))
ans = -1/2%cos(2*x)+1/2

Vyrazy % — %cos 2z a (1 + cosz)(1l — cosz) jsou si samoziejmé rovny,
¢lovék by ale spige o¢ekaval zjednodugeni na tvar sin? z (ktery je uveden
i ve vysledcich sbirky [3]). Ov8em lidsky pohled na tlohy typu ,zjednoduste
vyraz ...“ je znatné subjektivni. Lidé radéji voli tvary vyrazi, které jsou
co nejkratsi a vypadaji ,,hezky“. Navic rtizni lidé se ¢asto ani neshodnou na
tom, ktery z vyrazu je jednodussi, kazdy muze preferovat jiny tvar. Pocitac¢
naproti tomu pracuje na zakladé algoritmi, které toto lidské subjektivni
hledisko mohou jen tézko zohledhovat.

Hloubavéjsi studenty by predchozi priklad nemél zaskocit. Naopak, mo-
hou si zkusit upravit zadany vyraz tak, aby po zjednoduseni dosli ke stej-
nému tvaru jako Jasymca. Zjistény problém pro né dokonce miize byt
i zajimavym nameétem na dalsi procvicovani. Studenti se mohou snazit
hledat v rtiznych sbirkach Gloh vyrazy, které Jasymca upravi na jiny tvar
nez ten, ktery je uveden ve vysledcich dané tlohy. Zvidavi studenti by ale
mohli uéitele zaskocit otdzkou, jak vlastné Jasymca (a jiné programy pro
symbolické vypoéty) postupuji pfi apravach goniometrickych vyrazi.

V manudlu [2] se lze do¢ist, ze funkce trigrat () provadi postupné tyto
kroky:
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1. Jednotlivé goniometrické funkce vyjadii pomoci vyrazi s exponencidl-
nimi funkcemi v komplexnim oboru.

2. Vyrazy s exponencidlnimi funkcemi upravi v komlexnim oboru (napii-
klad s vyuzitim vzorce e® - e® = e®+? ktery plati pro viechna komplexni
¢isla a, b).

3. Exponencialni funkce komplexni proménné obsazené ve vysledném vy-
razu prevede zpét na goniometrické funkce.

Z ptedchoziho postupu by ¢tenaf mohl nabyt dojmu, Ze pro jeho pocho-
peni jsou nutné hlubsi znalosti z oblasti komplexni analyzy. To je ¢astecné
pravda, nicméné piijmeme-li jako fakt, Ze exponencidlni funkce se pro li-
bovolné komplexni ¢islo z = x + yi, kde x, y jsou libovolna realné cisla, da
definovat

e =e”cosy +ie”siny,

muiizeme si zpisobem piistupnym i nadanéj$im stredoskolaktim ukézat, jak

priblizné Jasymca pfi zjednodusovani goniometrickych vyrazi postupuje.

Nejprve si v8imnéte, ze je-li ¢islo z ryze imagindrni (jeho redlné ¢ast je
nulovd) je e* = e¥! a z vyse uvedené definice dostaneme

eVl = cosy +isiny.
Podobné, je-li ¢islo z = —yi dostédvame
e ¥ = cos(—y) +isin(—y) = cosy — isiny,

nebot funkce kosinus je sudé a funkce sinus je licha. Secteme-li predchozi
dvé rovnosti, zjistime ze plati

eV +e"v

cosy = > ,

kde y je libovolné redlné ¢islo. Podobné odecétenim téchto rovnosti ziskdme
vztah ) )
ely —_e ¥

2
platny opét pro libovolné realné ¢islo y. Kone¢né z definice funkce tangens
dostaneme

siny =

siny el —e 1y

tgy = = —i— -
&Y cosy 1e1y+e—ly
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Vratme se nyni k tloze 4 a pokusme se ji vyfeSit s vyuzitim pravé
odvozenych vzorcd.

Reseni tilohy 4:

iz —ix iz —ix
(14 cosz)(1 —cosz) = (1 + %) (1 - %)

_ <eiz +e—ix>2 1 (eix)Q + 2eix e—iz +(e—iz)2

2 4
ei2z +2+e—i2z 1 ei2z+e—i2z 1

cos 2x

4 T2 4 T2

N =

Uvedeny postup zjednoduseni vyrazu (1+ cosz)(1 —cos z) vede ke stej-
nému vysledku, k jakému dospéla i Jasymca. Samoziejmé jsme mohli zis-
kany vyraz jesté dale upravovat tieba takto:

ei2x + e—i2x ei2x -2+ e—i2x ein -2 eiz e—ix + e—in

1
2 4 B 4 B —4
(eix _ e—iz ) 2 5
= s e— =Sm
2i

Tim jsme ziskali vyraz, ktery je uveden ve vysledcich sbirky [3]. Pfed-
chozi Gpravy (napiiklad nahrazeni —2 vyrazem —2e'* e™'*) jsou v8ak jiz
trochu ,trikové“ a neda se predpokladat, ze by takto postupovala Jasymca.

3. Vyuiiti ve vyuce

Upravy goniometrickych vyrazii s vyuzitim exponencialni funkce kom-
plexni proménné mohou byt dobrym ndmétem na procvicovani s nada-
néjdimi studenty (naptiklad v rdmci matematického seminéfe na stiedni
skole). Na nésledujicich dvou tlohach si ukdzeme, jak miize takové procvi-
¢ovani probihat.

Uloha 5: Zjednoduste vyraz 1 — 2sin? 5

a) vyuzitim exponencidlni funkce komplexni proménné,

b) obvyklym zptisobem pomoci goniometrickych vzorci.

Ziskané vysledky porovnejte a zkontrolujte pomoci programu Jasymca.
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2i —4
et _92 4 e—iz eiz + e—iz
=1-2 =Ccosx
—4 2
Reseni b)
2
1 — cos
1—251112—:1—2( > x> = cosw
V feeni ¢asti b) jsme vyuzili vzorec sin? 5= 1/1_‘:%. Studenti mohou

samoziejmé postupovat i jinak, napiiklad vyuzit vzorec sin? §+cos2 5 =1
Vétsina z nich by ale méla dospét k témuz vysledku. Ten si je$té mohou
ovérit pomoci programu Jasymeca:

>> trigrat((1-2xsin(x/2)"2))
ans = cos(x)

Uloha 6: Zjednoduste vyraz %
a) vyuzitim exponencidlni funkce komplexni proménné,
b) obvyklym zptisobem pomoci goniometrickych vzorcii.
Ziskané vysledky porovnejte a zkontrolujte pomoci programu Jasymca.

Reseni a):

iz iz i iz

_'78. 78_. _.7(3.2,(3—.
tgﬂ? - ele 4 g—lw - ele 4 g—lz
14+ te2p i e\2  (ol® +e-iv)’_(ele —o—iz)2
+tg°x 1+ _jelr —ecie (e +e ) (e e )
el 4 e—le (eiw +e—i2)2
(eiz _ e—iz) (eiz + e—ix) e2iz _ o—2iz
C(eiT femin)? _ (eir —e—iz)? 4elvesie
eZiz _ e72iz 1 o
= —/—— = — SIn Zx
4i 2
Reseni b):
tg z sin @ sin @ sin @ )
T a2 = cos & 5 = COS2‘;"j_;n2x = C"l” =sinx CcosT
T sin Cos” xtsin”
& I+ (cosx) cos? x cos® x
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Vysledné vyrazy jsou si rovny, nebot sin 2z = 2sin x cos z. Pro zajimavost
se muizeme jesté podivat, jaky vysledek vrati Jasymcas:

>> trigrat(tan(x)/(1+tan(x)~2))
ans = 1/2*sin(2%x)

Podobnym zptisobem (obéma metodami a) i b)) si mohou studenti zku-
sit zjednodusit vSechny vyrazy uvedené tlohéch 1, 2 a 3 v tomto ¢lanku,
pfipadné i v dalsich podobnych alohach ze sbirky [3]. Ziskané vysledky
mohou jesté zkontrolovat pomoci programu Jasymeca.

Zavér

Naméty pro vyuku zminéné v ¢lanku vychéazi z autorovych zkusenosti
s praci s talentovanymi studenty na gymnéziu F. M. Pelcla v Rychnové
nad Knéznou v rdmci seminafe pro resitele matematické olympiady. Vyse
popsané metody Uprav goniometrickych vyrazd jsou vhodné k rozvijeni
dovednosti nadanéjsich studentt 3. a 4. ro¢niku stfednich skol. Studenti si
soucasné procvic¢i pravy goniometrickych i exponencidlnich vyrazi a vy-
razil s komplexnimi ¢isly. Pritom si vytvori ucelenéjsi pohled na tyto tii
oblasti, které jsou ve stredoskolském ucivu vyucovany tradi¢né oddélené.
Dobrou motivaci pro studenty je i snaha porozumét tomu, jakym zpiso-
bem pracuji pocitacové programy pro symbolické matematické vypocty. Ty
totiz Gpravy goniometrickych vyrazt provadéji pravé prevodem na expo-
nencialni funkce komplexni proménné. V tomto smyslu se autorovi osvéd¢il
program Jasymca pro svoji jednoduchost a dostupnost zdarma.
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