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�Dokon�en��

�e�en� �loh
V �l�nku jsme p�edstavili �� �loh� v	ech de


v�t� kter
 v	echny po��daj�c� st�ty povinn� za

�adily do sv�ch test�� a nav�c t�i z �loh� kter

jsme vybrali do �esk
ho n�rodn�ho kola�

N�kter
 z hypot
z zde uve�ejn�n�ch chceme
zkoumat i v n�sleduj�c�ch ro�n�c�ch sout��e� Me


zi n� pat��� zda nejt��	�mi �lohami jsou ty� u nich� je k �e	en� pot�eba po

rozum�t symbolick
mu z�pisu� a zda s v�kem roste �sp�	nost v �e	en� t
�e
�lohy� V���me� �e tyto poznatky by mohly pomoci p�i inovaci n�rodn�ho
kurikula p�edm�tu informatika a ICT� Hlavn�m na	�m c�lem v	ak je� aby
se ��ci dob�e bavili nad chytr�mi �lohami a zdrav� si zasout��ili�

Brouk a jeho pou�
Z pole A� se brouk do c�le nedostane� A� � C� � C� � C� mimo

tabulku �viz obr�zek�� Odpov�di� v nich� je A�� jsou tedy 	patn
� Zb�vaj�
mo�nosti A�� A� a A�� A�� A�� Ty se li	� pol��kem A�� zkontrolujeme tedy
start v pol��ku A�� A� � B� � B� � C� � C� mimo tabulku� Z A� se
nelze dostat do c�le� Spr�vn� odpov�� je A�� A� �kontrola� vych�z�me
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Obr� �R Brouk a jeho pou�

z A� � B� � B� � D� � D� � C� � C� � E�� vych�z�me
li z A� �
A� a d�l je to stejn
��
�X

Podle prvn� instrukce m� kurzor dojet a� p�ed X a m�sto mezer ps�t ��
Po vykon�n� prvn� instrukce bude ��dek vypadat�

� � � � � � � � � � � � �jX
Podle druh
 instrukce m� kurzor jet zp�t na za��tek ��dku� P�itom m�

v�dy nahradit � za X �p�itom posko�� o � m�sto vpravo� a posko�it o �
m�sta vlevo� To znamen�� �e p�i ka�d
m kroku se vym�n� � za X a kurzor
se posune o � m�sto doleva� Nahrad� tak v	echny � znaky X �krom� prvn�
nuly zleva� tu ji� nahradit nestihne�� spr�vn� je tedy odpov�� D�

Nat�r�n� dve��
Dve�e na poli ��� �� jsou tmav
� Nat�ra� je obarv� na b�lo a m� obarvit

v	echny � sousedn� dve�e �oboje vedlej	� a dve�e pod a nad�� pokud jsou
tmav
� Okolo dve�� ��� �� jsou jen jedny tmav
 dve�e � nalevo� ��� ���
Nat�ra� obarv� tyto dve�e a m� obarvit � okoln��

Okolo dve�� ��� �� jsou dvoje tmav
 dve�e � nalevo ��� �� a naho�e ���
��� M� tedy vykonat dv� procedury� Nat�i��� �� a Nat�i��� ���

Nat�ra� obarv� dve�e ��� ��� Okolo t�chto dve�� ji� nejsou ��dn
 tmav

dve�e� tak�e Nat�i��� �� skon��� Nat�ra� obarv� dve�e ��� �� a tak
 skon��
�okolo tak
 nejsou tmav
 dve�e�� Celkem nat�ra� obarvil �tvery dve�e�
��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� Spr�vn� je C�
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Kdo sn�dl d�em�
Kuba a Mates tvrd� opak� Kuba ��k�� �e d�em nesn�dl� Mates ��k�� �e

Kuba d�em sn�dl� To znamen�� �e pouze jeden z nich mohl m�t pravdu�
Proto�e pouze jedno tvrzen� sm� b�t pravdiv
� Pavel musel lh�t� Proto�e
tvrdil� �e je nevinn�� ve skute�nosti d�em sn�dl Pavel�

�Zkou	ka� Potom Kuba nemohl d�em sn�st� je nevinn� a mluvil tedy
pravdu� Mates tedy lhal� Kuba d�em nesn�dl� Pouze Kubova odpov�� je
pravdiv�� Pavel a Mates lhali��

Ke spr�vn
mu �e	en� se lze dobrat i jinou cestou � t�m� �e projdeme
v	echny mo�nosti �jsou jen t�i��
�� Jestli�e d�em sn�dl Mates� Pavel i Kuba mluvili pravdu� �e jsou nevinn��

ale pravdu sm�l m�t pouze jeden� Je tu rozpor� Mates d�em nesn�dl�
�� Sn�dl
li d�em Kuba� m�l pravdu Pavel ��e je nevinn�� i Mates ��e d�em

sn�dl Kuba�� Jsou zde dv� pravdiv
 odpov�di a to je rozpor se zad�n�m�
�� Pokud d�em sn�dl Pavel� mluvil pravdu pouze Kuba �toti� �e je nevi


nen�� Mates lhal� �e Kuba sn�dl d�em� a Pavel lhal o sv
 nevin�� Jedna
odpov�� je spr�vn�� toto je spr�vn
 �e	en��

Funkce KDY	
Pt�me se na hodnotu funkceKDY��A � B�A�KDY��B � C�C�B���

Neplat� A � B� tak�e funkce KDY� vyb�r� druhou hodnotu �podtr

�enou�� Tato hodnota je hodnotou funkce KDY� �B � C�C�B�� Plat�
B � C� funkce vyb�r� prvn� hodnotu a tou je hodnota C� Proto�e C � ��
spr�vn� v�sledek je ��

Dl��d�n�
Podle grafu m� m�t ka�d� dla�dice � soused�� Spr�vn� odpov�� je B� Na

t
to fotogra�i maj� dla�dice pouze � sousedy �pokud bychom brali dotyk
i ve vrcholu� pak maj� � soused��� Na ostatn�ch maj� dla�dice po 	esti
sousedech�

Zavla�ovac� syst
m
Strom m��e b�t zalit vodou z lev
 nebo z prav
 n�dr�e� Aby se strom

zalil vodou z prav
 n�dr�e� mus� b�t oba kohouty C i D otev�eny� Ani
v jedn
 nab�zen
 odpov�di nejsou otev�eny oba kohouty C i D� z prav

n�dr�e tak nem��e b�t strom zalit�

Aby se strom napojil vodou z lev
 n�dr�e� mus� b�t otev�en kohout B
a zav�enA �jinak j�m voda z prost�edn� n�dr�e vyte�e pry��� Spr�vn� je C�
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�azen� karet
Je t�eba p�ti tah�� P�edstavujeme jedno z mo�n�ch �e	en�� tahy v da


n�ch kroc�ch jsou vyzna�eny tu�n��

� 	 � � � � � � � 
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � � �

K p�esunut� 	 z druh
ho na prvn� m�sto je t�eba � tah� k p�esunut� �
z p�t
ho na druh
 m�sto � tahy� Pak je nutno p�ehodit po�ad� 
 a �� co�
je dal	� � tah�

Sloupec tal���
U �e	en� C jsou tal��e polo�eny tak� jako by fronta ��k� st�la obr�cen��

Kanoe na jeze�e
Spr�vn� je A� Odpov�� B ukazuje na chybu� kdy kanoista p�esko�il

�� pravidlo� Odpov�� C by byla spr�vn�� kdyby kanoista podle �� pravidla
odbo�oval vpravo� Odpov�� D ukazuje na pr�chod po ��dc�ch� po �rovn�ch
�nejprve projel nejbli�	� jezera��

Rann� b�h
Mirek ub�hne � � � � ��� � ���� krok��

Potrub�
Spr�vn� je � �viz obr�zek��

���
���

Obr� �R Potrub	

Z
v�re�n
 pozn
mka redakce MFI
Recenzenti m�li p�ipom�nky k formulaci zad�n� n�kter�ch �loh� ostatn�

i na	i �ten��i m�li mo�nost se nad nimi zam�	let� Po dohod� s autorem
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jsme v	ak �lohy otiskli v autentick
m zn�n� tak� jak je �e	t� sout���c� ze
z�kladn�ch a st�edn�ch 	kol dostali� proto�e sout�� ji� prob�hla� Vznikla
jen ot�zka� nem�lo
li u n�sleduj�c�ch �loh ne pr�v� zcela jasn
 zad�n� vliv
na �sp�	nost na	ich sout���c�ch�

�X
�� Pod  p�ed X! se� jak patrno z �e	en�� ve skute�nosti m�n�  bezprost�edn�

p�ed X!�
�� V kontextu �lohy� kde se manipuluje s kurzorem� nen� samoz�ejm
� �e po

zaps�n� znaku se kurzor automaticky posune o jedno m�sto za zapsan�
znak�

Nat�r�n� dve��
Pokoj je zprvu ur�en dvojic� �patro� dve�e�� tak�e nen� jasn
� co se poz


d�ji m�n� pod  pokoj ��!� resp�  pokoj "�!� Z �e	en� se zd�� �e pokoj pak
spl�v� s dve�mi�

Rann� b�h
Zde mohlo �e	itele m�st� �e aktivitou P�eb�hni ulici se nem�n� p�echod

p�es ulici� �Mo�n� se tu projevil vliv sloven	tiny� �esky by l
pe zn�lo prove

aktivitu Prob�hni ulic���

L i t e r a t u r a


�� Van��ek� J�� Bob
	k informatiky � sout�� ��k� a student� v informatice� MFI� r� ��
���������� �� �� s� ��������


�� International Bebras Committee� Participating countries 
online�� In� Bebras� In�
ternational Contest on Informatics and Computer Fluency Web 
cit� ������������
Dostupn� na www� �http���www�bebras�org�en�countries�


�� Jonaityte� I�� Statistics of Bebras ���� Mandatory Tasks� Informatics Fundamentals
and Computer Fluency Conference� Druskininkai� Litva� ��� �� �����


�� Tomcs�nyi� P� � Van��ek� J�� International comparison of problems from an infor�
matics contest� In� Mechlov�� E�� Valcha
� A� �eds��� Information and communication
technology in education ���� Ostrava� Ostravsk� univerzita� ����� s� ��������


�� Bob
	k informatiky� web sout��e 
online�� Dostupn� na www��http���www�ibobr�cz�

�Autorkou ilustrace je Mgr� Jaroslava �erm�kov��
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pravy goniometrick�ch v�raz�
v programu Jasymca

MICHAL �IH	K

Univerzita Hradec Kr�lov�� P
	rodov�deck� fakulta

�� �vod
V sou�asn
 dob� existuje pom�rn� velk
 mno�stv� po��ta�ov�ch pro


gram� pro symbolick
 v�po�ty v matematice� kter
 jsou ozna�ov�ny jako
Computer Algebra Systems �CAS�� Z celosv�tov� nejzn�m�j	�ch jmenujme
nap��klad syst
myMathematica�Maple� Mathcad a Symbolic Math Toolbox
for Matlab �d��ve MuPAD � v�ce viz #�$�� Jedn� se o profesion�ln� komer�n�
programy� kter
 vyu��vaj� v�deck
 a vzd�l�vac� instituce po cel
m sv�t��
Mnoh
 jejich funkce lze vyu��t i ve v�uce matematiky a fyziky na st�edn�
	kole� Probl
mem ale mohou b�t pom�rn� vysok
 �nan�n� n�klady na po

��zen� tohoto druhu software� kter
 se pohybuj� zhruba od � ��� K� v�	e
za jednu studentskou licenci� a� po n�kolik des�tek tis�c korun za licenci
profesion�ln�� I vzhledem k cen� jsou v na	ich podm�nk�ch b��n�j	� sys

t
my Derive a TI�InterActive� kter
 byly v minul�ch letech zakupov�ny�
resp� doporu�ov�ny pro st�edn� 	koly�

Jinou mo�nost� m��e b�t vyu�it� n�kter
ho z nekomer�n�ch syst
m��
I zde je z �eho vyb�rat� je ale t�eba vz�t v �vahu� �e jednotliv
 programy se
�asto v�razn� li	� mno�stv�m zabudovan�ch funkc�� propracovanost� u�iva

telsk
ho rozhran� a mo�nostmi gra�ck
ho v�stupu� Nap��klad syst
my Re�
duce�Maxima a Axiom za sebou maj� ji� p�ibli�n� �� let v�voje� co� je zn�t
zejm
na na mno�stv� jimi nab�zen�ch knihoven funkc�� Tyto programy ale
mohou b�t pro za��te�n�ka �studenta st�edn� 	koly� trochu nep�ehledn
�
Pro pot�eby v�uky matematiky na st�edn� 	kole lze dob�e vyu��t i jedno

du		� syst
my� M� osobn� se osv�d�il program Jasymca� Dom�c� str�nky
projektu lze nal
zt na internetov
 adrese��

http���webuser�hs�furtwangen�de��dersch�jasymca��

�Pokud se v�m nechce opisovat adresu webov�ch str�nek do prohl	�e�e� zkuste je
vyhledat pomoc	 n�kter�ho z internetov�ch vyhled�va�� �nap
	klad Google� zad�n	m
hesla Jasymca�
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Jsou k dispozici v n�meck
 a anglick
 verzi� Samotn� aplikace je vytvo

�ena v programovac�m jazyce Java� v �em� spat�uji jednu z jej�ch nejv�t	�ch
v�hod� Lze s n� toti� pracovat v	ude tam� kde je k dispozici prost�ed� pro
spou	t�n� Java aplikac� �p�esn�ji Java
Runtime prost�ed� verze ��� a no

v�j	��� V praxi to znamen�� �e ji m��ete spustit nap��klad online v b��n�ch
internetov�ch prohl��e��ch v podob� Java Appletu bez nutnosti jak
koliv
instalace� P��znivci p�enosn�ch za��zen� �PDA� Smartphone a dal	�� si mo

hou aplikaci st�hnout na sv
 za��zen� a zde ji plnohodnotn�m zp�sobem
provozovat� V sou�asn
 dob�� kdy m� r�zn� mobiln� za��zen� k dispozici
mnoho student�� se jedn� o velmi zaj�mavou a u�ite�nou mo�nost jejich
vyu�it��

Pod�vejme se nyn�� jak vypad� b��n� pr�ce s aplikac� Jasymca� Vy

zkou	et si ji m��ete nejsn�ze p��mo na dom�c�ch str�nk�ch projektu �viz
v�	e�� Ihned po zobrazen� str�nek se automaticky na�te Java applet a zob

raz� se u�ivatelsk
 rozhran� aplikace� Rozhran� je velmi jednoduch
� v jeho
doln� ��sti se nach�z� vstupn� ��dek pro zad�v�n� p��kaz� a dv� tla��tka
pro pohyb dozadu a dop�edu v historii d��ve zadan�ch p��kaz�� Zkuste
do vstupn�ho ��dku zapsat nap��klad v�raz factorial����	 a potvr�te
kl�vesou Enter� V hlavn�m okn� programu se v�m zobraz� n�sleduj�c� text�

�� factorial�����

ans � �����	E�
�

Na prvn�m ��dku vid�te v�raz ���%� kter� jste zadali� Na druh
m ��dku
je tento v�raz vyj�d�en� v exponenci�ln�m tvaru ������ � ����� s p�esnost�
na � platn�ch ��slic� Zkuste pro srovn�n� ur�it hodnotu stejn
ho v�razu
pomoc� n�kter
ho z b��n�ch kapesn�ch kalkul�tor�� V�t	ina z nich si s n�m
neporad� a ohl�s� chybu�

Pokud se v�m zd� p�esnost v�po�tu na � platn�ch ��slic mal�� m��ete
ji zv�t	it na �� platn�ch ��slic p��kazem format�long	� kter� zap�	ete
op�t do vstupn�ho ��dku ve spodn� ��sti aplikace �nezapome&te potvrdit
kl�vesou Enter�� Pot
 m��ete zkusit znovu zadat v�raz factorial����	�

�� factorial�����

ans � �����	��


��

��E�
�

Poznamenejme� �e v�raz factorial����	 nemus�te znovu opisovat do
vstupn�ho ��dku� sta�� kdy� se k n�mu vr�t�te v historii d��ve zapsan�ch
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p��kaz� n�kolikan�sobn�m kliknut�m na tla��tko se symbolem 
� kter
 se
nach�z� vpravo vedle vstupn�ho ��dku� Podobn� se m��ete vr�tit ke kter


mukoliv z d��ve zadan�ch p��kaz�� podle pot�eby jej upravit a pak potvrdit
kl�vesou Enter� Zkuste si takto spo��tat nap��klad p�ibli�nou hodnotu v�

razu � ���%� Pokud chcete nastavit p�esnost zobrazen� re�ln�ch ��sel na
p�vodn�ch � platn�ch ��slic� pou�ijte p��kaz format�short	�

Mo�n� v�s napadlo� zda by bylo mo�n
 ur�it hodnotu v�razu ���% je	t�
p�esn�ji� Zkuste zadat v�raz factorial�rat����		 a v�sledek v�s mo�n�
p�ekvap��

�� factorial�rat������

ans � ����	��


��

�
�	��	������
	�		���
����
�	��	
���	��
	�
���

	���
���
����������
	���
�
	���	�
	
����	�
�	������������
��
���
�

����	�	
������������������������

Program ur�il hodnotu v�razu ���% zcela p�esn�� V�sledn
 ��slo m� ���
cifer� Funkce rat�	� pou�it� v p�edchoz�m p��kladu� zp�sobila zm�nu for

m�tu� ve kter
m je ��slo ��� ulo�eno v pam�ti programu Jasymca� na exact
rational� V�sledky v�po�t� s takto ulo�en�mi ��sly nejsou zaokrouhlov�ny�
ani vyjad�ov�ny v exponenci�ln�m tvaru� Zkuste podobn�m zp�sobem vy

po��tat nap��klad hodnotu v�razu � ���%�

P�edchoz� kr�tk� uk�zka m�la poslou�it pro nazna�en� mo�nost�� kte

r�mi program disponuje� Krom� po��t�n� s velk�mi ��sly� nab�z� i v�po�ty
s komplexn�mi ��sly� vektory a maticemi� d�le symbolick
 v�po�ty s poly

nomy� �e	en� r�zn�ch typ� line�rn�ch i neline�rn�ch rovnic a jejich soustav�
derivov�n�� hled�n� primitivn�ch funkc�� v�po�ty ur�it�ch integr�l� a �e	en�
n�kter�ch typ� diferenci�ln�ch rovnic� Zaj�mav
 jsou i gra�ck
 mo�nosti
programu� kter
� mimo jin
� zahrnuj� vykreslov�n� graf� funkc�� Pro zku

	en�j	� u�ivatele m��e b�t velk�m p��nosem� �e Jasymca m� i sv�j vlastn�
zabudovan� programovac� jazyk s velmi jednoduchou syntax��

Mnoh
 funkce programu se p��mo nab�z� pro vyu�it� p�i v�uce matema

tiky na st�edn� 	kole� M� osobn� zaujala mo�nost �prav a zjednodu	ov�n�
algebraick�ch v�raz�� v�raz� s exponenci�ln�mi a logaritmick�mi funk


�Samoz
ejm� i po�	t�n	 s �	sly ve form�tu exact rational m� sv� hranice� kter�
jsou d�ny hlavn� mno�stv	m opera�n	 pam�ti� kter� m� program Jasymca k dispo�
zici� Nicm�n� jeho mo�nosti v�razn� p
ekra�uj	 hranice� kter�ch dosahuj	 b��n� kapesn	
kalkul�tory�
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cemi a goniometrick�ch v�raz�� A pr�v� schopnosti programu v posledn�
jmenovan
 oblasti jsem se rozhodl trochu podrobn�ji prov��it�

	� Jasymca a goniometrick� v�razy
Z vlastn� praxe v�m� �e �pravy goniometrick�ch v�raz� �in� student�m

st�edn�ch 	kol �asto pom�rn� zna�n
 probl
my� Ty jsou d�ny hlavn� velk�m
mno�stv�m vzorc�� kter
 se p�i jejich �prav�ch u��vaj�� S t�m samoz�ejm�
souvis� probl
m� �e je pro studenty �asto t��k
 p�i pohledu na zadan� v�

raz dop�edu odhadnout vzorec� kter� povede k jeho zjednodu	en�� M�m
v �iv
 pam�ti� jak moji studenti  bojovali! nap��klad s n�kter�mi goni

ometrick�mi v�razy ze zn�m
 sb�rky �loh #�$� Na stran� �� t
to sb�rky
jsou v �loh�ch �� a �' zad�ny r�zn
 goniometrick
 v�razy ke zjednodu

	en�� Postupn� jsem zkusil jednotliv
 v�razy zjednodu	it pomoc� funkce
trigrat�	� kter� je pro tento ��el k dispozici v programu Jasymca� V�t

	inu zadan�ch v�raz� funkce zjednodu	ila tak� jak bychom to na st�edn�
	kole o�ek�vali od student�� N��e uv�d�m n�kolik vybran�ch p��klad��

�loha �� Zjednodu	te n�sleduj�c� v�razy�

sinx � cos� x" sin� x �sinx" cosx�� � � sinx � cosx
cosx

�� sinx
"

cosx
� " sinx

tg x
� " tg� x

sin� x � cotg� x" sin� x� �

(e	en� t
to �lohy v programu Jasymca m��e vypadat nap��klad takto�

�� syms x

�� trigrat�sin�x��cos�x��� � sin�x����

ans � sin�x�

�� trigrat��sin�x��cos�x���� � ��sin�x��cos�x��

ans � �

�� trigrat�cos�x�����sin�x�� � cos�x�����sin�x���

ans � ��cos�x�

�� trigrat�tan�x�����tan�x�����

ans � ����sin���x�

�� trigrat�sin�x����tan�x��� � sin�x��� � ��

ans � ���

V p�edchoz�m v�pisu jsou v�dy za znaky �� uvedeny p��kazy� kter
 jsem
postupn� zad�val do vstupn�ho ��dku aplikace� V�sledn
 v�razy �po zjed

nodu	en�� jsou uvedeny v�dy za sekvenc� ans �� Prvn�m p��kazem syms x
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sd�l�me programu� �e p�smenem x budeme ozna�ovat symbolickou prom�n

nou� D�le ji� n�sleduj� jednotliv
 p��klady� V	imn�te si� jak�m zp�sobem
se zapisuj� operace n�soben�� d�len� a umoc&ov�n� � podobnou syntaxi jako
Jasymca pou��vaj� i jin
 programy pro symbolick
 matematick
 v�po�ty�
Tak
 jste si asi v	imli� �e ve v�pisu nen� nikde pou�ita funkce cotgx� Je to
proto� �e tato funkce nen� v syst
mu Jasymca v�bec de�nov�na� To v	ak
nep��n�	� ��dn
 funk�n� omezen�� pouze trochu krkolomn�j	� z�pis� nebo)
ji samoz�ejm� m��eme nahradit funkc� �� tgx�

D�le jsem zkusil pomoc� programu Jasymca zjednodu	it v�razy uveden

v �loh�ch �� a �' na stran� �' sb�rky #�$� P�i zjednodu	ov�n� t�chto v�raz�
je student�m doporu�eno vyu��t sou�tov
 vzorce nebo vzorce pro sou�et
a rozd�l hodnot goniometrick�ch funkc�� N��e op�t uv�d�m n�kolik p��klad�
na uk�zku�

�loha 	� Zjednodu	te n�sleduj�c� v�razy�

cos
��
�
� x

�
sin
�
x"

�

�

�
sin
�
x"

�

�

�
� sin

�
x� �

�

�

�� trigrat�cos�pi���x��

ans � sin�x�

�� trigrat�sin�x�pi�
��

ans � ����Root���� � ��� ���sin�x������Root���� � ������cos�x�

�� trigrat�sin�x�pi�	��sin�x�pi�	��

ans � cos�x�

Trochu m� zarazil v�sledek zjednodu	en� v�razu sin
�
x" �

�

�
� kter� na

prvn� pohled vypad� dosti nesrozumiteln�� Pokud si ale na m�st� v�razu
Root�
�� � ��� �	 p�edstav�me v�raz

p
���� z�sk�me v�sledek

p
�
�
sinx"

p
�
�
cosx� kter� je spr�vn�� Trochu z�hadn� v�raz Root�
�� � ��� �	

z�ejm� vyjad�uje Jasymcou pou��van� z�pis �lohy ur�it ko�eny kvadra

tick
 rovnice ��x� " �x" � � ��

Nakonec jsem zkusil zjednodu	it je	t� v�razy z �lohy �� na stran� ��
a z �lohy �� na stran� �� sb�rky #�$� P�i zjednodu	ov�n� t�chto v�raz� se
nab�z� vyu�it� vzorc� pro dvojn�sobn
 nebo polovi�n� argumenty goniome

trick�ch funkc�� Zde je n�kolik p��klad� na uk�zku�

�loha �� Zjednodu	te n�sleduj�c� v�razy�

� " cos �x
sin �x

�� tg� x
� " tg� x

�� � sin�
x

�

� tg x
�

� " tg x
�
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�� trigrat����cos���x�� � sin���x��

ans � cos�x��sin�x�

�� trigrat����tan�x��������tan�x�����

ans � cos���x�

�� trigrat������sin�x�������

ans � cos�x�

�� trigrat����tan�x��������tan�x�������

ans � sin�x�

V p�edchoz�ch uk�zk�ch jsem uvedl p��klady v�raz�� kter
 Jasymca
zjednodu	ila na tvar� kter� se p�esn� shoduje s v�sledkem uveden�m ve
sb�rce #�$� Objevil jsem ale i n�kolik v�raz� �ze zm�n�n�ch �loh jen velmi
m�lo�� u kter�ch Jasymca dosp�la k jin
mu �ale tak
 spr�vn
mu� tvaru
zjednodu	en
ho v�razu�

�loha �� Zjednodu	te v�raz �� " cosx���� cosx��

�� trigrat����cos�x�� � ���cos�x���

ans � �����cos���x�����

V�razy �
�
� �

�
cos �x a �� " cosx��� � cosx� jsou si samoz�ejm� rovny�

�lov�k by ale sp�	e o�ek�val zjednodu	en� na tvar sin� x �kter� je uveden
i ve v�sledc�ch sb�rky #�$�� Ov	em lidsk� pohled na �lohy typu  zjednodu	te
v�raz � � � ! je zna�n� subjektivn�� Lid
 rad�ji vol� tvary v�raz�� kter
 jsou
co nejkrat	� a vypadaj�  hezky!� Nav�c r�zn� lid
 se �asto ani neshodnou na
tom� kter� z v�raz� je jednodu		�� ka�d� m��e preferovat jin� tvar� Po��ta�
naproti tomu pracuje na z�klad� algoritm�� kter
 toto lidsk
 subjektivn�
hledisko mohou jen t��ko zohled&ovat�

Hloubav�j	� studenty by p�edchoz� p��klad nem�l zasko�it� Naopak� mo

hou si zkusit upravit zadan� v�raz tak� aby po zjednodu	en� do	li ke stej

n
mu tvaru jako Jasymca� Zji	t�n� probl
m pro n� dokonce m��e b�t
i zaj�mav�m n�m�tem na dal	� procvi�ov�n�� Studenti se mohou sna�it
hledat v r�zn�ch sb�rk�ch �loh v�razy� kter
 Jasymca uprav� na jin� tvar
ne� ten� kter� je uveden ve v�sledc�ch dan
 �lohy� Zv�dav� studenti by ale
mohli u�itele zasko�it ot�zkou� jak vlastn� Jasymca �a jin
 programy pro
symbolick
 v�po�ty� postupuj� p�i �prav�ch goniometrick�ch v�raz��

V manu�lu #�$ se lze do��st� �e funkce trigrat�	 prov�d� postupn� tyto
kroky�
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�� Jednotliv
 goniometrick
 funkce vyj�d�� pomoc� v�raz� s exponenci�l

n�mi funkcemi v komplexn�m oboru�

�� V�razy s exponenci�ln�mi funkcemi uprav� v komlexn�m oboru �nap��

klad s vyu�it�m vzorce ea � eb � ea�b� kter� plat� pro v	echna komplexn�
��sla a� b��

�� Exponenci�ln� funkce komplexn� prom�nn
 obsa�en
 ve v�sledn
m v�

razu p�evede zp�t na goniometrick
 funkce�
Z p�edchoz�ho postupu by �ten�� mohl nab�t dojmu� �e pro jeho pocho


pen� jsou nutn
 hlub	� znalosti z oblasti komplexn� anal�zy� To je ��ste�n�
pravda� nicm
n� p�ijmeme
li jako fakt� �e exponenci�ln� funkce se pro li

bovoln
 komplexn� ��slo z � x" yi� kde x� y jsou libovoln� re�ln� ��sla� d�
de�novat

ez � ex cos y " i ex sin y�

m��eme si zp�sobem p��stupn�m i nadan�j	�m st�edo	kol�k�m uk�zat� jak
p�ibli�n� Jasymca p�i zjednodu	ov�n� goniometrick�ch v�raz� postupuje�

Nejprve si v	imn�te� �e je
li ��slo z ryze imagin�rn� �jeho re�ln� ��st je
nulov�� je ez � eyi a z v�	e uveden
 de�nice dostaneme

eyi � cos y " i sin y�

Podobn�� je
li ��slo z � �yi dost�v�me

e�yi � cos��y� " i sin��y� � cos y � i sin y�

nebo) funkce kosinus je sud� a funkce sinus je lich�� Se�teme
li p�edchoz�
dv� rovnosti� zjist�me �e plat�

cos y �
eiy "e�iy

�
�

kde y je libovoln
 re�ln
 ��slo� Podobn� ode�ten�m t�chto rovnost� z�sk�me
vztah

sin y �
eiy � e�iy

�i
�

platn� op�t pro libovoln
 re�ln
 ��slo y� Kone�n� z de�nice funkce tangens
dostaneme

tg y �
sin y
cos y

� �i e
iy � e�iy

eiy "e�iy
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Vra)me se nyn� k �loze � a pokusme se ji vy�e	it s vyu�it�m pr�v�
odvozen�ch vzorc��

�e�en� �lohy ��

�� " cosx���� cosx� �

�
� "

eix"e�ix

�

��
�� eix"e�ix

�

�

� ��
�
eix"e�ix

�

��

� �� �eix�� " � eix e�ix"�e�ix��

�

� �� ei�x"� " e�i�x

�
�

�
�
� ei�x"e�i�x

�
�

�
�
� �

�
cos �x

Uveden� postup zjednodu	en� v�razu ��"cosx����cosx� vede ke stej

n
mu v�sledku� k jak
mu dosp�la i Jasymca� Samoz�ejm� jsme mohli z�s

kan� v�raz je	t� d�le upravovat t�eba takto�

�
�
� ei�x"e�i�x

�
� �ei�x�� " e�i�x

�
�

ei�x�� eix e�ix"e�i�x

��

�

�
eix� e�ix

�i

��

� sin� x

T�m jsme z�skali v�raz� kter� je uveden ve v�sledc�ch sb�rky #�$� P�ed

choz� �pravy �nap��klad nahrazen� �� v�razem �� eix e�ix� jsou v	ak ji�
trochu  trikov
! a ned� se p�edpokl�dat� �e by takto postupovala Jasymca�

�� Vyu�it� ve v�uce
*pravy goniometrick�ch v�raz� s vyu�it�m exponenci�ln� funkce kom


plexn� prom�nn
 mohou b�t dobr�m n�m�tem na procvi�ov�n� s nada

n�j	�mi studenty �nap��klad v r�mci matematick
ho semin��e na st�edn�
	kole�� Na n�sleduj�c�ch dvou �loh�ch si uk��eme� jak m��e takov
 procvi

�ov�n� prob�hat�

�loha 
� Zjednodu	te v�raz �� � sin� x
�

a� vyu�it�m exponenci�ln� funkce komplexn� prom�nn
�
b� obvykl�m zp�sobem pomoc� goniometrick�ch vzorc��
Z�skan
 v�sledky porovnejte a zkontrolujte pomoc� programu Jasymca�
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�e�en� a��

�� � sin�
x

�
� �� �

�
ei
x

� � e�i
x

�

�i

��

� �� �
�ei

x

� �� � � ei
x

� e�i
x

� "�e�i
x

� ��

��

� �� �
eix�� " e�ix

�� �
eix"e�ix

�
� cosx

�e�en� b��

�� � sin�
x

�
� �� �

�r
�� cosx

�

��

� cosx

V �e	en� ��sti b� jsme vyu�ili vzorec sin� x
�
�
q

��cosx
�

� Studenti mohou

samoz�ejm� postupovat i jinak� nap��klad vyu��t vzorec sin� x
�
"cos� x

�
� ��

V�t	ina z nich by ale m�la dosp�t k t
mu� v�sledku� Ten si je	t� mohou
ov��it pomoc� programu Jasymca�

�� trigrat������sin�x�������

ans � cos�x�

�loha �� Zjednodu	te v�raz tg x
��tg� x

a� vyu�it�m exponenci�ln� funkce komplexn� prom�nn
�
b� obvykl�m zp�sobem pomoc� goniometrick�ch vzorc��

Z�skan
 v�sledky porovnejte a zkontrolujte pomoc� programu Jasymca�

�e�en� a��

tgx
� " tg� x

�
�i eix � e�ix

eix�e�ix

� "
�
�i eix� e�ix

eix �e�ix

�� �
�i eix� e�ix

eix �e�ix

�eix�e�ix����eix� e�ix��

�eix �e�ix��

� �i
�
eix� e�ix

� �
eix"e�ix

�
�eix"e�ix�� � �eix� e�ix��

� �i e
�ix� e��ix

� eix e�ix

�
e�ix� e��ix

�i
�

�
�
sin �x

�e�en� b��

tg x
� " tg� x

�
sin x
cosx

� "
�
sinx
cosx

�� �
sinx
cosx

cos� x�sin� x
cos� x

�
sinx
cosx
�

cos� x

� sinx cosx

��� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



V�sledn
 v�razy jsou si rovny� nebo) sin �x � � sinx cosx� Pro zaj�mavost
se m��eme je	t� pod�vat� jak� v�sledek vr�t� Jasymca�

�� trigrat�tan�x�����tan�x�����

ans � ����sin���x�

Podobn�m zp�sobem �ob�ma metodami a� i b�� si mohou studenti zku

sit zjednodu	it v	echny v�razy uveden
 �loh�ch �� � a � v tomto �l�nku�
p��padn� i v dal	�ch podobn�ch �loh�ch ze sb�rky #�$� Z�skan
 v�sledky
mohou je	t� zkontrolovat pomoc� programu Jasymca�

Z
v�r
N�m�ty pro v�uku zm�n�n
 v �l�nku vych�z� z autorov�ch zku	enost�

s prac� s talentovan�mi studenty na gymn�ziu F� M� Pelcla v Rychnov�
nad Kn��nou v r�mci semin��e pro �e	itele matematick
 olympi�dy� V�	e
popsan
 metody �prav goniometrick�ch v�raz� jsou vhodn
 k rozv�jen�
dovednost� nadan�j	�ch student� �� a �� ro�n�ku st�edn�ch 	kol� Studenti si
sou�asn� procvi�� �pravy goniometrick�ch i exponenci�ln�ch v�raz� a v�

raz� s komplexn�mi ��sly� P�itom si vytvo�� ucelen�j	� pohled na tyto t�i
oblasti� kter
 jsou ve st�edo	kolsk
m u�ivu vyu�ov�ny tradi�n� odd�len��
Dobrou motivac� pro studenty je i snaha porozum�t tomu� jak�m zp�so

bem pracuj� po��ta�ov
 programy pro symbolick
 matematick
 v�po�ty� Ty
toti� �pravy goniometrick�ch v�raz� prov�d�j� pr�v� p�evodem na expo

nenci�ln� funkce komplexn� prom�nn
� V tomto smyslu se autorovi osv�d�il
program Jasymca pro svoji jednoduchost a dostupnost zdarma�
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�� Pet�kov�� J�� Matematika � p
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