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Vlak
(Ulohy z MO — kategorie P, 27. ¢4st)
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Nedévno jsme si v ¢lanku [1] uké-
zali, jak lze v zadané posloupnosti ¢i-
sel urcit délku co nejdelsiho souvislého
symetrického tiseku, tzv. palindromu.
Pro feSeni této tlohy jsme nasli pre-
kvapivé efektivni feSeni s linearni Ca-
sovou slozitosti. Tentokrat se budeme
vénovat na pohled velmi podobnému,
ale o néco obtizné€jsimu tkolu: V zadané posloupnosti ¢isel chceme urcit
délku co nejdelsi vybrané podposloupnosti, kterd je palindromem. Pripo-
menme, ze vybrana podposloupnost je tvorena nékterymi prvky ptivodni
posloupnosti, pfi¢emz musi ztstat zachovano jejich vzajemné poradi.

Uloha, zalozend na feseni uvedeného problému byla zadana v krajském
kole 60. ro¢niku MO (8kolni rok 2010/2011) — kategorie P. Nejprve se
sezndmime s Gplnym zadanim, které si pro potieby naseho ¢lanku vhodné
zkratime a upravime, aniz bychom tim ovSem zmeénili smysl ptivodni Gilohy.

Soutézni tloha

Na vstupu dostanete posloupnost pismen. Kazdé z téchto pismen pred-
stavuje jeden vagoéon vlaku. Riznd pismena odlisuji rdzné typy vagédni.
Vystupem programu bude vypis pozic vagént (pismen), které musi byt
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odstranény, aby byl vysledny vlak (posloupnost pismen) po jejich odstra-
néni stejny pii ¢teni zeptedu i zezadu (tedy aby vysledny fetézec pismen
byl palindromem). Pokud existuje vice moznosti, naleznéte a vypiste tu,
kde je tfeba odstranit nejmensi mozny pocet vagént. Pokud je takovych
moznosti vice, mizete vypsat jednu libovolnou z nich.

Format vstupu

Vstup programu je tvorfen dvéma fadky. Prvni rddek obsahuje jedno
celé ¢islo N (1 < N < 50000), které urcuje pivodni pocet vagénii vlaku.
Druhy radek obsahuje posloupnost N znaki, které popisuji jednotlivé typy
vagéni.

Format vystupu

Vystup programu je tvofen dvéma radky. Prvni obsahuje jediné ¢islo K
(0 < K < N —1), které udavi, kolik vagonti je potieba z vlaku odstranit,
aby vlak vypadal stejné z obou smérti. Druhy fadek obsahuje K rtznych
¢isel z rozmezi od 1 do IV urcujicich poradova cisla téch vagént, které maji
byt z vlaku odstranény. Pokud je posloupnost znakt zadand na vstupu
stejnd pfi ¢teni zepfedu i zezadu, pak na prvni fddek vypiste ¢islo 0 a druhy
radek zlstane prazdny.

* %k
Priklady:

Vstup:
6
ABCDBA

Vystup:

1

3

Odstranénim tfettho pismene vznikne vlak s vagény ABDBA. Jinym sprav-

nym feSenim je odstranit ¢tvrté pismeno, kdy vznikne vlak s vagony AB-
CBA.

Vstup:
7
ABECEDA
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Vystup:

2

26

Odstranénim druhého a Sestého pismene vznikne vlak s vagony AECEA.

Vstup:
7
ABECADA

Vystup:

4

3467

Odstranénim tretiho, ¢tvrtého, Sestého a sedmého pismene vznikne vlak
s vagony ABA. V tomto pripadé existuje vice riznych optiméalnich fesSeni.

* Kk

Problematice vybranych podposloupnosti jsme se v nasem seridlu tloh
z MO kategorie P vénovali v minulosti jiz vicekrat, v posledni dobé napii-
klad v ¢lancich [2] a [3]. Kazdou z téchto tloh bylo mozné fesit trividlnim
zpusobem zkouSenim vSech moznych vybranych podposloupnosti, kterych
je vsak exponencidlné mnoho a takové reseni je tudiz velmi neefektivni.
Naproti tomu se nam zatim vzdy podafilo nalézt efektivni feSeni zalozené
na myslence dynamického programovani. Stejné tomu bude i tentokrat.

Zadany vlak V je tvofen vagény ai,az,...,an. Jako ,podvlak® V; ; si
oznacime jeho souvislou ¢ast tvofenou vagony a;, @it1,...,a;. Budeme
zkoumat, jak nalézt optimalni feSeni nasi ilohy pro urcity podvlak, kdyz
uz zname feSeni pro vSechny podvlaky kratsi. Zajima nas tedy, jakou ma-
ximalni symetrickou podposloupnost je mozné vybrat z podvlaku V; ;.
Jestlize a; = a;, pak mtZeme pfedpoklddat, Ze jsou oba tyto krajni vagény
zafazeny v optimdlnim feSeni pro podvlak V; ; a mezi nimi se nachdzi op-
timélni feSeni o dva vagény kratSiho podvlaku V;ii j—1. Pokud neplati
a; = aj, nemohou byt oba tyto vagény zaroven zarazeny v feSeni Glohy pro
Vi,;. V takovém piipadé je tedy optimalni feSeni pro podvlak V; ; rovno bud
optimalnimu FeSeni pro V; j_1, nebo optimalnimu feSeni pro Vi1 ; (podle
toho, které z nich bude vyhodnéjsi). Vidime tedy, Ze feSeni pro kazdy pod-
vlak V; ; dokdzeme snadno spocitat v konstantnim case, pokud jiz zndme
feSeni pro podvlaky o jeden a o dva vagony kratsi.

Vyreseni zadané tlohy dynamickym programovanim je pfimou imple-
mentaci pravé popsané myslenky. Zac¢neme od tseki délky 1, které jsou
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tvofeny jedinym vagénem a jsou tedy ziejmé viechny symetrické. Reseni
vSech Gsekl délky 2 je rovnéz trividlni — je urceno tim, zda jsou oba po
sobé jdouci vagony vlaku stejné, nebo ne. Dale postupné pocitame reseni
pro v8echny tseky délky 3, 4, 5, atd., az nakonec najdeme TeSeni pro cely
vlak délky N. Pocet v8ech postupné feSenych souvislych asekt (tzn. pod-
vlakil) je N + (N — 1) + (N —2) + ... + 1, tedy rfadové N2, kazdé Feseni
ur¢ime vyse uvedenym postupem v konstantnim ¢ase. Algoritmus ma tedy
kvadratickou ¢asovou slozitost vzhledem k délce posloupnosti N.

Pokud bude nasim tkolem uréit pouze délku maximalni vybrané sy-
metrické podposloupnosti (resp. minimalni pocet vagoni, které je tieba
z vlaku vypustit, aby byl vysledny vlak symetricky), jsme v tuto chvili s fe-
Senim hotovi a mizeme si predvést, jak by ho bylo mozné naprogramovat.
V nasledujici programové ukazce postupné pocitame hodnoty prvkid dvou-
rozmérného pole V tak, ze ¢islo Vi, j] predstavuje délku maximalni symet-
rické podposloupnosti vybrané z tseku a;, @41, ..., a;. Hodnoty uklddané
do pole V pocitame v poradi podle rostouci délky tiseku. Jako posledni
se spoc¢ita ¢islo V[1, N], které uréuje délku vysledného upraveného vlaku,
tzn. hledané reseni. Jelikoz v Gloze pozadujeme vypsat nikoliv délku vy-
sledného vlaku, ale minimalni pocet vypusténych vagont, program vypise
na vystup udaj N — V[1, N].

program Vlak_1;
{urgeni délky maximédlni symetrické vybrané podposloupnosti}

const MaxN = 50000;
var A: array[l..MaxN] of char; {zadanad posloupnost = vlak}
V: array[1l..MaxN, 1..MaxN] of integer;
{délky max. symetrickyjch vybranjch podposloupnosti}
N: integer; {délka posloupnosti}
i, j, Delka: integer;
{vymezeni rozsahu a délka zvoleného iseku posloupnosti}

begin
readln(N) ; {délka posloupnosti}
for i:=1 to N do

read(A[i]); {prvky posloupnosti}
for i:=2 to N do

V[i,i-1]:=0; {prazdny tsek}
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for i:=1 to N do

V[i,i]:=1; {jednoprvkovy usek}
for Delka:=2 to N do {délka useku}
for i:=1 to N-Delka+l do {zacatek usekul}
begin
j:=i+Delka-1; {konec tseku}

if A[i] = A[j] then
V[i,j1:=V[i+1,j-1]1+2

else if V[i+1,j] > V[i,j-11 then
V[i,j1:=V[i+1,]]

else
V[i,jl:=v[i,j-1]

end;

{V[1,N] je délka maximalni vybrané symetrické
podposloupnosti}

writeln(N-V[1,N]) {minimalni pocet vypudténjch znakid}
end.

Tato jednoduchd implementace vyuzivda pamét kvadratické velikosti
(vzhledem k N). Ve skute¢nosti ale vysta¢ime dokonce s paméti linearni.
Nemusime si totiz béhem vypoctu stale pamatovat viech az N2 diive spo-
¢itanych hodnot Vi, j] pro tseky kratsi délky, k vyfeSeni urc¢itého pod-
vlaku nam prece staci znat pouze resSeni pro podvlaky kratsi o jeden nebo
o dva vagoény. Budeme si tedy udrzovat v paméti pouze spocitané feseni
vzdy pro posledni dvé délky tsekl a na jejich zakladé spocitdme reseni
pro tseky bezprostiedné nasledujici délky. Pocet viech hodnot Vi, 5] ulo-
zenych v jednom okamziku vypoc¢tu v paméti bude tedy jisté vzdy mensi
nez 3N

V nasi pivodni tloze z MO mame vsak za kol urcit nejen minimalni
pocet, ale také seznam cCisel téch vagdni, které je tfeba z vlaku vypus-
tit. Reseni bude proto tieba jesté doplnit o evidenci vypusténych vagént.
S linedrni paméti pak jiz nevystac¢ime a budeme potiebovat pamét kva-
dratické velikosti. Do programu piiddme pole X, jehoz hodnoty XTi, j]
budeme pocitat soubézné s vypoétem hodnot Vi, j]. Cislo X[i, ] udava
poradové cislo jednoho vagénu, ktery je tfeba vypustit z Gseku vlaku a;,
@it1,.-.,0a;, abychom postupné ziskali maximalni vybranou symetrickou
podposloupnost délky Vi, 5]. Toto pole si musime uchovavat celé a na jeho
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zékladé pak dokazeme zpétné zrekonstruovat seznam vSech vypusténych
vagoént pro ziskani vysledného symetrického vlaku délky V|1, N].

Vysledny program vychézi z piedchoziho feseni jednodussi dlohy, do
néhoz jsme pouze doplnili praci se zminénym polem X a vypis ¢isel vy-
pousténych vagént.

program Vlak_2;

{urgeni délky maxim&lni symetrické vybrané podposloupnosti
a nalezeni jedné takové symetrické podposloupnosti max.
délky;

vystupem je seznam pozic znakdl, které je tfeba vynechat}

const MaxN = 50000;
var A: array[l..MaxN] of char; {zadana posloupnost = vlak}
V: array[l..MaxN, 1..MaxN] of integer;
{délky max. symetrickjch vybranjch podposloupnosti}
X: array[l..MaxN, 1..MaxN] of integer;
{pofadové &islo znaku, kteryj se ma z useku vypustit}
N: integer; {délka posloupnosti}
i, j, Delka: integer;
{rozsah a délka zvoleného Gseku posloupnosti}

begin
readln(N) ; {délka posloupnosti}
for i:=1 to N do
read(A[il); {prvky posloupnosti}
for i:=2 to N do
V[i,i-1]:=0; {prézdny tusek}
for i:=1 to N do
V[i,i]:=1; {jednoprvkovy usek}
for Delka:=2 to N do {délka tseku}
for i:=1 to N-Delka+l do {zacatek useku}
begin
j:=i+Delka-1; {konec tseku}
if A[i]=A[j] then
begin

V[i,jl:=V[i+1,j-11+2; X[i,j]:=0 end
{nic se nevypusti, oba krajni znaky tseku zistavajil}
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else if V[i+1,j] > V[i,j-1] then
begin V[i,j]l:=V[i+1,j]; X[i,j]:=1i end
{vypusti se prvni znak Gseku}
else
begin V[i,jl:=V[i,j-11; X[i,j]l:=j end
{vypusti se posledni znak useku}

end;
{V[1,N] je délka maximdlni vybrané symetrické
podposloupnosti}
writeln(N-V[1,N]); {minimdlni poet vypusténjch znakd}

{rekonstrukce seznamu viech vypudténych znakd pro ziskani
maximdlni symetrické vybrané podposloupnosti délky V[1,N]:}
i:=1;
j:=N;
while i < j do {zkoumany tusek neni trividlni}
if X[i,j] = O then
begin inc(i); dec(j) end
else
begin
write(X[1,31, * ?); {pofadové &islo vypusté&ného znaku}
if X[i,j] = i then inc(i) else dec(j)
end;
writeln
end.
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Mize pocitac rozvijet kreativitu zaka?

HELENA BINTEROVA — EDUARD FUCHS

Pedagogickd fakulta JCU Ceské Budé&jovice,
Prirodovédecka fakulta MU Brno

V préci ukazujeme, jak lze pocitac vyuzit k feSeni nékterych problémi,
které mohou byt jinak pro zéky jen velmi obtizné resitelné. Soucasné uka-
zujeme, ze vyuziti pocitace muize prispét ke zvySeni zajmi zakl o teore-
tické zazemi feSené problematiky a podnitit tak zdkovsky zajem o hlubsi
pochopeni probirané latky.

1. Uvod

Do vSech oblasti naseho Zivota, véetné vzdélavani, se stile intenziv-
néji promitaji zmény zpisobené masivnim nasazovanim pocitact a dalsich
modernich technologii. I velmi konzervativni pedagogové jsou si dnes jiz
védomi toho, Ze tyto technologie a soucasné ,informacni exploze“ by se
mély odradzet i ve Skolské praxi, zejména ve vyucovacich metodach (viz
napt. [1]). Vyvstava tu v8ak fada problémd, jejichZ podstatou jsou otdzky,
jakou roli maji hrat pfi vyuce pocitace a jak to udélat, aby bylo dosazeno
proklamovanych modernich cild vyuky a aby pfitom nedoslo k poklesu
potiebnych zakovskych znalosti.

Odpovédi na tyto otazky nejsou jednoduché. K tomu, abychom kvalitné
vzdélavali napriklad zaky zakladni skoly, nestaci zakoupit interaktivni ta-
bule a pfislusné matematické programy a pfitom je vyuzivat ,po staru®.
Predevsim musime mit ujasnéno, jak dosdhneme Gc¢inného vyuziti novych
technologii v jednotlivych fazich pojmotvorného procesu, jak je tedy za-
pojit do vyuky tak, aby se staly jeji organickou soucasti a zaci je vyuzivali
aktivné a cilené.

Samotné zapojeni modernich technologii do vyuky ji mozné urychli,
avSak nezkvalitni. Cilem je naucit se vyuzivat tyto prostfedky k tomu,
aby zaci uméli na odpovidajici irovni fesit problémy, aby uméli premyslet,
tridit a vybirat nabizené informace a aby je dokézali samostatné pouzi-
vat a obhajovat v kazdodennim zivoté. O takové vyuziti jsme se pokusili
v nasledujicim experimentu.
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2. Popis experimentu

V nagich ucebnicich Aritmetiky a Geometrie pro 6. — 9. t¥idu (viz napt.
[2]) se snazime ve vy8e uvedenych intencich pracovat. Jsme presvédéeni,
ze experimentovanim, porovnavanim situaci, které znaji z bézného Zzivota,
hledanim skrytych zdkonitosti, postupnym vytvarenim spravné terminolo-
gie, nenasilnym vedenim ke sprdvnému vyjadiovani a oznacovani véci, jsou
zaci vedeni k tomu, aby matematiku chapali jako mocny néstroj k poznéa-
vani svéta. Tento pristup povazujeme i za cestu k tomu, aby matematice
dobie porozuméli a aby se matematika stala jednim z jejich oblibenych
pfedmétd. Je ndm vSak jasné, Ze tento postup je casové narocny a pro
vyuc¢ujiciho mnohem obtiznéjsi nez klasickd ,frontalni“ vyuka, kdy ucitel
v systematickém vykladu seznami zaky s novym tématem a dba pouze na
to, aby mu Zaci pokud mozno dobte porozumeéli.

Nyni stru¢né popiseme jednu z moznosti, jak jsme testovali vhodnost
vyuziti informaé¢nich technologii pii samostatné praci zakd. V ucebnici [2]
jsme v 9. tridé zaradili nasledujici alohu:

,IFidni ucitelka dala Petrovi v 8. A tkol: , Petfe, zbylo mi v tiidnim
fondu 240 Ké. Mohl bys mi spocitat, kolik bychom za tuto cédstku mohli
koupit sesitu tak, aby Zddné penize nezbyly? UvaZuj sesit ¢. 445 (A4 -
linkovany), jehoZ cena je 16 K¢ a sesit ¢. 540 (A5 - linkovany), jehoZ cena
je 8 Kc.“ Petr zjistil, ze to bude mozné a nasel nékolik variant. Vytvoite
navrh vSech moznych variant ndkupu sesiti pro 8. A. Kolik jich je?“

Uloha se ukézala pro zéky zakladni koly obtizn4, i kdyz v podstaté jde
o jednoduchou diofantovskou rovnici. Nalezeni néjakého feseni je viceméné
od zdkt promyslenou strategii a systematicky pfistup. Pravé na této ne-
standardni tloze, kterd pomérné vyrazné presahuje ,,povinné“ ucivo, jsme
se rozhodli otestovat, jakou roli mtize sehrat pocitac, pokud se zaci k jeho
vyuziti rozhodnou.

Na zékladni skole, kde probihalo vyucovani s nasi lektorkou, jsme zadali
uvedenou tlohu ve dvou paralelnich a prospéchové srovnatelnych tiidach.
Pritom jsme v jedné t¥idé zakim povolili vyuzit pouze tuzku a papir, ve
druhé tiidé mohli zaci pracovat na pocitaci, nedostali vSak zadny navod,
jak pracovat, jaky software mohou vyuzit apod. Poznamenejme jesté, ze
zéaci devéatych tiid na dané skole bézné pracovali s programy MS Excel,
GeoGebra, Derive 6, Cabri II+ a Geonext.

Ke splnéni daného tkolu zaci dostali ¢as 20 minut, poté jsme se véno-
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vali rozboru tlohy a prosli jsme spole¢né mozné postupy vedouci k vyreseni
ulohy. Tridy byly primeérné a jak jsme jiz uvedli, byly jejich vykony v ma-
tematice srovnatelné. Ve tfidach nebyl ani jeden vyraznéji talentovany zak,
prospéchové lepsi zaci odesli jiz difve na viceletd gymndzia. Skola je typic-
kou sidlistni §kolou a nem4 zadnou specializaci. Reseny piiklad byl béznou
soucasti hodiny.

Nyni struéné okomentujme vysledky obou skupin. (Podrobné&jsi popis
nékterych zédkovskych strategii lze nalézt v praci [3]).

Vysledky prvni skupiny

V prvni skupiné se vyuky zacastnilo 18 zakt. Sedm z nich nenalezlo
ve stanoveném dvacetiminutovém limitu zadné feSeni. Zaci, kteii alespon
jedno fteSeni nalezli, pracovali, az na jednu vyjimku, metodou, kterou
bychom mohli nazvat pokus — omyl. VSechna tato feSeni byla ndhodn4,
zaci se bez hlubsiho zduvodnéni pokouseli o nalezeni néjakého feseni na
zékladé vlastnosti zadanych ciselnych hodnot. Vétsina déti nalezla jen né-
ktera ze 16 moznych feSeni. Pouze jeden zak na zdkladé jednoho reseni
dokézal nalézt systematicky postup a nalezl feSeni vSechna.

Jediny zak nehledal feSeni ndhodné a pokousel se sestavit rovnici, ktera
by mu umoznila v8echna feSeni nalézt. Ackoliv tuto rovnici spravné sesta-
vil, odvodil z ni pouze tfi feseni.

Vysledky druhé skupiny

Vyuky se zucastnilo 15 zakt. Dva z nich nenalezli z4dné feseni, dva
dalsi pracovali, stejné jako zaci v prvni skupiné, pouze s tuzkou a papirem,
jedendct zdkt se rozhodlo vyuzit pocitac.

Zajimavé bylo, ze oba zaci, ktefi pracovali bez pocitace, nalezli vSechna
feSeni. Lze tedy dedukovat, ze tloha pro né nebyla natolik obtizné, aby
povazovali za nutné pocita¢ vyuzit.

Jak si pocinali zaci, ktefi se rozhodli vyuzit pocitac? Zajimaly nas dvé
otazky: a) jaky software se rozhodnou vyuzit, b) jak budou pfi feseni tlohy
uspésni. Nejcastéji vyuzitym softwarem se stal, nikoliv prekvapivé, Excel,
ktery zvolilo sedm zakt. T¥i zaci se rozhodli pro GeoGebru a jeden pro
Derive. Potésitelné bylo, ze z jedendacti zakt, kteri pocita¢ vyuzili, jich
deset nalezlo vSech 16 feSeni. Pro zajimavost uvedme feSeni zacky, ktera
nalezla pouze 15 feSeni. Ta pracovala s Excelem a jeji feSeni je na obr. 1.
V popsaném feSeni chybi pfipad 0 - 8 4+ 15 - 16. Zajimavé bylo, ze ani po
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nasledném dotazu ucitelky, zda by nebylo mozné nalézt jesté néjaké dalsi
feSeni, na né neprisla. Na uvedeném reSeni ndm pritom prislo pozoruhodné,
ze ve tietim sloupci zacka dopocitala rozdil ceny po ndkupu sesitt za 8 K¢
a ten pak délila 16, coz naznacuje jistou strategickou manipulaci s vyrazem.

Zajimavy a nestandardni byl Martintiv postup, ktery nalezl vSechna
feSeni pomoci tabulky na obr. 2. Martin si zfejmé nejprve vypocital cenu
nakupu obou druht sesitd v takovém poctu, aby se vesel do castky 240 K¢
a poté k cendm za dany pocet levnéjsich sesiti dopocitaval ceny seSitt za
16 K¢ tak dlouho, az se dostal k cilové ¢astce.

Strucné se jesté zminme o zakovi, ktery jako jediny pouzil Derive. Na
jeho postupu bylo zajimavé, ze nefesil primarné zadnou rovnici, ale se-
strojil odpovidajici linedrni funkei (viz obr. 3). Na otézku, jak na linedrni
funkci pfigel, odpovédél, ze ,ji vidi“. Zak nalezl spravné vechna fesent,
z jeho postupu vsak bylo obtizZné rekonstruovat, do jaké miry jednotliva
feSeni tipoval a do jaké miry byl jeho postup védomy.
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Obr. 3

V kazdém pripadé vSak byly vysledky ve druhé skupiné vyrazné lepsi
nez ve skupiné prvni.

Struc¢né vyhodnoceni
Ctenafe — stejné jako nas — jisté piekvapuje vysoky pocet déti, které
nenalezly zadné feSeni. K tomu pfece sta¢i v podstaté velmi jednoduchy
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usudek: protoze 16 + 8 = 24, je feSenim napiiklad deset velkych a deset
malych seSit. Dalsi feSeni pak lze snadno nalézt tak, ze velky seSit ,vy-
ménim“ za dva malé. Pro¢ tedy tolik déti viibec neuspélo? Vysvétlenim by
mohl byt fakt, ze to bylo viibec poprvé, kdy se zaci setkali s alohou, kde
k vyreseni nemaji ,dost“ idaji a tloha je zaskodila. Jsou vétsinou zvykli
sestavit rovnici, dosadit idaje a vyresit rovnici na Grovni kalkulativni bez
hlubsiho porozuméni. Pocitac¢ tak ve druhé skupiné zpocatku suploval ne-
dostate¢nou Groven zakovskych tsudki, pramenici tfeba i z malé zkuSe-
nosti s takovymi tlohami. Postupné vSak pocitac¢ zakovsky tsudek kulti-
voval a pozdvihl zvlddnuti problematiky do vys$si Grovné.

3. Dalsi postup

Dal$i otazkou, na kterou jsme hledali odpovéd, bylo to, zda mé pouziti
pocitace vliv na strategii zak pfi feSeni podobnych tloh. Proto jsme po
skonceni popisované ulohy v obou tfidach zadani na prvni pohled nepa-
trné obmeénili — zménili jsme cenu 16 K¢ na 17 K¢. Vysledek v podstaté
odpovidal nasi hypotéze: v prvni skupiné takto pozménénou tlohu nevy-
fesil nikdo celou; pouze osm déti si uvédomilo, ze feSenim je evidentné
moznost 0-17+30-8. Druhé fesSeni, tj. 8-17+ 13 -8, nenasel nikdo, protoze
metoda ,pokus omyl“ z zdkovského pohledu ,,dlouho“ nevedla k zddnému
vysledku. Pouze jeden zak poté po vyucujici chtél, aby mu vysvétlila, jak
by mohl postupovat obecné. U¢itel¢in vyklad vSak zajimal evidentné pouze
jeho, dalsi zaci jeho tvahy a smysl jeho dotazli viibec nechapali.

Ve druhé tridé byl vysledek diametralné odlisny: jedenact déti, tedy
naprosta vétsina, tlohu kompletné vytesila. VSichni pouzili sva predchozi
feSeni, jen zaménili ¢islo 16 za 17. Zejména nés vSak potésila dalsi skutec-
nost: Sest zakt chtélo znat obecny postup pfi feseni takovych tloh a vyklad
ucitelky sledovali se zaujetim.

I na zédkladé tohoto jediného experimentu si tak dovolujeme tvrdit, ze
vhodné a ve spravnou chvili nacasované vyuziti pocitate muze prispét
k prohloubeni zajmu o teoretickou stranku problematiky a vyrazné tak
muze prispét k hlubsimu vhledu zakt do probiraného uciva.

Analogické tlohy jsme poté tesili s zaky obou tiid ve vybérovém se-
mindfi, do néhoz chodila priblizné polovina zakid z obou tiid. I Zaci z té
tridy, kterd ve vyuce pocitace neuzivala, vcelku rychle pochopili prednost
jejich vyuziti a rychle se na prislusné postupy adaptovali. V jedné hodiné
pak zaci tesili Glohy vedouci na rovnice 8z + 17y = 250 a 8z + 15y = 250.
Zaci vSak i nyni pracovali v podstaté samostatné, mohli si zvolit software
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dle vlastniho vybéru a vyucujici jen korigovala pfipadné nesrovnalosti. Ze
zajimavych zakovskych feseni uvadime dvé nasledujici.

Honza nejprve fesil rovnici 8z + 17y = 250. Otevfel si GeoGebru a po-
moci prikazového radku na spodni ¢asti ndkresny sestrojil piislusnou prim-
ku. Poté si zapnul zobrazeni mrizky a zjevné odhadl, Ze celociselnym fesSe-
nim by mohlo byt z = 10, y = 10. Jako druhé mozné feSeni se mu nabizel
bod z = 27, y = 2, nebyl si v8ak zfejmé jisty. Kliknutim na tento bod (na
obr. 4 bod B) mu program ukdzal, Ze by mél dany bod leZet na sestrojené
primce. Protoze tento tidaj nepovazoval za zcela hodnovérny, otevrel si
tabulkovy procesor skryty v GeoGebie a pomoci tabulky, kterou si ptipra-
vil podobné jako jini zaci v Excelu, rychle zjistil, Ze nasel feSeni spravné
a jina celociselnd tfeSeni zde nejsou. Postupné takto pracoval i s dal$imi
rovnicemi a feSeni vzdy nasel.
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Obr. 4

Nékolik zak v seminari vSak jiz nechtélo pouze experimentovat, ale
chtéli védét, jak by se takové rovnice daly resit obecné. V devaté tridé
samoziejmé nelze budovat teorii ani téch nejjednodussich diofantovskych
rovnic. Na druhé strané jsme vSak zakim chtéli poskytnout moznost do
tématu, které je zaujalo, alespon ¢astecné proniknout. Proto jsme s nimi
probrali postupy uvedené na webové strance

http://www.math.uwaterloo.ca/~snburris/htdocs/linear.html,
kde jsou feseny diofantovské rovnice tvaru az + by = c. Pii studiu téchto
strdnek jsme se postupneé zcela nenésilné dostali i k Eukleidovu algoritmu,
k tloze parametru v obecném reSeni a k dalsi problematice.
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Zéaci méli posléze samostatné prokizat, jak feSeni uvedenému na inter-
netovych strankich rozuméji. Uvedme jako jeden za zajimavych piiklada
postup Martina. Ten poté, co pro rovnici 8z + 15y = 250 nalezl na webové
strance feseni o = 500+ 15n, yo = —250 —8n, vypocital feSeni v kladnych
celych c¢islech, které odpovidalo slovni tloze, pomoci Excelu, viz obr. 5.
Na levé strané je uvedeno standardni feSeni ve formé, v niz uvadél fe-
Seni drivéjsich prikladd. Pii odvozovani téchto vysledkt z obecného reseni
diofantovské rovnice spravné vyhodnotil, ze musi volit zdporné hodnoty
parametru. Prestoze védél, ze pro malé absolutni hodnoty parametru je
hodnota y zapornd a tedy neodpovida slovni tloze, zahrnul do vysledné

tabulky vS8echny hodnoty pro n = —1,—2,..., aby nékteré feSeni nepre-
hlédl.
8x + 15y = 260 fedenl diofantické rovnice
s8x¢ 15k8
X ¥ cekeavn n ¥ X
1716,13333 250 - 2432 435
2 156 250 2 234 470
3 15,08667 250 -3 226 455
4 14,53333 250 - 218 440
5 : 250 S 210 425
& 1345667 250 S 202 £10
7 12,.53333 250 4 484 395
& 124 250 -8 186 380
3 1138667 250 -4 478 365
10 11,33333 250 -10 470 350
11 10.8 250 11 162 338
12 10,26667 250 12 RETY 320
13 973553 250 -3 446 308
14 82 250 “14 438 250
15 B.6666ET 250 -5 430 275
16 8133333 250 -1 422 260
17 7.6 250 -7 114 245
18 7.066667 250 -18 108 230
19 5533333 250 -18 E 215
20 250 20 50 200
21 5466667 250 21 |2 185
23933333 254 22 F4 170
250 23 £6 185
250 34 8 140
250 25 &0 128
250 -26 +2 110
250 -27 34 35
250 28 26 30
250 28 43 85
30 0666667 250
31 6,133333

Obr. 5
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Zavér

Nasim zameérem samozi'ejmé nebylo probirat u¢ivo o diofantovskych rov-
nicich. Povazovali jsme vSak tuto tematiku za vhodnou k ovéfeni toho, do
jaké miry zaci dovedou tviréim zpisobem vyuzit vypocetni techniku k fe-
Seni problém, s nimiz se dosud nesetkali, a zda vibec je v takové situaci
vyuziti pocitace efektivni.

Obecné vzato je vidy nutno peclivé zvazovat, kde lezi hranice mezi
smysluplnym a nevhodnym vyuzitim pocitaci, a samoziejmé jsme si vé-
domi fady problémi, které nevhodné vyuziti pocitaca prinasi. Domnivame
se vSak, ze v tomto piipadé bylo vyuziti pocitacu efektivni a vhodné. Ac-
koliv dvé studijni skupiny, v nichz jsme tlohy fesili, byly v podstaté pro-
spéchové srovnatelné, dosahli zaci vyuzivajici samostatné vypocetni tech-
niku prokazatelné lepsich vysledki. Za jesté cennéjsi pak povazujeme to,
ze skupina vyuzivajici pocitace nasledné projevovala vétsi zdjem o pocho-
peni teoretického zézemi a jejich motivace ke zvladnuti podstaty problému
byla na vyssi Grovni nez u téch zakul, ktefi se — vétsinou marné — o vyfe-
Seni dloh snazili bez pocitace. Diky pocitaci tak zaci objevili v probirané
latce matematickou ,krasu“ tam, kde zaci bez pocitace vidéli jen ,dfinu
a umorné bezvysledné pocitani.
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