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Ned�vno jsme si v �l�nku ��� uk��
zali� jak lze v zadan� posloupnosti ���
sel ur�it d�lku co nejdel	�ho souvisl�ho
symetrick�ho 
seku� tzv� palindromu�
Pro �e	en� t�to 
lohy jsme na	li p�e�
kvapiv
 efektivn� �e	en� s line�rn� �a�
sovou slo�itost�� Tentokr�t se budeme
v
novat na pohled velmi podobn�mu�

ale o n
co obt��n
j	�mu 
kolu� V zadan� posloupnosti ��sel chceme ur�it
d�lku co nejdel	� vybran� podposloupnosti� kter� je palindromem� P�ipo�
me�me� �e vybran� podposloupnost je tvo�ena n
kter�mi prvky p�vodn�
posloupnosti� p�i�em� mus� z�stat zachov�no jejich vz�jemn� po�ad��

�loha zalo�en� na �e	en� uveden�ho probl�mu byla zad�na v krajsk�m
kole ��� ro�n�ku MO �	koln� rok ���������� � kategorie P� Nejprve se
sezn�m�me s 
pln�m zad�n�m� kter� si pro pot�eby na	eho �l�nku vhodn

zkr�t�me a uprav�me� ani� bychom t�m ov	em zm
nili smysl p�vodn� 
lohy�

Sout��n� �loha

Na vstupu dostanete posloupnost p�smen� Ka�d� z t
chto p�smen p�ed�
stavuje jeden vag�n vlaku� R�zn� p�smena odli	uj� r�zn� typy vag�n��
V�stupem programu bude v�pis pozic vag�n� �p�smen�� kter� mus� b�t
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odstran
ny� aby byl v�sledn� vlak �posloupnost p�smen� po jejich odstra�
n
n� stejn� p�i �ten� zep�edu i zezadu �tedy aby v�sledn� �et
zec p�smen
byl palindromem�� Pokud existuje v�ce mo�nost�� nalezn
te a vypi	te tu�
kde je t�eba odstranit nejmen	� mo�n� po�et vag�n�� Pokud je takov�ch
mo�nost� v�ce� m��ete vypsat jednu libovolnou z nich�

Form�t vstupu

Vstup programu je tvo�en dv
ma ��dky� Prvn� ��dek obsahuje jedno
cel� ��slo N �� � N � �� ����� kter� ur�uje p�vodn� po�et vag�n� vlaku�
Druh� ��dek obsahuje posloupnost N znak�� kter� popisuj� jednotliv� typy
vag�n��

Form�t v�stupu

V�stup programu je tvo�en dv
ma ��dky� Prvn� obsahuje jedin� ��slo K
�� � K � N � ��� kter� ud�v�� kolik vag�n� je pot�eba z vlaku odstranit�
aby vlak vypadal stejn
 z obou sm
r�� Druh� ��dek obsahuje K r�zn�ch
��sel z rozmez� od � do N ur�uj�c�ch po�adov� ��sla t
ch vag�n�� kter� maj�
b�t z vlaku odstran
ny� Pokud je posloupnost znak� zadan� na vstupu
stejn� p�i �ten� zep�edu i zezadu� pak na prvn� ��dek vypi	te ��slo � a druh�
��dek z�stane pr�zdn��

� � �

P��klady�

Vstup�
�
ABCDBA

V�stup�
�
�
Odstran
n�m t�et�ho p�smene vznikne vlak s vag�ny ABDBA� Jin�m spr�v�
n�m �e	en�m je odstranit �tvrt� p�smeno� kdy vznikne vlak s vag�ny AB�
CBA�

Vstup�
�
ABECEDA

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� � 



V�stup�
�
� �
Odstran
n�m druh�ho a 	est�ho p�smene vznikne vlak s vag�ny AECEA�

Vstup�
�
ABECADA

V�stup�
!
� ! � �
Odstran
n�m t�et�ho� �tvrt�ho� 	est�ho a sedm�ho p�smene vznikne vlak
s vag�ny ABA� V tomto p��pad
 existuje v�ce r�zn�ch optim�ln�ch �e	en��

� � �

Problematice vybran�ch podposloupnost� jsme se v na	em seri�lu 
loh
z MO kategorie P v
novali v minulosti ji� v�cekr�t� v posledn� dob
 nap���
klad v �l�nc�ch ��� a ���� Ka�dou z t
chto 
loh bylo mo�n� �e	it trivi�ln�m
zp�sobem zkou	en�m v	ech mo�n�ch vybran�ch podposloupnost�� kter�ch
je v	ak exponenci�ln
 mnoho a takov� �e	en� je tud�� velmi neefektivn��
Naproti tomu se n�m zat�m v�dy poda�ilo nal�zt efektivn� �e	en� zalo�en�
na my	lence dynamick�ho programov�n�� Stejn
 tomu bude i tentokr�t�

Zadan� vlak V je tvo�en vag�ny a�� a�� � � � � aN � Jako "podvlak# Vi�j si
ozna��me jeho souvislou ��st tvo�enou vag�ny ai� ai��� � � � � aj � Budeme
zkoumat� jak nal�zt optim�ln� �e	en� na	� 
lohy pro ur�it� podvlak� kdy�
u� zn�me �e	en� pro v	echny podvlaky krat	�� Zaj�m� n�s tedy� jakou ma�
xim�ln� symetrickou podposloupnost je mo�n� vybrat z podvlaku Vi�j �
Jestli�e ai $ aj � pak m��eme p�edpokl�dat� �e jsou oba tyto krajn� vag�ny
za�azeny v optim�ln�m �e	en� pro podvlak Vi�j a mezi nimi se nach�z� op�
tim�ln� �e	en� o dva vag�ny krat	�ho podvlaku Vi���j��� Pokud neplat�
ai $ aj � nemohou b�t oba tyto vag�ny z�rove� za�azeny v �e	en� 
lohy pro
Vi�j � V takov�m p��pad
 je tedy optim�ln� �e	en� pro podvlak Vi�j rovno bu%
optim�ln�mu �e	en� pro Vi�j��� nebo optim�ln�mu �e	en� pro Vi���j �podle
toho� kter� z nich bude v�hodn
j	��� Vid�me tedy� �e �e	en� pro ka�d� pod�
vlak Vi�j dok��eme snadno spo��tat v konstantn�m �ase� pokud ji� zn�me
�e	en� pro podvlaky o jeden a o dva vag�ny krat	��

Vy�e	en� zadan� 
lohy dynamick�m programov�n�m je p��mou imple�
mentac� pr�v
 popsan� my	lenky� Za�neme od 
sek� d�lky �� kter� jsou
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tvo�eny jedin�m vag�nem a jsou tedy z�ejm
 v	echny symetrick�� &e	en�
v	ech 
sek� d�lky � je rovn
� trivi�ln� � je ur�eno t�m� zda jsou oba po
sob
 jdouc� vag�ny vlaku stejn�� nebo ne� D�le postupn
 po��t�me �e	en�
pro v	echny 
seky d�lky �� !� �� atd�� a� nakonec najdeme �e	en� pro cel�
vlak d�lky N � Po�et v	ech postupn
 �e	en�ch souvisl�ch 
sek� �tzn� pod�
vlak�� je N ' �N � �� ' �N � �� ' � � � ' �� tedy ��dov
 N�� ka�d� �e	en�
ur��me v�	e uveden�m postupem v konstantn�m �ase� Algoritmus m� tedy
kvadratickou �asovou slo�itost vzhledem k d�lce posloupnosti N �

Pokud bude na	�m 
kolem ur�it pouze d�lku maxim�ln� vybran� sy�
metrick� podposloupnosti �resp� minim�ln� po�et vag�n�� kter� je t�eba
z vlaku vypustit� aby byl v�sledn� vlak symetrick��� jsme v tuto chv�li s �e�
	en�m hotovi a m��eme si p�edv�st� jak by ho bylo mo�n� naprogramovat�
V n�sleduj�c� programov� uk�zce postupn
 po��t�me hodnoty prvk� dvou�
rozm
rn�ho pole V tak� �e ��slo V �i� j� p�edstavuje d�lku maxim�ln� symet�
rick� podposloupnosti vybran� z 
seku ai� ai��� � � � � aj � Hodnoty ukl�dan�
do pole V po��t�me v po�ad� podle rostouc� d�lky 
seku� Jako posledn�
se spo��t� ��slo V ��� N �� kter� ur�uje d�lku v�sledn�ho upraven�ho vlaku�
tzn� hledan� �e	en�� Jeliko� v 
loze po�adujeme vypsat nikoliv d�lku v��
sledn�ho vlaku� ale minim�ln� po�et vypu	t
n�ch vag�n�� program vyp�	e
na v�stup 
daj N � V ��� N ��

program Vlak���

�ur�en� d�lky maxim�ln� symetrick� vybran� podposloupnosti�

const MaxN 	 
�����

var A� array
���MaxN� of char� �zadan� posloupnost 	 vlak�

V� array
���MaxN� ���MaxN� of integer�

�d�lky max� symetrick�ch vybran�ch podposloupnost��

N� integer� �d�lka posloupnosti�

i� j� Delka� integer�

�vymezen� rozsahu a d�lka zvolen�ho �seku posloupnosti�

begin

readln�N�� �d�lka posloupnosti�

for i�	� to N do

read�A
i��� �prvky posloupnosti�

for i�	� to N do

V
i�i����	�� �pr�zdn� �sek�
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for i�	� to N do

V
i�i��	�� �jednoprvkov� �sek�

for Delka�	� to N do �d�lka �seku�

for i�	� to N�Delka�� do �za��tek �seku�

begin

j�	i�Delka��� �konec �seku�

if A
i� 	 A
j� then

V
i�j��	V
i���j�����

else if V
i���j� � V
i�j��� then

V
i�j��	V
i���j�

else

V
i�j��	V
i�j���

end�

�V
��N� je d�lka maxim�ln� vybran� symetrick�

podposloupnosti�

writeln�N�V
��N�� �minim�ln� po�et vypu�t�n�ch znak��

end�

Tato jednoduch� implementace vyu��v� pam
( kvadratick� velikosti
�vzhledem k N�� Ve skute�nosti ale vysta��me dokonce s pam
t� line�rn��
Nemus�me si toti� b
hem v�po�tu st�le pamatovat v	ech a� N� d��ve spo�
��tan�ch hodnot V �i� j� pro 
seky krat	� d�lky� k vy�e	en� ur�it�ho pod�
vlaku n�m p�ece sta�� zn�t pouze �e	en� pro podvlaky krat	� o jeden nebo
o dva vag�ny� Budeme si tedy udr�ovat v pam
ti pouze spo��tan� �e	en�
v�dy pro posledn� dv
 d�lky 
sek� a na jejich z�klad
 spo��t�me �e	en�
pro 
seky bezprost�edn
 n�sleduj�c� d�lky� Po�et v	ech hodnot V �i� j� ulo�
�en�ch v jednom okam�iku v�po�tu v pam
ti bude tedy jist
 v�dy men	�
ne� �N �

V na	� p�vodn� 
loze z MO m�me v	ak za 
kol ur�it nejen minim�ln�
po�et� ale tak� seznam ��sel t
ch vag�n�� kter� je t�eba z vlaku vypus�
tit� &e	en� bude proto t�eba je	t
 doplnit o evidenci vypu	t
n�ch vag�n��
S line�rn� pam
t� pak ji� nevysta��me a budeme pot�ebovat pam
( kva�
dratick� velikosti� Do programu p�id�me pole X � jeho� hodnoty X �i� j�
budeme po��tat soub
�n
 s v�po�tem hodnot V �i� j�� )�slo X �i� j� ud�v�
po�adov� ��slo jednoho vag�nu� kter� je t�eba vypustit z 
seku vlaku ai�
ai��� � � � � aj � abychom postupn
 z�skali maxim�ln� vybranou symetrickou
podposloupnost d�lky V �i� j�� Toto pole si mus�me uchov�vat cel� a na jeho
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z�klad
 pak dok��eme zp
tn
 zrekonstruovat seznam v	ech vypu	t
n�ch
vag�n� pro z�sk�n� v�sledn�ho symetrick�ho vlaku d�lky V ��� N ��

V�sledn� program vych�z� z p�edchoz�ho �e	en� jednodu		� 
lohy� do
n
ho� jsme pouze doplnili pr�ci se zm�n
n�m polem X a v�pis ��sel vy�
pou	t
n�ch vag�n��

program Vlak���

�ur�en� d�lky maxim�ln� symetrick� vybran� podposloupnosti

a nalezen� jedn� takov� symetrick� podposloupnosti max�

d�lky�

v�stupem je seznam pozic znak�� kter� je t�eba vynechat�

const MaxN 	 
�����

var A� array
���MaxN� of char� �zadan� posloupnost 	 vlak�

V� array
���MaxN� ���MaxN� of integer�

�d�lky max� symetrick�ch vybran�ch podposloupnost��

X� array
���MaxN� ���MaxN� of integer�

�po�adov� ��slo znaku� kter� se m� z �seku vypustit�

N� integer� �d�lka posloupnosti�

i� j� Delka� integer�

�rozsah a d�lka zvolen�ho �seku posloupnosti�

begin

readln�N�� �d�lka posloupnosti�

for i�	� to N do

read�A
i��� �prvky posloupnosti�

for i�	� to N do

V
i�i����	�� �pr�zdn� �sek�

for i�	� to N do

V
i�i��	�� �jednoprvkov� �sek�

for Delka�	� to N do �d�lka �seku�

for i�	� to N�Delka�� do �za��tek �seku�

begin

j�	i�Delka��� �konec �seku�

if A
i�	A
j� then

begin

V
i�j��	V
i���j������ X
i�j��	� end

�nic se nevypust�� oba krajn� znaky �seku z�st�vaj��
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else if V
i���j� � V
i�j��� then

begin V
i�j��	V
i���j�� X
i�j��	i end

�vypust� se prvn� znak �seku�

else

begin V
i�j��	V
i�j���� X
i�j��	j end

�vypust� se posledn� znak �seku�

end�

�V
��N� je d�lka maxim�ln� vybran� symetrick�

podposloupnosti�

writeln�N�V
��N��� �minim�ln� po�et vypu�t�n�ch znak��

�rekonstrukce seznamu v�ech vypu�t�n�ch znak� pro z�sk�n�

maxim�ln� symetrick� vybran� podposloupnosti d�lky V
��N���

i�	��

j�	N�

while i � j do �zkouman� �sek nen� trivi�ln��

if X
i�j� 	 � then

begin inc�i�� dec�j� end

else

begin

write�X
i�j�� � ��� �po�adov� ��slo vypu�t�n�ho znaku�

if X
i�j� 	 i then inc�i� else dec�j�

end�

writeln

end�

L i t e r a t u r a

��� T�pfer� P� Maxim�ln� palindrom �	lohy z MO 
 kategorie P 
 ��
 ��st�
 MFI� r
 ��
���������� �
 � a �


��� T�pfer� P� Spole�n� vybran� podposloupnost �	lohy z MO 
 kategorie P 
 ��
 ��st�

MFI� r
 �� ���������� �
 �


��� T�pfer� P� Poklesl� podposloupnost �	lohy z MO 
 kategorie P 
 ��
 ��st�
 MFI� r

�� ���������� �
 �
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M��e po��ta� rozv�jet kreativitu ��k��

HELENA BINTEROV� � EDUARD FUCHS

Pedagogick� fakulta J�U �esk� Bud�jovice�

P��rodov�deck� fakulta MU Brno

V pr�ci ukazujeme� jak lze po��ta� vyu��t k �e	en� n
kter�ch probl�m��
kter� mohou b�t jinak pro ��ky jen velmi obt��n
 �e	iteln�� Sou�asn
 uka�
zujeme� �e vyu�it� po��ta�e m��e p�isp
t ke zv�	en� z�jm� ��k� o teore�
tick� z�zem� �e	en� problematiky a podn�tit tak ��kovsk� z�jem o hlub	�
pochopen� prob�ran� l�tky�

�	 
vod

Do v	ech oblast� na	eho �ivota� v�etn
 vzd
l�v�n�� se st�le intenziv�
n
ji prom�taj� zm
ny zp�soben� masivn�m nasazov�n�m po��ta�� a dal	�ch
modern�ch technologi�� I velmi konzervativn� pedagogov� jsou si dnes ji�
v
domi toho� �e tyto technologie a sou�asn� "informa�n� exploze# by se
m
ly odr��et i ve 	kolsk� praxi� zejm�na ve vyu�ovac�ch metod�ch �viz
nap�� ����� Vyvst�v� tu v	ak �ada probl�m�� jejich� podstatou jsou ot�zky�
jakou roli maj� hr�t p�i v�uce po��ta�e a jak to ud
lat� aby bylo dosa�eno
proklamovan�ch modern�ch c�l� v�uky a aby p�itom nedo	lo k poklesu
pot�ebn�ch ��kovsk�ch znalost��

Odpov
di na tyto ot�zky nejsou jednoduch�� K tomu� abychom kvalitn

vzd
l�vali nap��klad ��ky z�kladn� 	koly� nesta�� zakoupit interaktivn� ta�
bule a p��slu	n� matematick� programy a p�itom je vyu��vat "po staru#�
P�edev	�m mus�me m�t ujasn
no� jak dos�hneme 
�inn�ho vyu�it� nov�ch
technologi� v jednotliv�ch f�z�ch pojmotvorn�ho procesu� jak je tedy za�
pojit do v�uky tak� aby se staly jej� organickou sou��st� a ��ci je vyu��vali
aktivn
 a c�len
�

Samotn� zapojen� modern�ch technologi� do v�uky ji mo�n� urychl��
av	ak nezkvalitn�� C�lem je nau�it se vyu��vat tyto prost�edky k tomu�
aby ��ci um
li na odpov�daj�c� 
rovni �e	it probl�my� aby um
li p�em�	let�
t��dit a vyb�rat nab�zen� informace a aby je dok�zali samostatn
 pou���
vat a obhajovat v ka�dodenn�m �ivot
� O takov� vyu�it� jsme se pokusili
v n�sleduj�c�m experimentu�
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�	 Popis experimentu

V na	ich u�ebnic�ch Aritmetiky a Geometrie pro �� �  � t��du �viz nap��
���� se sna��me ve v�	e uveden�ch intenc�ch pracovat� Jsme p�esv
d�eni�
�e experimentov�n�m� porovn�v�n�m situac�� kter� znaj� z b
�n�ho �ivota�
hled�n�m skryt�ch z�konitost�� postupn�m vytv��en�m spr�vn� terminolo�
gie� nen�siln�m veden�m ke spr�vn�mu vyjad�ov�n� a ozna�ov�n� v
c�� jsou
��ci vedeni k tomu� aby matematiku ch�pali jako mocn� n�stroj k pozn��
v�n� sv
ta� Tento p��stup pova�ujeme i za cestu k tomu� aby matematice
dob�e porozum
li a aby se matematika stala jedn�m z jejich obl�ben�ch
p�edm
t�� Je n�m v	ak jasn�� �e tento postup je �asov
 n�ro�n� a pro
vyu�uj�c�ho mnohem obt��n
j	� ne� klasick� "front�ln�# v�uka� kdy u�itel
v systematick�m v�kladu sezn�m� ��ky s nov�m t�matem a db� pouze na
to� aby mu ��ci pokud mo�no dob�e porozum
li�

Nyn� stru�n
 pop�	eme jednu z mo�nost�� jak jsme testovali vhodnost
vyu�it� informa�n�ch technologi� p�i samostatn� pr�ci ��k�� V u�ebnici ���
jsme v  � t��d
 za�adili n�sleduj�c� 
lohu�

"T��dn� u�itelka dala Petrovi v �� A 
kol� "Pet�e� zbylo mi v t��dn�m
fondu ��� K	
 Mohl bys mi spo	�tat� kolik bychom za tuto 	�stku mohli
koupit se�it
 tak� aby ��dn� pen�ze nezbyly� Uva�uj se�it 	
 ��� �A� �
linkovan��� jeho� cena je �� K	 a se�it 	
 ��� �A� � linkovan��� jeho� cena
je � K	
# Petr zjistil� �e to bude mo�n� a na	el n
kolik variant� Vytvo�te
n�vrh v	ech mo�n�ch variant n�kupu se	it� pro �� A� Kolik jich je*#

�loha se uk�zala pro ��ky z�kladn� 	koly obt��n�� i kdy� v podstat
 jde
o jednoduchou diofantovskou rovnici� Nalezen� n
jak�ho �e	en� je v�cem�n

jednoduch�� nalezen� v	ech po�adovan�ch �e	en� je u� slo�it
j	� a vy�aduje
od ��k� promy	lenou strategii a systematick� p��stup� Pr�v
 na t�to ne�
standardn� 
loze� kter� pom
rn
 v�razn
 p�esahuje "povinn�# u�ivo� jsme
se rozhodli otestovat� jakou roli m��e sehr�t po��ta�� pokud se ��ci k jeho
vyu�it� rozhodnou�

Na z�kladn� 	kole� kde prob�halo vyu�ov�n� s na	� lektorkou� jsme zadali
uvedenou 
lohu ve dvou paraleln�ch a prosp
chov
 srovnateln�ch t��d�ch�
P�itom jsme v jedn� t��d
 ��k�m povolili vyu��t pouze tu�ku a pap�r� ve
druh� t��d
 mohli ��ci pracovat na po��ta�i� nedostali v	ak ��dn� n�vod�
jak pracovat� jak� software mohou vyu��t apod� Poznamenejme je	t
� �e
��ci dev�t�ch t��d na dan� 	kole b
�n
 pracovali s programy MS Excel�
GeoGebra� Derive �� Cabri II' a Geonext�

Ke spln
n� dan�ho 
kolu ��ci dostali �as �� minut� pot� jsme se v
no�
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vali rozboru 
lohy a pro	li jsme spole�n
 mo�n� postupy vedouc� k vy�e	en�

lohy� T��dy byly pr�m
rn� a jak jsme ji� uvedli� byly jejich v�kony v ma�
tematice srovnateln�� Ve t��d�ch nebyl ani jeden v�razn
ji talentovan� ��k�
prosp
chov
 lep	� ��ci ode	li ji� d��ve na v�celet� gymn�zia� +kola je typic�
kou s�dli	tn� 	kolou a nem� ��dnou specializaci� &e	en� p��klad byl b
�nou
sou��st� hodiny�

Nyn� stru�n
 okomentujme v�sledky obou skupin� �Podrobn
j	� popis
n
kter�ch ��kovsk�ch strategi� lze nal�zt v pr�ci �����

V�sledky prvn� skupiny

V prvn� skupin
 se v�uky z
�astnilo �� ��k�� Sedm z nich nenalezlo
ve stanoven�m dvacetiminutov�m limitu ��dn� �e	en�� ,�ci� kte�� alespo�
jedno �e	en� nalezli� pracovali� a� na jednu v�jimku� metodou� kterou
bychom mohli nazvat pokus � omyl� V	echna tato �e	en� byla n�hodn��
��ci se bez hlub	�ho zd�vodn
n� pokou	eli o nalezen� n�jak�ho �e	en� na
z�klad
 vlastnost� zadan�ch ��seln�ch hodnot� V
t	ina d
t� nalezla jen n
�
kter� ze �� mo�n�ch �e	en�� Pouze jeden ��k na z�klad
 jednoho �e	en�
dok�zal nal�zt systematick� postup a nalezl �e	en� v	echna�

Jedin� ��k nehledal �e	en� n�hodn
 a pokou	el se sestavit rovnici� kter�
by mu umo�nila v	echna �e	en� nal�zt� A�koliv tuto rovnici spr�vn
 sesta�
vil� odvodil z n� pouze t�i �e	en��

V�sledky druh� skupiny

V�uky se z
�astnilo �� ��k�� Dva z nich nenalezli ��dn� �e	en�� dva
dal	� pracovali� stejn
 jako ��ci v prvn� skupin
� pouze s tu�kou a pap�rem�
jeden�ct ��k� se rozhodlo vyu��t po��ta��

Zaj�mav� bylo� �e oba ��ci� kte�� pracovali bez po��ta�e� nalezli v	echna
�e	en�� Lze tedy dedukovat� �e 
loha pro n
 nebyla natolik obt��n�� aby
pova�ovali za nutn� po��ta� vyu��t�

Jak si po��nali ��ci� kte�� se rozhodli vyu��t po��ta�* Zaj�maly n�s dv

ot�zky� a� jak� software se rozhodnou vyu��t� b� jak budou p�i �e	en� 
lohy

sp
	n�� Nej�ast
ji vyu�it�m softwarem se stal� nikoliv p�ekvapiv
� Excel�
kter� zvolilo sedm ��k�� T�i ��ci se rozhodli pro GeoGebru a jeden pro
Derive� Pot
	iteln� bylo� �e z jeden�cti ��k�� kte�� po��ta� vyu�ili� jich
deset nalezlo v	ech �� �e	en�� Pro zaj�mavost uve%me �e	en� �a�ky� kter�
nalezla pouze �� �e	en�� Ta pracovala s Excelem a jej� �e	en� je na obr� ��
V popsan�m �e	en� chyb� p��pad � � � ' �� � ��� Zaj�mav� bylo� �e ani po
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n�sledn�m dotazu u�itelky� zda by nebylo mo�n� nal�zt je	t
 n
jak� dal	�
�e	en�� na n
 nep�i	la� Na uveden�m �e	en� n�m p�itom p�i	lo pozoruhodn��
�e ve t�et�m sloupci �a�ka dopo��tala rozd�l ceny po n�kupu se	it� za � K�
a ten pak d
lila ��� co� nazna�uje jistou strategickou manipulaci s v�razem�

Zaj�mav� a nestandardn� byl Martin�v postup� kter� nalezl v	echna
�e	en� pomoc� tabulky na obr� �� Martin si z�ejm
 nejprve vypo��tal cenu
n�kupu obou druh� se	it� v takov�m po�tu� aby se ve	el do ��stky �!� K�
a pot� k cen�m za dan� po�et levn
j	�ch se	it� dopo��t�val ceny se	it� za
�� K� tak dlouho� a� se dostal k c�lov� ��stce�

Stru�n
 se je	t
 zmi�me o ��kovi� kter� jako jedin� pou�il Derive� Na
jeho postupu bylo zaj�mav�� �e ne�e	il prim�rn
 ��dnou rovnici� ale se�
strojil odpov�daj�c� line�rn� funkci �viz obr� ��� Na ot�zku� jak na line�rn�
funkci p�i	el� odpov
d
l� �e "ji vid�#� ,�k nalezl spr�vn
 v	echna �e	en��
z jeho postupu v	ak bylo obt��n� rekonstruovat� do jak� m�ry jednotliv�
�e	en� tipoval a do jak� m�ry byl jeho postup v
dom��

������
���	��
������

Obr
 �

V ka�d�m p��pad
 v	ak byly v�sledky ve druh� skupin
 v�razn
 lep	�
ne� ve skupin
 prvn��

Stru
n� vyhodnocen�

)ten��e � stejn
 jako n�s � jist
 p�ekvapuje vysok� po�et d
t�� kter�
nenalezly ��dn� �e	en�� K tomu p�ece sta�� v podstat
 velmi jednoduch�
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sudek� proto�e �� ' � $ �!� je �e	en�m nap��klad deset velk�ch a deset
mal�ch se	it�� Dal	� �e	en� pak lze snadno nal�zt tak� �e velk� se	it "vy�
m
n�m# za dva mal�� Pro� tedy tolik d
t� v�bec neusp
lo* Vysv
tlen�m by
mohl b�t fakt� �e to bylo v�bec poprv�� kdy se ��ci setkali s 
lohou� kde
k vy�e	en� nemaj� "dost# 
daj� a 
loha je zasko�ila� Jsou v
t	inou zvykl�
sestavit rovnici� dosadit 
daje a vy�e	it rovnici na 
rovni kalkulativn� bez
hlub	�ho porozum
n�� Po��ta� tak ve druh� skupin
 zpo��tku suploval ne�
dostate�nou 
rove� ��kovsk�ch 
sudk�� pramen�c� t�eba i z mal� zku	e�
nosti s takov�mi 
lohami� Postupn
 v	ak po��ta� ��kovsk� 
sudek kulti�
voval a pozdvihl zvl�dnut� problematiky do vy		� 
rovn
�

�	 Dal�� postup

Dal	� ot�zkou� na kterou jsme hledali odpov
%� bylo to� zda m� pou�it�
po��ta�e vliv na strategii ��k� p�i �e	en� podobn�ch 
loh� Proto jsme po
skon�en� popisovan� 
lohy v obou t��d�ch zad�n� na prvn� pohled nepa�
trn
 obm
nili � zm
nili jsme cenu �� K� na �� K�� V�sledek v podstat

odpov�dal na	� hypot�ze� v prvn� skupin
 takto pozm
n
nou 
lohu nevy�
�e	il nikdo celou- pouze osm d
t� si uv
domilo� �e �e	en�m je evidentn

mo�nost � ���'�� ��� Druh� �e	en�� tj� � ���'�� ��� nena	el nikdo� proto�e
metoda "pokus omyl# z ��kovsk�ho pohledu "dlouho# nevedla k ��dn�mu
v�sledku� Pouze jeden ��k pot� po vyu�uj�c� cht
l� aby mu vysv
tlila� jak
by mohl postupovat obecn
� U�itel�in v�klad v	ak zaj�mal evidentn
 pouze
jeho� dal	� ��ci jeho 
vahy a smysl jeho dotaz� v�bec nech�pali�

Ve druh� t��d
 byl v�sledek diametr�ln
 odli	n�� jeden�ct d
t�� tedy
naprost� v
t	ina� 
lohu kompletn
 vy�e	ila� V	ichni pou�ili sv� p�edchoz�
�e	en�� jen zam
nili ��slo �� za ��� Zejm�na n�s v	ak pot
	ila dal	� skute��
nost� 	est ��k� cht
lo zn�t obecn� postup p�i �e	en� takov�ch 
loh a v�klad
u�itelky sledovali se zaujet�m�

I na z�klad
 tohoto jedin�ho experimentu si tak dovolujeme tvrdit� �e
vhodn� a ve spr�vnou chv�li na�asovan� vyu�it� po��ta�e m��e p�isp
t
k prohlouben� z�jmu o teoretickou str�nku problematiky a v�razn
 tak
m��e p�isp
t k hlub	�mu vhledu ��k� do prob�ran�ho u�iva�

Analogick� 
lohy jsme pot� �e	ili s ��ky obou t��d ve v�b
rov�m se�
min��i� do n
ho� chodila p�ibli�n
 polovina ��k� z obou t��d� I ��ci z t�
t��dy� kter� ve v�uce po��ta�e neu��vala� vcelku rychle pochopili p�ednost
jejich vyu�it� a rychle se na p��slu	n� postupy adaptovali� V jedn� hodin

pak ��ci �e	ili 
lohy vedouc� na rovnice �x' ��y $ ��� a �x' ��y $ ����
,�ci v	ak i nyn� pracovali v podstat
 samostatn
� mohli si zvolit software
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dle vlastn�ho v�b
ru a vyu�uj�c� jen korigovala p��padn� nesrovnalosti� Ze
zaj�mav�ch ��kovsk�ch �e	en� uv�d�me dv
 n�sleduj�c��

Honza nejprve �e	il rovnici �x' ��y $ ���� Otev�el si GeoGebru a po�
moc� p��kazov�ho ��dku na spodn� ��sti n�kresny sestrojil p��slu	nou p��m�
ku� Pot� si zapnul zobrazen� m���ky a zjevn
 odhadl� �e celo��seln�m �e	e�
n�m by mohlo b�t x $ ��� y $ ��� Jako druh� mo�n� �e	en� se mu nab�zel
bod x $ ��� y $ �� nebyl si v	ak z�ejm
 jist�� Kliknut�m na tento bod �na
obr� ! bod B� mu program uk�zal� �e by m
l dan� bod le�et na sestrojen�
p��mce� Proto�e tento 
daj nepova�oval za zcela hodnov
rn�� otev�el si
tabulkov� procesor skryt� v GeoGeb�e a pomoc� tabulky� kterou si p�ipra�
vil podobn
 jako jin� ��ci v Excelu� rychle zjistil� �e na	el �e	en� spr�vn

a jin� celo��seln� �e	en� zde nejsou� Postupn
 takto pracoval i s dal	�mi
rovnicemi a �e	en� v�dy na	el�

������
�����������	

Obr
 �

N
kolik ��k� v semin��i v	ak ji� necht
lo pouze experimentovat� ale
cht
li v
d
t� jak by se takov� rovnice daly �e	it obecn
� V dev�t� t��d

samoz�ejm
 nelze budovat teorii ani t
ch nejjednodu		�ch diofantovsk�ch
rovnic� Na druh� stran
 jsme v	ak ��k�m cht
li poskytnout mo�nost do
t�matu� kter� je zaujalo� alespo� ��ste�n
 proniknout� Proto jsme s nimi
probrali postupy uveden� na webov� str�nce

http���www�math�uwaterloo�ca�.snburris�htdocs�linear�html�
kde jsou �e	eny diofantovsk� rovnice tvaru ax' by $ c� P�i studiu t
chto
str�nek jsme se postupn
 zcela nen�siln
 dostali i k Eukleidovu algoritmu�
k 
loze parametru v obecn�m �e	en� a k dal	� problematice�
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,�ci m
li posl�ze samostatn
 prok�zat� jak �e	en� uveden�mu na inter�
netov�ch str�nk�ch rozum
j�� Uve%me jako jeden za zaj�mav�ch p��klad�
postup Martina� Ten pot�� co pro rovnici �x'��y $ ��� nalezl na webov�
str�nce �e	en� x� $ ���'��n� y� $ ������n� vypo��tal �e	en� v kladn�ch
cel�ch ��slech� kter� odpov�dalo slovn� 
loze� pomoc� Excelu� viz obr� ��
Na lev� stran
 je uvedeno standardn� �e	en� ve form
� v n�� uv�d
l �e�
	en� d��v
j	�ch p��klad�� P�i odvozov�n� t
chto v�sledk� z obecn�ho �e	en�
diofantovsk� rovnice spr�vn
 vyhodnotil� �e mus� volit z�porn� hodnoty
parametru� P�esto�e v
d
l� �e pro mal� absolutn� hodnoty parametru je
hodnota y z�porn� a tedy neodpov�d� slovn� 
loze� zahrnul do v�sledn�
tabulky v	echny hodnoty pro n $ ������ � � � � aby n
kter� �e	en� nep�e�
hl�dl�

�����
�����
�����
�����
�����

Obr
 �

�� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



Z�v�r

Na	�m z�m
rem samoz�ejm
 nebylo prob�rat u�ivo o diofantovsk�ch rov�
nic�ch� Pova�ovali jsme v	ak tuto tematiku za vhodnou k ov
�en� toho� do
jak� m�ry ��ci dovedou tv�r��m zp�sobem vyu��t v�po�etn� techniku k �e�
	en� probl�m�� s nimi� se dosud nesetkali� a zda v�bec je v takov� situaci
vyu�it� po��ta�e efektivn��

Obecn
 vzato je v�dy nutno pe�liv
 zva�ovat� kde le�� hranice mezi
smyslupln�m a nevhodn�m vyu�it�m po��ta��� a samoz�ejm
 jsme si v
�
domi �ady probl�m�� kter� nevhodn� vyu�it� po��ta�� p�in�	�� Domn�v�me
se v	ak� �e v tomto p��pad
 bylo vyu�it� po��ta�� efektivn� a vhodn�� A��
koliv dv
 studijn� skupiny� v nich� jsme 
lohy �e	ili� byly v podstat
 pro�
sp
chov
 srovnateln�� dos�hli ��ci vyu��vaj�c� samostatn
 v�po�etn� tech�
niku prokazateln
 lep	�ch v�sledk�� Za je	t
 cenn
j	� pak pova�ujeme to�
�e skupina vyu��vaj�c� po��ta�e n�sledn
 projevovala v
t	� z�jem o pocho�
pen� teoretick�ho z�zem� a jejich motivace ke zvl�dnut� podstaty probl�mu
byla na vy		� 
rovni ne� u t
ch ��k�� kte�� se � v
t	inou marn
 � o vy�e�
	en� 
loh sna�ili bez po��ta�e� D�ky po��ta�i tak ��ci objevili v prob�ran�
l�tce matematickou "kr�su# tam� kde ��ci bez po��ta�e vid
li jen "d�inu#
a 
morn� bezv�sledn� po��t�n��
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