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�� �vodn� pozn�mka

Mezi st�edo�kolskou ml�de�� orientovanou na p��rodn� a technick� v�dy
se st�v� velmi popul�rn� regresn� anal�za� Umo�	uje to jej� snadn� do

stupnost ji� na tzv� v�deck�ch kapesn�ch kalkul�torech a na PC �nap��
v programu Excel�� V p��pad� regresn� anal�zy sice nejde o zcela novou
metodu pro zpracov�n� v�sledk
 m��en� nebo r
zn�ch empirick�ch pozo

rov�n�� av�ak jej� praktick� roz���en� umo�nila a� sou�asn� �rove	 v�po

�etn� techniky� Vyu��v�n� t�to metody st�edo�kolskou ml�de�� m� v�ak
dosti podstatn� nedostatek� mnohdy v podstat� neznaj� ani princip t�to
metody� nebo� jej� v�klad pat�� a� do aplikovan� matematiky na vysok�
�kole� Jak jsem si v�iml p�i pr�ci s talentovanou ml�de�� na r
zn�ch sou

st�ed�n�ch Fyzik�ln� olympi�dy� studenti se p�i aplikaci t�to metody pak
mohou dopou�t�t ne��douc�ch chyb nebo nar��et na r
zn� aplika�n� �skal��
C�lem t�to stat� je podat stru�n� a srozumiteln� v�klad principu regresn�
anal�zy a metodu demonstrovat na n�kolika fyzik�ln�ch aplikac�ch� �l�nek
voln� navazuje na sta� ���� publikovanou na str�nk�ch tohoto �asopisu�

�� Princip regresn� anal�zy

Regresn� anal�za je rigor�zn� analytick� metoda prokl�d�n� k�ivek zpra

vidla jednoduch�ch funk�n�ch z�vislost� empirick�mi body� kter� byly z�s

k�ny m��en�m z�vislost� fyzik�ln�ch jev
 �nebo i jev
 chemick�ch� bio

logick�ch� technick�ch �i spole�ensk�ch�� Je zalo�ena na stejn�ch meto

d�ch matematick� statistiky� kter� u��v�me p�i zpracov�n� dat fyzik�ln�ch
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m��en�� Jej� ko�eny tedy sahaj� a� ke Gaussovi� Regrese� neboli regresn�
anal�za hled� vhodn� statistick� odhad �predikci� analytick�ch z�vislost�
mezi veli�inami z empirick�ch podklad
� z�skan�ch m��en�m� Zp�tn� tedy
hled�me regresn� z�vislost nap�� sledovan�ch fyzik�ln�ch veli�in� C�lem pro

cesu regrese je nalezen� �co nejlep�� odhad� p��slu�n� regresn� funkce�

M�jme fyzik�ln� veli�inu y �nap�� elektricky odpor� a hledejme jej� z�vis

lost na nez�visle prom�nn� veli�in� x �nap�� na teplot��� P��m�m m��en�m
z�sk�me n dvojic veli�in �x�� y��� �x�� y��� � � � �xn� yn�� kter� v kart�zsk�
soustav� os x� y m
�eme zn�zornit jako bodov� graf�

P�edpokl�dejme� �e mezi veli�inami x� y existuje funk�n� vztah y � f�x�
zn�m�ho tvaru �v p��pad� na�i sledovan� z�vislosti elektrick�ho odporu
nap�� line�rn��� Pokud by p�i uskute�	ov�n� m��en� nevznikaly n�hodn�
chyby �v�me� �e to v principu nen� mo�n��� pak by v�echny body �xi� yi��
i � �� �� � � � � n� le�ely na k�ivce y � f�x�� Ve skute�nosti v�ak je yi �
� f�xi� � �i� kde �i je n�hodn� chyba i
t�ho m��en�� Vlivem chyb jsou
tedy body �xi� yi� rozpt�leny kolem hledan� regresn� k�ivky� kter� m� b�t
obrazem funkce y � f�x�� Tato hledan� funkce obsahuje ur�it� po�et ne

zn�m�ch konstant �parametr
� b�� b�� � � � � bp� M
�eme tedy ps�t

y � f�x� b�� b�� � � � � bp�� ���

Tyto nezn�m� parametry se naz�vaj� regresn� koe�cienty� Nap�� line�rn�
funkce y � b� � b�x �resp� y � a � bx� obecn� obsahuje dva nezn�m�
regresn� koe�cienty� M��en�m veli�iny y tedy z�sk�me hodnoty yi� kter�
m
�eme vyj�d�it rovnic�

yi � f�x� b�� b�� � � � � bp� � �i� �i � �� �� � � � � n�� ���

kde �i jsou zm�n�n� n�hodn� chyby m��en�� M�me
li body� kter� jsme z�s

kali m��en�m� tj� �x�� y��� �x�� y��� � � � � �xn� yn�� prolo�it k�ivku ���� mus�me
prov�st statisticky odhad regresn�ch koe�cient
 b�� b�� � � � � bp� Po�adavkem
tohoto odhadu je� aby prolo�en� k�ivka ���  co nejl�pe p�ilehala! empi

ricky z�skan�m bod
m ���� Regresn� koe�cienty bj �j � "� �� � � � � p� z�skan�
statistick�m odhadem ozna��me b�j � Naz�vaj� se v�b�rov� regresn� koe��
cienty�

�Regrese je latinsk� slovo a znamen� �zp�tn� pochod��
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Obr� 	 K principu regrese
 �xi� yi� empirick� bod
 y� empirick� regresn� funkce
 ei
reziduum m��en�

V�sledek odhadu regresn�ch koe�cient
 z�vis� na tom� jak� kriterium
 p�il�havosti! regresn� k�ivky k empirick�m bod
m zvol�me� K �e�en� vy

u�ijeme metodu nejmen��ch �tverc� zn�mou z teorie chyb �nap�� ���� �����
Empirickou regresn� funkci ozna��me takto

y� � f�x� b��� b
�

�� � � � � b
�

p� ���

Nejprve de�nujeme veli�inu reziduum m�	en� jako rozd�l nam��en� hod

noty yi a hodnoty y�i vypo�ten� z empirick� regresn� funkce ���� tedy

ei � yi � y�i � yi � f�x� b��� b
�

�� � � � � b
�

p� ���

�viz obr� ��� Pomoc� veli�iny ��� de�nujeme rezidu
ln� �zbytkov�� sou�et
�tverc�

Se �
nX

i��

e�i �
X
i��

�yi � y�i �
� �
X
i��

�yi � f�x� b��� b
�

�� � � � � b
�

p��
�� ���

kter� se u��v� ke statistick�mu odhadu regresn�ch koe�cient
 b�j � j � f"� pg�
Podle metody nejmen��ch �tverc
 bude tento odhad nejlep��� kdy� sou�et
��� nabude minima�

Se � min� �#�

Nutnou podm�nkou pro toto minimum je

�Se
�b�j

� " pro v�echna j � f"� � � � � � pg� �$�
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Proveden�m p��slu�n�ch p�� derivac� dostaneme soustavu p�� line�rn�ch
rovnic o p�� nezn�m�ch b��� b

�

�� � � � � b
�

p� kter� se naz�vaj� norm
ln� rovnice�
Aby proces ur�en� t�chto nezn�m�ch m�l smysl� mus� pro po�et n nez�vis

l�ch m��en� b�t n � p � �� Pokud je n � p � �� proch�z� regresn� k�ivka
v�emi empirick�mi body xi� yi� co� v d
sledku existence chyb m��en� nen�
spr�vn�� Zpravidla tedy ��d�me� aby

n � p� �� �%�

Nap�� pro line�rn� regresn� funkci y � b� � b�x� kdy p � �� to znamen�
n � �� pro kvadratickou regresn� funkci n � �� Podm�nka �%� znamen��
�e regresn� k�ivka nem
�e spojovat v�t�inu bod
 �xi� yi� �anebo dokonce
��dn��� co� je d
sledek chyb m��en��

Odhad regresn�ch koe�cient
 p��m�m v�po�tem z podm�nek �$�� tj� se

staven� a �e�en� norm�ln�ch rovnic� b�v� �loha zdlouhav� a pro p � �
n�ro�n�� V praxi se �e�� pomoc� po��ta�e nebo �v�deck�ho� kalkul�toru
& viz odst� �� Nicm�n� z hlediska dobr�ho pochopen� principu metody
nejmen��ch �tverc
 a regresn� anal�zy v
bec� je u�ite�n� uk�zat a vyzkou

�et si p��m� �e�en� alespo	 pro line�rn� regresn� funkci� co� je p�edm�tem
p��kladu � v na�em textu�

Vedle zde diskutovan�ho p��padu regrese funkce jedn� prom�nn�� je roz

pracov�na i regrese funkc� s n�kolika nez�visle prom�nn�mi �viz nap�� �����
Je
li po�et prom�nn�ch k� p�edstavuje x uspo��danou k
tici prom�nn�ch�
Lze tedy x pova�ovat za vektor o k slo�k�ch� kter� podmi	uje z�visle pro

m�nnou veli�inu y� T�mito p��pady regrese se v na�em textu d�le nebudeme
zab�vat�

�� Typy regresn�ch funkc�
V praxi se lze setkat s regresn�mi funkcemi� kter� jsou uvedeny v ta


bulce ��
I kdy� funkce � a � jsou zvl��tn�m p��padem funkce �� je p�i regresn� ana


l�ze vhodn� postupovat specializovan�� jsou
li k tomu teoretick� d
vody�
Je
li nap�� z�ejm�� �e line�rn� funkce mus� proch�zet po��tkem� zvol�me
p��mo modelovou funkci � �viz p��klad ��� Pokud bychom v tomto p��pad�
zvolili obecn� tvar p��mky �� regresn� anal�zou bychom pravd�podobn�
dosp�li k odhadu b�� �� "� i kdy� skute�n� p��mka mus� proch�zet bodem
�"� "��
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Tab� � P�ehled u��van�ch regresn�ch funkc�

�� Typ z�vislosti Regresn� funkce Pozn�mka

	 konstantn� y � b�

� line�rn� y � b�x p��mka jde po��tkem

� y � b� � b�x obecn� p��mka

� kvadratick� y � b� � b�x� b�x� zvl��tn� p��pady

� kubick� y � b� � b�x� b�x� � b�x� polynomick�

� kvartick� y � b� � b�x� b�x� � b�x� � b�x� z�vislosti

� polynomick� y � b� � b�x� � � � � brxr

� line�rn� lomen� y � a� b

x
x �� �

� exponenci�ln� y � abx b � eB
 B �� �
 b � �

	� y � a eBx B � ln b
 b � �

		 logaritmick� y � a� b lnx x � �

	� mocninn� y � axb a �� �

	� logistick� y � a� d

��b ecx
b �� �
 d �� �

	� sinusoid�ln� y � a� sin�cx� d�

Po��ta�ov� a kalkul�torov� programy nab�zej� �irok� spektrum mode

lov�ch funkc�� uveden�ch v tab� � & viz rovn�� odst� �� P�esto je n�kdy
u�ite�n� pomoc� vhodn� substituce neline
rn� funkci jednodu�e p	ev�st na
line
rn� regresn� funkci� 'e�en� t�to �lohy je p�ehledn� uvedeno v tabulce ��
Zde uveden� ��sla neline�rn�ch funkc� odpov�daj� ��sl
m v tabulce ��

Tab� � P�evod n�kter�ch neline�rn�ch regresn�ch funkc� na line�rn� funkce

Neline�rn� regresn� Substituce Linearizovan� regresn�
funkce funkce

� y � a� b

x

�

x
� � y � a� b�

� y � abx ln y � �
 ln a � A
 ln b � B � � A� Bx

		 y � a� b lnx ln x � � y � a� b�

	� y � axb ln y � �
 ln a � A
 ln x � � � � A� b�

y � a e
B

x ln y � �
 ln a � A
 �

x
� � � � A� b�
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�� Hodnocen� kvality modelu regrese
Kvalita zvolen�ho modelu regrese� tj� vhodnost volby ur�it� regresn�

funkce a odhad jejich v�b�rov�ch regresn�ch koe�cient
� se testuje� Jed

nou z v�choz�ch veli�in je rezidu
ln� sou�et �tverc� Se� de�novan� vztahem
���� a to proto� �e regresn� koe�cienty se odhaduj� pr�v� tak� aby tento sou

�et byl minim�ln� & viz �#�� Dal�� pomocnou veli�inou je celkov� �tot
ln��
sou�et �tverc�� de�novan� vztahem

St �
nX

i��

�yi � y�� �
nX

i��

�
yi �

�

n

nX
i��

yi

��
� �(�

K hodnocen� kvality modelu regrese se u��vaj� tyto veli�iny�
�� Koe�cient determinace r� modelu regrese de�novan� vztahem

r� � ��
Se
St

� ��"�

Z�ejm� plat� " � r� � "� ��m v�ce se koe�cient bl��� k jedn�� t�m m�n� jsou
body �xi� yi� rozpt�leny okolo regresn� k�ivky �existuj� i v�jimky z tohoto
pravidla & viz n��e uvedenou pozn�mku a rozbor v p��kladu ��� Velikost
r� � "�(� se �asto pova�uje za dobr� krit�rium pro p�ijet� zvolen�ho mo

delu�

Pozn
mka
 Hodnocen� koe�cientem r� m� ur�it� �skal�� Pro jednoduchou
modelovou funkci y � a� � konst� je St � Se a tud�� r� � " bez ohledu
na kvalitu modelu �viz p��klad ��� Koe�cient r� nelze tedy pou��t u funkce
y � a� � b�x� je
li b� � "� Je
li b� �� "� av�ak velmi mal�� je hodnocen�
pomoc� r� rovn�� m�lo vhodn�� jak je uk�z�no ve zm�n�n�m p��klad� ��

�� Koe�cient korelace r je druhou odmocninou koe�cientu determinace
��"�� U��v� se u line�rn� regresn� funkce�

�� Rezidu
ln� rozptyl s�

s� �
Se

n� �p� ��
� ����

kde p� � je po�et odhadovan�ch regresn�ch koe�cient
 a n� �p� �� � "�
tj� po�et m��en� zmen�en� o po�et regresn�ch koe�cient
� se naz�v� po�et
stup�� volnosti rezidu�ln�ho sou�tu �tverc
 Se�

�

�Po�et odhadovan�ch regresn�ch koe�cient� je roven p�	 pouze v p��pad� �pln�ho
polynomu stupn� p�
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�� Sm�rodatn
 odchylka s je druhou odmocninou rozptylu ����� tj�

s �

s
Se

n� �p� ��
� ����

M� v�znam statistick�ho odhadu sm�rodatn� odchylky kter�hokoli m�

�en� yi� tj� chyby m��en�� Pro hodnocen� kvality modelu regrese m� v�t��
v�znam ne� koe�cient determinace ��"��

Pro jednotliv� regresn� funkce lze odvodit specializovan� vztahy pro Se�
St a tedy i specializovan� vzorce pro veli�iny ��"�� �����

	� Praktikum regresn� anal�zy
V�po�ty� kter� jsou spojeny s praktick�m prov�d�n�m regresn� anal�zy�

jsou slo�it� a zejm�na zdlouhav�� Proto rozvoj aplikac� regresn� anal�zy
umo�nila a� sou�asn� �rove	 v�po�etn� techniky� Programy pro prov�

d�n� regresn� anal�zy jsou p�edev��m sou��st� programov�ho vybaven� PC�
nap�� program Excel od �rmy Microsoft� Prov�d�n� regresn� anal�zy na
PC vynik� komfortem & p�edev��m je k dispozici jemn� a rozm�rn� gra

�ka a bezprost�edn� mo�nost tisku� Proto�e pr�ce pomoc� programu Excel
b�v� sou��st� �koln�ch cvi�en� v p�edm�tu V�po�etn� technika� nebudu se
vyu�it�m a aplikac� tohoto programu d�le zab�vat�

Existuj� v�ak p��pady� kdy nem
�eme pohotov� vyu��t PC �nap�� p�i
sout��i FO a na p��pravn�ch soust�ed�n�ch FO�� Pak se nab�z� vyu�it�
sou�asn�ch kapesn�ch  v�deck�ch! kalkul�tor
� kter� b�vaj� bohat� pro

gramov� vybaveny i pro prov�d�n� regresn� anal�zy� Na sou�asn�m trhu
se jich vyskytuje cel� �ada �nejzn�m�j�� jsou od v�robc
 Casio� Texas In

struments� Hewlett Packard� Sharp nebo Tronic�� Nap�� kalkul�tory Casio
�ady fx nab�zej� modelov� funkce �� �� (� �� a �� z tab� �� Gra�ck� kalkul�

tory Texas Instruments TI %()(� funkce �� �� �� #� �"� ��� ��� �� a ��� Tyto
gra�ck� kalkul�tory vy�e�� nejen regresn� koe�cienty� n�br� i sm�rodatn�
odchylky� koe�cienty determinace �u vybran�ch funkc�� a umo�n� nav�c
zobrazit pomoc� zvolen�ch zna�ek p��slu�n� grafy� tj� bodov� graf nam��e

n�ch hodnot a prolo�enou regresn� k�ivku� T�m lze z�skat okam�it� p�ehled
o vy�e�en� regresn� anal�ze probl�mu� Podobn� jsou vybaveny i gra�ck�
kapesn� kalkul�tory �rmy Hewlett Packard�

Jak postupujeme p	i regresn� anal�ze dat m�	en� na kapesn�m kalkul
toru�
�� Nejprve mus�me rozhodnout� jakou pou�ijeme modelovou regresn�

funkci� Ov��ujeme
li teoreticky zn�mou funk�n� z�vislost fyzik�ln�ch veli
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�in� v�me p�edev��m� o jakou funkci jde anebo by m�lo j�t� Regresn� anal�

zou pot� konkretizujeme pr
b�h funkce pro dan� podm�nky t�m� �e pravd�

podobnostn�m v�po�tem na kalkul�toru ur�ujeme �odhadujeme� regresn�
koe�cienty� Ur�en�m sm�rodatn� odchylky ���� nebo koe�cientu determi

nace ��"� sou�asn� ov���me� jak se empirick� pr
b�h li�� od teoretick�ho�
Stejn� postupujeme p�i veri�kaci hypot�zy� kdy jistou z�vislost p�edpokl�

d�me� nap�� podle proveden� �vahy�

Pokud nezn�me teoretick� ani p�edpokl�dan� pr
b�h zkouman� z�vis

losti fyzik�ln�ch veli�in� nakresl�me nejprve bodov� graf empirick�ch bod

�xi� yi� a odhadneme vhodn� typ funkce� kter� by mohla b�t prolo�ena mezi
empirick�mi body� N�kdy n�m pom
�e vhodn� substituce� nap�� � � ��x�
� � ��y nebo � � lnx� � � ln y� Vhodn� n�kdy m
�e b�t i jen jedno

strann� uveden� substituce� tj� jen pro x nebo pro y� U teplotn�ch z�vis

lost� mus�me �asto p�epo��st teplotu t ��C� na jednotky v Kelvinech� tj�
T � �ftg� �$����� K�

M
�eme se tak� rozhodnout jen pro line�rn� regresn� funkci a prov�st
p��slu�n� substituce podle tabulky ��

Jak je z uveden�ho rozboru z�ejm�� je volba vhodn� modelov� regresn�
funkce speci�cky z�visl� na zkouman� fyzik�ln� z�konitosti� Vhodn� �resp�
nevhodn�� volba v�ak ovlivn� v�sledek cel� regresn� anal�zy�

�� Kalkul�tor p�epneme do re�imu regresn�ch v�po�t
� vyma�eme sta

tistick� pam��ov� registry� nastav�me zvolenou modelovou regresn� funkci
a do vstupn� pam�ti pe�liv� vlo��me v�echna na�e statistick� data� tj� v�

sledky m��en� �xi� yi� ve spr
vn�m po	ad� podle vzr
staj�c� nebo klesaj�c�
nez�visle prom�nn��

�� V okam�iku otev�en� prvn�ho ze statistick�ch pam��ov�ch registr
�
v nich� n�sledn� maj� b�t ulo�eny v�b�rov� regresn� koe�cienty� dojde au

tomaticky ke spu�t�n� statistick�ho v�po�tu� Jeho �t�m�� okam�it�m� v�

sledkem jsou ��seln� hodnoty v�b�rov�ch regresn�ch koe�cient
 a ostatn�ch
v�stupn�ch statistick�ch veli�in� kter� se automaticky ulo�� do ozna�en�ch
pam��ov�ch registr
� Z�skan� v�sledky vhodn� zaokrouhl�me �na � a� �
platn� cifry��

�� Pomoc� koe�cientu determinace �r�� a sm�rodatn� odchylky �s� po

soud�me kvalitu regrese a zvolen� model bu* pou�ijeme anebo zam�tneme�

�� Vhodn� je� pokud to �gra�ck�� kalkul�tor umo�	uje� nakreslit je�t�
jak bodov� graf m��en�ch veli�in� tak do n�j tak� vypo�tenou regresn�
k	ivku� Vizu�ln� tak m
�eme snadno posoudit korelaci empirick�ch hodnot
s vypo�tenou regresn� funkc�� T�m je proces regresn� anal�zy ukon�en�
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P
�klad � � teplotn� z�vislost elektrick�ho odporu
Jsou d�ny v�sledky m��en� elektrick�ho odporu rezistoru v z�vislosti na

teplot� podle tabulky ��

Tab� � Data m��en� elektrick�ho odporu

t �C 	�
� ��
� ��
� ��
� ��
� ��
� ��
�

R�! ��
� ��
� ��
� ��
� ��
� ��
� ��
	

Prove*te regresn� anal�zu dat m��en� a ur�ete� a� teplotn� sou�initel
elektrick�ho odporu p�i vzta�n� teplot� t� � " �C� b� odpor� kter� bude
odpov�dat teplot�m t� � �"�" �C a t� � #"�" �C� c� p�i jak� teplot� bude
m�t vodi� odpor R� � %��" +�

�e�en�
a� Z teorie p�edpokl�d�me� �e modelov� z�vislost elektrick�ho odporu

je line�rn�� Pak

R � a� bt � R��� � 	t�� R� � a� 	 � b�a�

Proveden�m regresn� anal�zy dat z tab� � �v konkr�tn�m p��pad� byl pou��t
kalkul�tor Casio fx
((�W� dostaneme� a � R� � $"�% +� b � "��%( K�� �
+� teplotn� sou�initel elektrick�ho odporu 	 � b�a � ��"% � �"�� K���
Koe�cient korelace r � "�((%�� koe�cient determinace r� � "�(($�

b� t� � �"�" �C� R� � $#�# +� t� � #"�" �C� R� � %%�� +�
c� R� � %��" +� t� � �%�% �C�

P
�klad � � odvozen� pro line�rn� regresn� funkci
Pro z�sk�n� lep�� p�edstavy o metod� �e�en� regresn� anal�zou uva�ujte

jednoduchou modelovou situaci� line�rn� regresn� funkci ve tvaru y � bx�
tedy p��mku jdouc� po��tkem a prove*te p��slu�n� odvozen�� Tedy u�i

t�m metody nejmen��ch �tverc
 odvo*te vztah pro odhad regresn�ho ko

e�cientu b�� vztahu pro rezidu�ln� sou�et �tverc
 Se a pro sm�rodatnou
odchylku s� je
li d�no n empirick�ch dat �xi� yi�� i � �� �� � � � � n hledan�
funk�n� z�vislosti�

�e�en�
Podle metody nejmen��ch �tverc
 mus� rezidu�ln� sou�et �tverc
 b�t

minim�ln�� tj�

Se �
nX

i��

�yi � b�xi�
� � min�
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Podm�nka je spln�na� kdy�
�Se
�b�j

� "� tedy kdy� �pro jednoduchost vyne


ch�me meze sumace�

��
X

�yi � b�xi�xi � "� z toho b� �

P
xiyiP
x�i

�

Rezidu�ln� sou�et �tverc
 pak je

Se �
X

�yi � b�xi�
� �
X

y�i � b���
X

xiyi � b�
X

x�i � �

�
X

y�i �
�
P

xiyi��P
x�i

�

Sm�rodatnou odchylku kter�hokoli m��en� vypo�teme ze vztahu ����� kde
v na�em p��pad� po�et stup	
 volnosti je n� �� Tedy

s �

r
Se

n� �
�

Sm�rodatn� odchylka regresn�ho koe�cientu b� je �viz ����

sb� �
spP
x�i

� ����

P
�klad � � t�hov� zrychlen� z voln�ho p�du
P�i voln�m p�du olov�n� kuli�ky byly pro zvolen� �seky dr�hy s nam�


�eny doby t� kter� jsou uvedeny v tabulce �� Nam��en� hodnoty m
�eme
doplnit je�t� o �daj t � " pro s � "�

Tab� � Data m��en� voln�ho p�du

s m �
�� �
�� �
�� �
�� �
�� �
�� 	�
�� 		
��

t s �
�� 	
�� 	
	� 	
�� 	
�� 	
�� 	
�� 	
��

�e�en�
Proto�e kuli�ka m� velkou hustotu� m
�eme pro relativn� mal� rych


losti zanedbat odpor vzduchu a pro z�vislost dr�hy na �ase br�t vztah
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s � gt���� Zaveden�m substituce t� � �x a ozna�en�m s � y� g � b m


�eme z�vislost vyj�d�it line�rn� modelovou regresn� funkc� y � bx� Odhad
regresn�ho koe�cientu b� �tj� t�hov�ho zrychlen� g� a jeho sm�rodatnou od

chylku ur��me z dat v tabulce � u�it�m vzorc
 odvozen�ch v p��kladu ��
V�po�ty jsou uvedeny v tabulce �� V�sledek �e�en� t�hov�ho zrychlen� je
dob�e p�ijateln��

Tab� 	 V�po�et t�hov�ho zrychlen� regresn� anal�zou

ti s xi s� yi m

� � �
X

x�i � ��	���� s�

P

y�
i
� ������ m�

�
�� �
��� �
�
X

xiyi � �������� m�s��

	
�� �
����� �
�

	
	� �
��� �
� b� � g �
��������

��	����
m�s�� � ����	� m�s��

	
�� �
��� �
�

	
�� �
�	�� �
� Se �

�
������ � ���������

��	����

�
m� � ���	��� m�

	
�� �
�		�� �
�

	
�� 	
����� 	�
� s �

r
���	���

�
m � ������ m

�
� ���� m

	
�� 	
	�� 		
�

g � ��� ��� �� ��� m�s�� sb� �
������p
��	��

m�s�� �
� ���� m�s��

P
�klad � � regresn� anal�za dvou bl�zk�ch soubor

Uva�ujme dva  cvi�n�! bl�zk� soubory A� B prom�nn�ch �xi� yi� podle

tabulky #� kter� se vyzna�uj� t�m� �e st�edn� hodnoty yA � yB � �"�"� Pro

ve*te regresn� anal�zu dat t�chto soubor
� tj� prove*te odhad regresn�ch
koe�cient
� ur�ete celkov� sou�et �tverc
 �St�� rezidu�ln� sou�et �tverc

�Se�� koe�cient determinace �r�� a sm�rodatnou odchylku �s�� Prove*te
diskusi v�sledk
 pro oba soubory�

Tab� � ��seln� hodnoty soubor
 A� B

xi 	 � � � � � � � y

A yi 	�
� 	�
	 	�
� �
� 	�
� �
� 	�
� 	�
	 	�
�

B yi �
� �
� 	�
� 	�
� 	�
� 	�
� 	�
	 	�
	 	�
�
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�e�en� Pro oba soubory lze pou��t modelovou line�rn� regresn� funkci ve
tvaru y � a� bx�

Soubor A
Pou�it�m kalkul�toru dostaneme odhad koe�cient
� a� � y � �"� "�

b� � " a sou�ty �tverc
�
celkov�� St �

P
�yi�y�� � "� "� a rezidu�ln�� Se �

P
�yi�y�i �

� � "� "��
Koe�cient determinace r� � �� Se�St � "�

sm�rodatn� odchylka s �

s
Se

n� �p� ��
�

r
"�"�
$

� "�"$�#
�
� "�"%�

Soubor B
V tomto souboru maj� data stejnou velikost �av�ak pon�kud jin� uspo


��d�n��� U�ijeme stejnou regresn� funkci jako pro soubor A� V�po�tem
na kalkul�toru zde dostaneme pro odhad regresn�ch koe�cient
 jin� hod

noty� a� � (�%$�� b� � "�"�%�$� Ur��me nyn� odhad jednotliv�ch hodnot
yi z regresn� funkce y�i � a� � b�x� v�sledky v�po�t
 jsou v tabulce $�

Tab� � V�po�ty pro soubor B

xi y�
i
� a� � b�xi

	 �
���� Se �
X

�yi � y�i �
� � �������	�

� �
���	

� �
���� St �
X

�yi � y�� � ��������

� �
���� r� � 	� Se�St � �����	

� 	�
�	��

� 	�
���� s �

s
Se

n� �p� 	�
�

r
������	�

�
� ������

�
� ����

� 	�
��	�

� 	�
���� Kontroln� v�po�et
 y� � ��������
�
� 	���

Diskuse v�sledk

�� Pro soubor A vy�el koe�cient determinace r� � "� i kdy� pou�it� mo


delov� regresn� funkce y� � a� � konst� je bezpochyby vhodn�� Je
toti� z�ejm�� �e odchylky jednotliv�ch dat od y� �tedy rezidua m��en��
nep�esahuj� �� ,� Proto�e v p��pad� t�to regresn� funkce je St � Se�
vych�z� zde z de�nice r� � " a veli�ina r� se tedy pro hodnocen� kvality
modelu regrese nehod� �obecn� plat�� �e pro b� � " je v�dy r� � "��
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�� U druh�ho souboru B �oproti souboru A se li�� jen pouh�m p�eskupen�m
n�kolika ��sel� jsou hodnoty neklesaj�c� a proto b� �� "� I tak je r� �
� "�%�$� � "�(� a koe�cient determinace tedy hodnot� pou�it� model
jako m�lo vhodn�� i kdy� vhodn�j�� model lze naj�t jen obt��n� �nejv�t��
reziduum je pro x�� e� � �"��� , a pro x�� e� � �"��� ,�� Hodnocen�
podle s je p��zniv�j�� ne� u modelov� funkce souboru A�

�� Pou�ijeme
li pro soubor B p��mo modelovou funkci y � a� d�v� regresn�
anal�za stejn� v�sledky jako pro soubor A�

L i t e r a t u r a

�	� Bro�� J� at al�
 Z�klady fyzik�ln�ch m��en�
 I� d�l� SNP
 Praha 	����
��� Rektorys� K� at al�
 P�ehled u"it� matematiky� SNTL
 Praha 	���# �� vyd�n�
 Pro$

m�theus
 Praha 	����
��� Vyb�ral� B�
 Jak spr�vn� a rychle zpracovat fyzik�ln� m��en�� Matematika
 fyzika


informatika� 	� �� �����
 s� ���%���
 ISSN 	�	�%	��	�
��� Vyb�ral� B�
 Zpracov�n� dat fyzik�ln�ch m��en�� Knihovni�ka fyzik�ln� olympi�dy ��

��� MAFY
 Hradec Kr�lov� ����� ISBN��$��	��$��$��

Hrajeme si s fyzikou aneb jednoduch�
pokusy pro mal� i velk� ��ky
�� ��st � KAPALINY

JANA �ES�KOV� � MICHAELA K��	OV�

P��rodov�deck� fakulta UHK
 Hradec Kr�lov�

Tento �l�nek je pokra�ov�n�m �l�nku o semin���ch zam��en�ch na jed

noduch� fyzik�ln� pokusy� kter� ve spolupr�ci s Univerzitou Hradec Kr�

lov� pravideln� organizuje -kolsk� za��zen� pro dal�� vzd�l�v�n� pedagogic

k�ch pracovn�k
 Kr�lov�hradeck�ho kraje ���� V prvn� ��sti jsme p�edsta

vili pokusy na t�ma vzduch� Nyn� bychom v�m r�di p�ibl��ili to� co jsme
vyzkou�eli s u�iteli na druh�m semin��i� T�matem byly KAPALINY�
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Semin�
e pro u�itele

Pro u�itele fyziky p�ipravujeme semin��e s n�zvem  Hrajeme si s fyzi

kou aneb jednoduch� pokusy pro mal� i velk� ��ky!� Zde s u�iteli pro

ch�z�me mnoho zaj�mav�ch pokus
� kter� najdete i na akc�ch Hrajme
si i hlavou ��� �i Veletrh n�pad
 u�itel
 fyziky ���� �e��me r
zn� vylep

�en� a varianty� B�hem �ty� semin��
 jsme se zat�m dotkli t�mat & voda
a vzduch� fyzik�ln� kouzla� zaj�mav� kapaliny �i zvuk�

Druh� semin�� byl zam��en na KAPALINY� Hr�li jsme si s kapaln�m
dus�kem a nenewtonovsk�mi kapalinami jako jsou nap�� inteligentn� mode

l�ny nebo sm�si vody a �krobu� Zaj�mavost� byla i v�roba h�ejiv�ch s��k
�
P�edvedli jsme i mnoho dal��ch pokus
 nap�� jak sebrat olej z hladiny� jak
ud�lat mrak �i torn�do v lahvi a nakonec jsme spo��tali� kolik �pendl�k

se vejde do skleni�ky pln� vody� Pokusy tedy jednak pom�haly s t�maty
hydrostatick� i atmosf�rick� tlak� Archim�d
v z�kon� povrchov� nap�t��
hustota �i zm�ny skupenstv� a d�le motivovaly d�ti p�em��let a zaj�mat
se o v�ci kolem sebe�

V tomto p��sp�vku p�edstav�me malou ochutn�vku z pokus
 s kapal

n�m dus�kem� inspirovan�ch experimenty� kter� prov�d� doc
 RNDr
 Milo�
Rotter� CSc
 z MFF UK ����

�Hrne�ku� va
�

Kapaln� dus�k nen� z t�ch kapalin� se kter�mi se b��n� setk�v�me� Proto
o pokusy s n�m byl velk� z�jem na ji� zmi	ovan�ch akc�ch Hrajme si
i hlavou�

Kapaln� dus�k jsme pro na�e ��ely koupili od �rmy Linde Gas a� s��
kter� se zab�v� v�robou a prodejem r
zn�ch technick�ch plyn
� Cena jed

noho litru kapaln�ho dus�ku nen� p�emr�t�n�� pohybuje se v ��dech des�tek
korun� Jen je tro�ku probl�m s jeho uchov�v�n�m� Pro na�e pokusy n�m
sta�ilo n�kolik star�ch termosek na zmrzlinu� Je nutn� m�t u nich provr

tan� v��ko� nebo v��ko jen lehce posadit na otvor termosky� Z jednoho litru
kapaliny se toti� za norm�ln�ho tlaku a teploty �" �C odpa�� p�ibli�n� #%"
litr
 plynu� kter� mus� m�t mo�nost n�kam unikat� Proto nikdy nezav�rejte
termosku...

Kapaln� dus�k nen� nebezpe�n� ani zdravotn� �kodliv�� pokud se s n�m
manipuluje opatrn�� aby nedo�lo k pop�len� poko�ky �i v�buchu d�ky skla

dov�n� v uzav�en�m prostoru� D�vejte pozor� aby va�e poko�ka byla v kon

taktu s kapaln�m dus�kem co nejkrat�� dobu a na pokusy si v�dy sundejte
prst�nky� D�tem m
�ete uk�zat jednoduch� pokusy s kapaln�m dus�kem�

��% Matematika � fyzika � informatika �� ���������



kter� jsou ale velmi efektn� a d�ti nadchnou� Zde uv�d�me dva n�vody
na jejich realizaci� Na pokusy budete krom� kapaln�ho dus�ku pot�ebo

vat b��n� dostupn� v�ci & kbel�k nebo umyvadlo s vodou� polystyr�no

vou vani�ku �do kter� budete l�t kapaln� dus�k a d�vat do n�j postupn�
p�edm�ty� kter� chcete ochladit�� prk�nko� klad�vko� �v�ka�ku nebo gumu�
kousek pomeran�ov� k�ry� r
�i a kle�t� �na vyjmut� ochlazen�ch p�edm�t

z kapaln�ho dus�ku��

Pokus  hrne�ku va�! je velmi jednoduch�� Sta�� nal�t kapaln� dus�k
do kbel�ku nebo umyvadla s vodou� Chladn�� odpa�uj�c� se dus�k se tak
sm�ch� s vodn�mi parami� kter� kondenzuj� do mikroskopick�ch kapi�ek
a vytvo�� hustou mlhu �obr� ��� Velmi efektn� variantou pokusu je� nechat
do umyvadla st�le p�it�kat vodu z kohoutku�  Hrne�ek! tak bude  va�it!
p�kn� dlouho�

Pro zv��en� z�jmu ��k
 m
�eme pou��t videa z internetov�ho port�lu
youtube�com� kter�ch najdete celou spoustu� Tento pokus je toti� obl�ben�
ve v�t�� variant� & m�sto kbel�ku lze pou��t baz�n�

Jak klad�vkem rozb�t r
�i

Kapaln� dus�k je velmi  studen�!� Jeho teplota varu je za norm�ln�ho
atmosf�rick�ho tlaku ��(��% �C� Kdy� kapaln�m dus�kem ochlad�me n�

jak� kov nebo plast� zm�n� se jejich mechanick� vlastnosti a stanou se

����
����
��������

Obr� 	
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Obr� �

k�ehk�mi� To m
�eme d�tem nejl�pe uk�zat na balonku� gum� nebo �v�

ka�ce� Po ochlazen� je m
�eme rozb�t klad�vkem na mal� kousky.

Zk�ehnut� m
�eme demonstrovat tak� na n�jak�m p�edm�tu rostlinn�ho
p
vodu� nap��klad na slupce pomeran�e nebo r
�i� Ochlazenou slupku po

meran�e rozbijeme klad�vkem d�ky tomu� �e obsahuje vodu� kter� se ochla

zen�m zm�n� na led� Efektn�m pokusem je rozbit� r
�e zmra�en� v kapal

n�m dus�ku�

��
��
����

Obr� �

�Dom�c�� h
ejiv� s��ky

H�ejiv� s��ky pat�� ke zn�m�m zdravot

n�m pot�eb�m� Jsou pln�ny p�esycen�m vod

n�m roztokem octanu sodn�ho a nesm� ob

sahovat krystaliza�n� j�dra� Ta se vytvo�� a�
klepnut�m na kovov� pl��ek um�st�n� uvnit�
s��ku� ��m� dojde ke krystalizaci a uvoln�n�
krystaliza�n�ho tepla� Obsah s��ku se zah�eje
na teplotu a� �� �C�

Pom�cky� octan sodn�� voda� ho��k� mraz�k

Postup� Na m�rn�m plameni vytvo��me p�e

sycen� vodn� roztok octanu sodn�ho tak�
aby neobsahoval ��dn� krystaliza�n� j�dra &
jednodu�e nesm� doch�zet k samovoln� krys

talizaci� Roztok d�me do mraz�ku a nech�me
vychladit �doporu�ujeme n���m p�ikr�t� aby

do roztoku nespadnul kousek n�mrazy�� Po zchladnut� sta�� do vody s�h

nout prstem nebo �pejl� nebo za��t vyl�vat� jako je vid�t na obr� �� Roztok
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byl ve stavu podchlazen� kapaliny� co� znamen�� �e m�l ni��� teplotu� ne�
je jeho teplota tuhnut�� a p�esto neztuhnul� Dotekem utvo��me krystali

za�n� j�dro� kolem kter�ho se molekuly za�nou rychle seskupovat a uvoln�
p�i t�to krystalizaci teplo �jedn� se o exotermn� reakci��

H�ejiv� s��ky lze i po prob�hl� krystalizaci a ochlazen� znovu pou��t�
Sta�� s��ek zah��vat ve vrouc� vod� tak dlouho� a� obsahuje jen tekutinu�
Pak ho m
�eme op�t pou��t� a� budeme pot�ebovat oh��t ruce� Stejn� tak
i nam�chan� roztok po oh��t� bude znovu fungovat�

Ur�it� tak� stoj� za to prolistovat kn��ku �#�� kde najdete n�vody na
zaj�mav� pokusy ze sv�ta tepla� jeho vlastnost�� ���en�� projev
 i jeho m�

�en�� Najdete zde dal�� informace nejen o h�ejiv�ch pol�t��c�ch� ale nap��
i o mraz�c�ch sm�s�ch�

Sm�s vody a �krobu

V posledn� dob� se ji� n�kolikr�t hovo�ilo o zaj�mav� sm�si vody a �kro

bu� kter� fyzik�ln� spad� pod nenewtonovsk� kapaliny neboli kapaliny�
kter� se chovaj� n�jak podivn�� Tato sm�s se chov� tak� �e p�i rychl�ch
pohybech tuhne a st�v� se z n� t�m�� pevn� l�tka� Naopak p�i pomal�ch
pohybech se tv��� jako kapalina� Tyto vlastnosti jsou zp
sobeny zaj�ma

v�m tvarem molekul �krobu� Za norm�ln�ch okolnost� voln� klou�ou po
sob� a po molekul�ch vody� ale p�i prudk�m pohybu se semknou k sob�
a vypud� v�t�inu vody pry�� Proto kdy� do takov�to sm�si bouchneme p�st�
nebo klad�vkem� rozhodn� n�m nevyc�kne a ani nepronikneme pod hla

dinu� Dokonce m
�e hladina popraskat jako vysu�en� j�lovit� zem� Ale na
druhou stranu zcela bez probl�m
 m
�eme pod hladinu pomalu zasunout
celou ruku� Podobn� uhn�teme z kapaliny kuli�ku� kter� se po uvoln�n�
cel� rozte�e�

K podobn�m pokus
m pot�ebujete jen �krob �n�m se v�ce osv�d�il ku

ku�i�n�� ale funguje i bramborov�� a vodu� Sm�s se d� nam�chat bez po

u�it� speci�ln�ch vzorc
� Trocha �krobu a trocha vody a spr�vn� pom�r
dolad�me p��padn�m dosyp�n�m �krobu �i dolit�m vody�

Pokud budete m�t dostatek �krobu� m
�ete si vyzkou�et� jak� je to cho

dit po hladin� a no�it se do ba�iny� Abyste se v�ak nepono�ili� mus�te se
pohybovat rychle� Jak vid�te na fotogra��ch �obr� ��� bav� to velk� i mal��

Z�v�r

V posledn�ch letech jsou popul�rn� fyzik�ln� d�rky & zvl��tn
stky� kter�
funguj� podle fyzik�ln�ch z�kon
� v modern�m proveden�� Pat�� mezi n� in
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teligentn� plastel�na� kter� v�m za n�kolik hodin prote�e mal�m otvorem�
a p�itom ji rozbijete klad�vkem� jako by byla z porcel�nu� Na semin���ch
jsme ukazovali plastel�ny magnetick� nebo teplocitliv�� Zaj�mav� je tak�
hydrofobn� p�sek� kter� odpuzuje vodu� a m
�ete s n�m ukazovat� pro� na
listech rostlin vznikaj� kapi�ky rosy� A to je opravdu jen zlomek toho� co se
d� po��dit� Pokud v�m �koln� rozpo�et nedovol� podobn� hra�ky kupovat
a ani nem�te ve t��d� ��ky� kte�� by hra�ky nosili do �koly na hran�� m
�ete
je alespo	 vz�t jako inspiraci a sna�it se je p�ev�st do jednodu���ch a lev

n�j��ch pom
cek� O to v�t�� potom vzbud� z�jem� kdy� je ��ci budou zn�t
nebo je budete moci uk�zat� v jin� podob�� V�echny podivn� novinky a po

kusy d�laj� fyziku pro d�ti zaj�mav�j�� a d�ky tomu t�eba najdou kouzlo�
kter� v sob� fyzika bezesporu m�.

�����
�����
�����
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