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1. Uvodni poznamka

Mezi stiedoskolskou mladezi orientovanou na prirodni a technické védy
se stava velmi popularni regresni analyza. Umozhuje to jeji snadna do-
stupnost jiz na tzv. védeckych kapesnich kalkuldtorech a na PC (napf.
v programu Excel). V pfipadé regresni analyzy sice nejde o zcela novou
metodu pro zpracovani vysledktit méreni nebo riznych empirickych pozo-
rovani, avSak jeji praktické rozsifeni umoznila az soucasna uroven vypo-
Cetni techniky. Vyuzivani této metody stredoskolskou mladezi méa vsak
dosti podstatny nedostatek: mnohdy v podstaté neznaji ani princip této
metody, nebot jeji vyklad patii az do aplikované matematiky na vysoké
skole. Jak jsem si v8iml pfi praci s talentovanou mladezi na rznych sou-
stfedénich Fyzikalni olympiddy, studenti se pii aplikaci této metody pak
mohou dopoustét nezadoucich chyb nebo narazet na rizna aplikacni askali.
Cilem této staté je podat struc¢ny a srozumitelny vyklad principu regresni
analyzy a metodu demonstrovat na nékolika fyzikalnich aplikacich. Clanek
volné navazuje na stat [3], publikovanou na strankach tohoto ¢asopisu.

2. Princip regresni analyzy

Regresni analyza je rigorézni analytickd metoda prokladéani kiivek zpra-
vidla jednoduchych funkénich zavislosti empirickymi body, které byly zis-
kédny méfenim zavislosti fyzikdlnich jevi (nebo i jevii chemickych, bio-
logickych, technickych ¢ spolecenskych). Je zalozena na stejnych meto-
dach matematické statistiky, které uzivame pti zpracovani dat fyzikalnich
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méteni. Jeji kofeny tedy sahaji az ke Gaussovi. Regrese' neboli regresni
analyza hledd vhodny statisticky odhad (predikci) analytickych zavislosti
mezi veli¢inami z empirickych podkladi, ziskanych mérenim. Zpétné tedy
hledame regresni zavislost napt. sledovanych fyzikalnich veli¢in. Cilem pro-
cesu regrese je nalezeni (co nejlepsi odhad) pfislusné regresni funkce.

Mé&jme fyzikélni veli¢inu y (napt. elektricky odpor) a hledejme jeji zavis-
lost na nezévisle proménné veli¢iné = (napf. na teploté). P¥imym méfenim
ziskdme n dvojic veli¢in [z1,y1], [Z2,¥2], ... [Tn,yn], které v kartézské
soustavé os x, y mizeme znazornit jako bodovy graf.

Predpoklddejme, Ze mezi veli¢inami z, y existuje funkéni vztah y = f(z)
zndmého tvaru (v piipadé nasi sledované zdvislosti elektrického odporu
napt. linedrni). Pokud by p¥i uskute¢hovani méreni nevznikaly ndhodné
chyby (vime, 7e to v principu neni mozné), pak by vSechny body [z;,y;],
i = 1,2,...,n, lezely na k¥ivce y = f(x). Ve skutecnosti vSak je y; =
= f(z;) + €i, kde €; je ndhodna chyba i-tého méfeni. Vlivem chyb jsou
tedy body [z;,y;] rozptyleny kolem hledané regresni kiivky, kterd ma byt
obrazem funkce y = f(z). Tato hledand funkce obsahuje ur¢ity pocet ne-
zndmych konstant (parametri) bo, b1, ..., by. MZeme tedy psat

y = f(z;b0,b1,...,bp). (1)

Tyto neznamé parametry se nazyvaji regresni koeficienty. Napt. linearni
funkce y = by + by (resp. y = a + bx) obecné obsahuje dva neznimé
regresni koeficienty. Mérenim veli¢iny y tedy ziskame hodnoty y;, které
miizeme vyjadrit rovnici

yi:f(xabmbla"'abp)-l-sia (7:21727"'7”)7 (2)

kde ¢; jsou zminéné ndhodné chyby méreni. Mame-li body, které jsme zis-
kali méfenim, tj. [z1, 1], [Z2,¥2], - -+ , [Tn, Yn], Prolozit kiivku (1), musime
provést statisticky odhad regresnich koeficientt by, b1, .. ., b,. Pozadavkem
tohoto odhadu je, aby proloZend k¥ivka (1) ,co nejlépe prilehala“ empi-
ricky ziskanym bodam (2). Regresni koeficienty b; ( = 0,1, ...,p) ziskané
statistickym odhadem oznacime b7. Nazyvaji se vybérové regresni koefi-
cienty.

! Regrese je latinské slovo a znamend, ,,zpétny pochod.
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Obr. 1 K principu regrese: [z;,y;] empiricky bod, y* empirickd regresni funkce, e;
reziduum méveni

Vysledek odhadu regresnich koeficient zavisi na tom, jaké kriterium
,briléhavosti“ regresni kfivky k empirickym bodim zvolime. K feseni vy-
uzijeme metodu nejmensich ctverci zndmou z teorie chyb (napt. [1], [4]).
Empirickou regresni funkci oznacime takto

y* = f(z;05,b7,...,by) (3)

Nejprve definujeme velic¢inu reziduum méfeni jako rozdil nameérené hod-
noty y; a hodnoty y} vypoc¢tené z empirické regresni funkce (3), tedy

(viz obr. 1). Pomoci veli¢iny (4) definujeme rezidudlni (zbytkovy) soucet
Ctvercii

Se = 2612 = Z(yz - yf)2 = Z[yz - f(iL',bS, Iv .- '7b;)]27 (5)
i=1 i=1

i=1

ktery se uzivé ke statistickému odhadu regresnich koeficient b7, j € {0,p}.
Podle metody nejmensich ¢tvercti bude tento odhad nejlepsi, kdyz soucet
(5) nabude minima:

Se = min. (6)

Nutnou podminkou pro toto minimum je

0S.

— =0 pro vSechna j € {0,1...,p}. (7)
ob;
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Provedenim piislusnych p+ 1 derivaci dostaneme soustavu p+ 1 linearnich
rovnic o p+1 neznamych bg, by, . .., by, které se nazyvaji normdini rovnice.
Aby proces urceni téchto nezndmych mél smysl, musi pro pocet n nezavis-
lych méteni byt n > p + 1. Pokud je n = p + 1, prochazi regresni kiivka
vSemi empirickymi body x;, y;, coz v dasledku existence chyb métreni neni
spravné. Zpravidla tedy zadame, aby

n>p+ 1. (8)

Napt. pro linearni regresni funkci y = by + bz, kdy p = 1, to znamena
n > 2; pro kvadratickou regresni funkci n > 3. Podminka (8) znamen4,
Ze regresni k¥ivka nemiize spojovat vétsSinu bodl [z;,y;] (anebo dokonce
7adny), coz je dusledek chyb méteni.

Odhad regresnich koeficientd pfimym vypoctem z podminek (7), tj. se-
staveni a feSeni normalnich rovnic, byva tloha zdlouhavd a pro p > 1
narofnd. V praxi se fe$i pomoci pocitace nebo (v&deckého) kalkuldtoru
— viz odst. 5. Nicméné z hlediska dobrého pochopeni principu metody
nejmensich ¢tvercl a regresni analyzy viibec, je uzitecné ukazat a vyzkou-
Set si primé feSeni alespon pro linedrni regresni funkci, coz je predmétem
prikladu 2 v naSem textu.

Vedle zde diskutovaného pripadu regrese funkce jedné proménné, je roz-
pracovana i regrese funkei s nékolika nezavisle proménnymi (viz napt. [2]).
Je-li pocet proménnych k, predstavuje x usporadanou k-tici proménnych.
Lze tedy x povazovat za vektor o k slozkach, ktery podminuje zavisle pro-
meénnou veli¢inu y. Témito pripady regrese se v nasem textu dale nebudeme
zabyvat.

3. Typy regresnich funkci

V praxi se lze setkat s regresnimi funkcemi, které jsou uvedeny v ta-
bulce 1.

I kdyZ funkce 1 a 2 jsou zvlastnim pripadem funkce 3, je pfi regresni ana-
lyze vhodné postupovat specializované, jsou-li k tomu teoretické duvody.
Je-li napt. zfejmé, Ze linedrni funkce musi prochizet pocatkem, zvolime
pfimo modelovou funkci 2 (viz pfiklad 3). Pokud bychom v tomto pi¥ipadé
zvolili obecny tvar primky 3, regresni analyzou bychom pravdépodobné
dospéli k odhadu b§ # 0, i kdyz skutecnd pfimka musi prochdzet bodem
[0, 0].
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Tab. 1 Piehled uZivanych regresnich funkei

¢. | Typ zavislosti| Regresni funkce Poznamka
1 | konstantni y = bo
2 |[linearni y=bhz primka jde pocatkem
3 y=bo+bix obecné primka
4 [ kvadraticka y =bo +brx + box? zvlastni pripady
5 | kubické y =bo + b1z + baz? + b3z polynomické
6 | kvarticka y=bo+bix+ boz? + bgz3 + baz? | zavislosti
7 | polynomickd y=bo+bix+ ... +brz”
8 |linearné lomend|y = a + % z#0
9 | exponencidlni |y = ab” b=eB, B£0,b>0
10 y = aeB? B=1Inb,b>0
11 [logaritmicka y=a+blnzx x>0
12 | mocninné y = ax? a#0
13 | logisticka, y=oa+ H% b#0,d#0
14 | sinusoidalni y = a +sin(ex + d)

Pocitacové a kalkulatorové programy nabizeji Siroké spektrum mode-
lovych funkci, uvedenych v tab. 1 — viz rovnéz odst. 5. Ptesto je nékdy
uziteéné pomoci vhodné substituce nelinedrni funkci jednoduse pievést na
linedrni regresni funkei. ReSeni této tlohy je pfehledné uvedeno v tabulce 2.
Zde uvedena ¢isla nelinearnich funkei odpovidaji ¢islim v tabulce 1.

Tab. 2 Pfevod nékterych nelinedrnich regresnich funkci na linearni funkce

Nelinearni regresni | Substituce Linearizované regresni
funkce funkce

8 y:a+§ %:ﬁ y=a+ b€

9 |y =ab" Iny=n,lna=A,Inb=B n=A+ Bz

11 |ly=a-+blnzx Inx=¢ y=a+b¢

12 |y = ax? Iny=nIna=A,Inz=¢ n=A+b§
y:aeg lny:n,lna:A,%:f n=A+bf
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4. Hodnoceni kvality modelu regrese

Kvalita zvoleného modelu regrese, tj. vhodnost volby urcité regresni
funkce a odhad jejich vybérovych regresnich koeficienti, se testuje. Jed-
nou z vychozich veli¢in je rezidudlni soucet ¢tvercu Se, definovany vztahem
(5), a to proto, Ze regresni koeficienty se odhaduji pravé tak, aby tento sou-
¢et byl minimalni — viz (6). Dalsi pomocnou veli¢inou je celkovy (totdlni)
soucet ¢tverci, definovany vztahem

St:Z(yi_y)QZZ (yz_%zyt> . 9)

K hodnoceni kvality modelu regrese se uzivaji tyto veli¢iny:
1. Koeficient determinace r> modelu regrese definovany vztahem

Se

2
=1- =
r 3,

(10)
Ziejmé plati 0 < r? < 0. Cim vice se koeficient blizi k jedné, tim méné jsou
body [z;,y;] rozptyleny okolo regresni kiivky (existuji i vyjimky z tohoto
pravidla — viz niZze uvedenou poznamku a rozbor v piikladu 4). Velikost
r2 > 0,95 se ¢asto povazuje za dobré kritérium pro piijeti zvoleného mo-
delu.

Pozndmka. Hodnoceni koeficientem r2 ma uréité tiskali. Pro jednoduchou

modelovou funkci y = a* = konst. je S; = S, a tudiz r?> = 0 bez ohledu
na kvalitu modelu (viz piiklad 4). Koeficient 72 nelze tedy pouzit u funkce
y = a* + b*z, je-li b* = 0. Je-li b* # 0, avSak velmi malé, je hodnoceni
pomoci 72 rovnéz méalo vhodné, jak je ukdzino ve zminéném piikladé 4.
2. Koeficient korelace r je druhou odmocninou koeficientu determinace
(10). Uziva se u linedrni regresni funkce.
3. Rezidudini rozptyl s>
2 Se
° T n—(p+1)’ (1)
kde p+ 1 je pocet odhadovanych regresnich koeficienti a n — (p +1) > 0,
tj. pocet méfeni zmenseny o pocet regresnich koeficientii, se nazyva pocet
stuptii volnosti rezidudlntho souctu ¢tverctt S,.2

2Potet odhadovanych regresnich koeficientii je roven p 4+ 1 pouze v pfipadé tiplného
polynomu stupné p.
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4. Smérodatnd odchylka s je druhou odmocninou rozptylu (11), tj.

/ Se
s = g 4 (12)

M4 vyznam statistického odhadu smérodatné odchylky kteréhokoli meé-
feni y;, tj. chyby méfeni. Pro hodnoceni kvality modelu regrese ma vétsi
vyznam nez koeficient determinace (10).

Pro jednotlivé regresni funkce 1ze odvodit specializované vztahy pro S,
St a tedy i specializované vzorce pro velic¢iny (10), (12).

5. Praktikum regresni analyzy

Vypocty, které jsou spojeny s praktickym provadénim regresni analyzy,
jsou slozité a zejména zdlouhavé. Proto rozvoj aplikaci regresni analyzy
umoznila az soucasnd uroven vypocetni techniky. Programy pro prové-
déni regresni analyzy jsou predevsim soucasti programového vybaveni PC,
napt. program Excel od firmy Microsoft. Provadéni regresni analyzy na
PC vynika komfortem — predevsim je k dispozici jemnda a rozmérna gra-
fika a bezprostiedni moznost tisku. Protoze prace pomoci programu Excel
byva soucésti skolnich cviceni v predmétu Vypocetni technika, nebudu se
vyuzitim a aplikaci tohoto programu déle zabyvat.

Existuji v8ak pfipady, kdy nemtizeme pohotové vyuzit PC (napft. pii
soutézi FO a na pfipravnych soustfedénich FO). Pak se nabizi vyuZziti
soucasnych kapesnich ,védeckych“ kalkulatort, které byvaji bohaté pro-
gramové vybaveny i pro provadéni regresni analyzy. Na soucasném trhu
se jich vyskytuje celd fada (nejzndméjsi jsou od vyrobca Casio, Texas In-
struments, Hewlett Packard, Sharp nebo Tronic). Napf. kalkulatory Casio
fady fx nabizeji modelové funkce 3, 4,9, 11 a 12 z tab. 1. Grafické kalkula-
tory Texas Instruments TI 89/92 funkee 3, 4, 5, 6, 10, 11, 12, 13 a 14. Tyto
grafické kalkulatory vyfesi nejen regresni koeficienty, nybrz i smérodatné
odchylky, koeficienty determinace (u vybranych funkci) a umozni navic
zobrazit pomoci zvolenych znacek prislusné grafy, tj. bodovy graf naméie-
nych hodnot a prolozenou regresni kiivku. Tim lze ziskat okamzity piehled
o vyfesené regresni analyze problému. Podobné jsou vybaveny i grafické
kapesni kalkuldtory firmy Hewlett Packard.

Jak postupujeme pii regresni analyze dat méieni na kapesnim kalkulatoru?
1. Nejprve musime rozhodnout, jakou pouzijeme modelovou regresni
funkci. Ovéfujeme-li teoreticky znamou funkéni zavislost fyzikalnich veli-
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¢in, vime piredevsim, o jakou funkci jde anebo by mélo jit. Regresni analy-
zou poté konkretizujeme priubéh funkce pro dané podminky tim, Ze pravdé-
podobnostnim vypoc¢tem na kalkuldtoru uréujeme (odhadujeme) regresni
koeficienty. Ur¢enim smérodatné odchylky (12) nebo koeficientu determi-
nace (10) soucasné ovéiime, jak se empiricky priibéh lisi od teoretického.
Stejné postupujeme pii verifikaci hypotézy, kdy jistou zavislost predpokla-
dame, napt. podle provedené tvahy.

Pokud nezname teoreticky ani predpokladany prubéh zkoumané zavis-
losti fyzikalnich veli¢in, nakreslime nejprve bodovy graf empirickych bod
[z;,y;] aodhadneme vhodny typ funkce, ktera by mohla byt proloZena mezi
empirickymi body. Nékdy ndm pomize vhodna substituce, napt. £ = 1/,
n = 1/y nebo ¢ = Inz, n = Iny. Vhodna nékdy mize byt i jen jedno-
stranna uvedend substituce, tj. jen pro x nebo pro y. U teplotnich zavis-
losti musime ¢asto prepocist teplotu ¢ [°C] na jednotky v Kelvinech, tj.
T = ({t} +273,15) K.

Miuzeme se také rozhodnout jen pro linedrni regresni funkci a provést
prislusné substituce podle tabulky 2.

Jak je z uvedeného rozboru ziejmé, je volba vhodné modelové regresni
funkce specificky zavisld na zkoumané fyzikalni zdkonitosti. Vhodna (resp.
nevhodnd) volba vSak ovlivni vysledek celé regresni analyzy.

2. Kalkulator pfepneme do rezimu regresnich vypoctt, vymaZeme sta-
tistické pamétové registry, nastavime zvolenou modelovou regresni funkci
a do vstupni paméti peclivé vlozime vSechna nase statistickd data, tj. vy-
sledky mé¥eni [z;,y;] ve spravném potadi podle vzristajici nebo klesajici
nezavisle proménné.

3. V okamziku otevieni prvniho ze statistickych paméfovych registri,
v nichz nasledné maji byt ulozeny vybérové regresni koeficienty, dojde au-
tomaticky ke spusténi statistického vypoctu. Jeho (témé¥ okamzitym) vy-
sledkem jsou ¢iselné hodnoty vybérovych regresnich koeficient a ostatnich
vystupnich statistickych veli¢in, které se automaticky ulozi do oznacenych
pamétovych registrii. Ziskané vysledky vhodné zaokrouhlime (na 2 az 3
platné cifry).

4. Pomoci koeficientu determinace (r?) a smérodatné odchylky (s) po-
soudime kvalitu regrese a zvoleny model bud pouZijeme anebo zamitneme.

5. Vhodné je, pokud to (graficky) kalkuldtor umoziiuje, nakreslit jesté
jak bodovy graf méfenych veli¢in, tak do néj také vypoctenou regresni
krivku. Vizualné tak miazeme snadno posoudit korelaci empirickych hodnot
s vypoctenou regresni funkci. Tim je proces regresni analyzy ukoncen.
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Priklad 1 — teplotni zavislost elektrického odporu
Jsou dany vysledky méfeni elektrického odporu rezistoru v zavislosti na
teploté podle tabulky 3.

Tab. 3 Data méreni elektrického odporu

t/ec | 190 | 250 | 302 | 360 | 402 | 453 | 50,0
R/ | 763 | 77,8 | 79,7 | 80,9 | 82,4 | 84,0 | 85,1

Provedte regresni analyzu dat méfeni a urcete: a) teplotni souinitel
elektrického odporu pii vztazné teploté to = 0 °C; b) odpor, ktery bude
odpovidat teplotdm t; = 20,0 °C a t2 = 60,0 °C; c) pti jaké teploté bude
mit vodi¢ odpor R3 = 82,0 ).

Reseni
a) Z teorie predpokladame, %e modelova zavislost elektrického odporu
je linearni. Pak

R=a+bt =Ro(l+at), Ry=a, a=b/a.

Provedenim regresni analyzy dat z tab. 3 (v konkrétnim p¥ipadé byl pouzit
kalkulator Casio fx-991W) dostaneme: a = Ry = 70,8 2, b= 0,280 K~ ! -
Q, teplotni soucinitel elektrického odporu a = b/a = 4,08 - 1073 K1,
Koeficient korelace r = 0,9985, koeficient determinace r? = 0,997.

b) t; = 20,0 °C: Ry = 76,6 Q; t2 = 60,0 °C: R, = 88,1 Q.

c) Rz = 82,0 Q: t3 = 38,8 °C.

Priklad 2 — odvozeni pro linearni regresni funkci

Pro ziskani lepsi predstavy o metodé feseni regresni analyzou uvazujte
jednoduchou modelovou situaci: linearni regresni funkci ve tvaru y = bz,
tedy pFfimku jdouci poc¢itkem a provedte prislusnd odvozeni. Tedy uZi-
tim metody nejmensich étverct odvodte vztah pro odhad regresniho ko-
eficientu b*, vztahu pro rezidudlni soucet ¢tvercii Se a pro smérodatnou
odchylku s, je-li ddno n empirickych dat [z;,y;], ¢ = 1,2,...,n hledané
funkéni zavislosti.
Reseni

Podle metody nejmensich ¢tverc musi rezidualni soucet ¢tverct byt
minimalni, tj.

n
Se = Z(yl —b*z;)?> = min.

i=1
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Podminka je splnéna, kdyz = 0, tedy kdyZ (pro jednoduchost vyne-

0 _
ob}
chdme meze sumace)

Z wzyz
Yoa?

—22 i —b"z;)x; =0, ztoho b* =

Rezidudlni soucet ¢tverca pak je

Se=> (gi—b'm)’ =Y y; —b"2Y wy; —b* Y _a7) =
_Z 2 _ szyz) _

Smérodatnou odchylku kteréhokoli méfeni vypocteme ze vztahu (12), kde
v naSem pripadé pocet stupna volnosti je n — 1. Tedy

Se
n—1"

Smérodatnd odchylka regresniho koeficientu b* je (viz [2])

(13)

Priklad 3 — tihové zrychleni z volného padu

P1i volném padu olovéné kulicky byly pro zvolené tiseky drahy s namé-
feny doby ¢, které jsou uvedeny v tabulce 4. Naméfené hodnoty mizeme
doplnit jesté o adaj t = 0 pro s = 0.

Tab. 4 Data méfeni volného padu

s/m | 400 | 520 | 6,00 | 7,00 | 800 | 9,00 | 10,00 | 11,00

t/s [ 090 | 1,08 | 1,00 | 1,20 | 1,28 | 1,35 | 1,43 | 1,50

Reseni
Protoze kulicka mé velkou hustotu, miZzeme pro relativné malé rych-
losti zanedbat odpor vzduchu a pro zavislost drdhy na case brat vztah
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s = gt?/2. Zavedenim substituce t> = 2z a oznacenim s = y, g = b mt-
zeme zavislost vyjadrit linedrni modelovou regresni funkci y = bz. Odhad
regresniho koeficientu b* (tj. tthového zrychleni g) a jeho smérodatnou od-
chylku ur¢ime z dat v tabulce 4 uZzitim vzorcad odvozenych v ptikladu 2.
Vypocty jsou uvedeny v tabulce 5. Vysledek feSeni tihového zrychleni je

dobie prijatelny.

Tab. 5 Vypocet tihového zrychleni regresni analyzou

ti/S Ii/s2 yl/m
0 0 0 D x?=15,14232 5%, Y y? = 494,04 m?
0,90 0,405 4,0 > @iy =50,40269 m-s~>
1,03 0,53045 5,2
y 50,40269 L L
1,10 0,605 6,0 b =g="""—"""m-s ?=98015 m-s
5,14232
1,20 0,720 7,0 ,
50,40269 . ‘
1,28 0,8192 8,0 (494 04 m? = 0,01568 m?
75,14232
1,35 0,91125 9,0
0,01568
1,43 1,02245 10,0 =4/ =0,0443 m = 0,05 m
1,50 1,125 11,0
‘ 0,0443 ) .
=(9,80£0,02) m-s—2 Spr = — m-s~2 =0,02 m-s—?2
5,142

Priiklad 4 — regresni analyza dvou blizkych soubora

Uvazujme dva ,cviéné“ blizké soubory A, B proménnych [z;,y;] podle
tabulky 6, které se vyznacuji tim, ze stfedni hodnoty y, =y = 10,0. Pro-
vedte regresni analyzu dat téchto soubort, tj. provedte odhad regresnich
koeficienti, urcete celkovy soucet ¢tverct (Si), rezidudlni soucet Gtverct
(Se), koeficient determinace (r?) a smérodatnou odchylku (s). Provedte

diskusi vysledkt pro oba soubory.

Tab. 6 Ciselné hodnoty souborti A, B

T; 1 2 3 4 5 6 7 8 y

A yi | 100 10,0 [ 100 | 99 [100 | 99 | 100 [ 1071 | 100

B yvi |99 |99 |100 |100 | 100 | 100 | 101 | 101 | 100
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Reseni Pro oba soubory lze pouzit modelovou linearni regresni funkei ve
tvaru y = a + bzx.

Soubor A
Pouzitim kalkuldtoru dostaneme odhad koeficientt: a* = 5 = 10,0;
b* = 0 a soucty ctvercii:
celkovy: Sy = > (y; —7)? = 0,04 a reziduélni: Se = > (y; —y;)> = 0, 04.
Koeficient determinace r> =1 —S,/S; = 0,

4
smérodatnd odchylka s = S _ \/ 004 _ 0,0756 = 0,08.
n—(p+1) 7

Soubor B

V tomto souboru maji data stejnou velikost (avSak ponékud jiné uspo-
fadani). Uzijeme stejnou regresni funkci jako pro soubor A. Vypoctem
na kalkulatoru zde dostaneme pro odhad regresnich koeficientii jiné hod-
noty: a* = 9,871; b* = 0,02857. Uréime nyni odhad jednotlivych hodnot
y; 7 regresni funkce y = a* + b*z; vysledky vypoctl jsou v tabulce 7.

Tab. 7 Vypocty pro soubor B

z; | oy =a" +bw;

1 9,8996 Se =" (yi —y;)? =0,0005713

2 9,9281

3 9,9567 Se =Y _(yi —¥) = 0,040000

4 9,9853 r2=1-Se/S; = 0,8571

5 10,0139

6 10,0424 5= /n — f;Jr N = \/ 0’0065713 =10,0309 = 0,03
7 10,0710

8 10,0996 Kontrolni vypodet: 7* = 9,999575 = 10,0

Diskuse vysledku

1. Pro soubor A vysel koeficient determinace 72 = 0, i kdyZ pouzitd mo-
delova regresni funkce y* = a* = konst. je bezpochyby vhodnd. Je
totiz ziejmé, Ze odchylky jednotlivych dat od y* (tedy rezidua méteni)
nepiesahuji £1 %. Protoze v pfipadé této regresni funkce je Sy = S,
vychazi zde z definice 2 = 0 a veli¢ina r? se tedy pro hodnoceni kvality
modelu regrese nehodi (obecné plati, Ze pro b* = 0 je vzdy r? = 0).
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2. U druhého souboru B (oproti souboru A se li§i jen pouhym preskupenim
nékolika ¢isel) jsou hodnoty neklesajici a proto b* # 0. I tak je r? =
= 0,8571 < 0,95 a koeficient determinace tedy hodnoti pouzity model
jako mélo vhodny, i kdyZ vhodnéjsi model lze najit jen obtizné (nejvétsi
reziduum je pro xz3: e3 = +0,43 % a pro xg: eg = —0,43 %). Hodnocen{

3. Pouzijeme-li pro soubor B p¥imo modelovou funkci y = a, dava regresni
analyza stejné vysledky jako pro soubor A.
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Hrajeme si s fyzikou aneb jednoduché
pokusy pro malé i velké zaky
2. ¢ast — KAPALINY

JANA CESAKOVA - MICHAELA KRIZOVA
Prirodovédecka fakulta UHK, Hradec Kréilové

Tento ¢lanek je pokracovanim ¢lanku o seminarich zamétrenych na jed-
noduché fyzikalni pokusy, které ve spolupraci s Univerzitou Hradec Kra-
lové pravideln& organizuje Skolské zafizeni pro dalsi vzdélavani pedagogic-
kych pracovniki Kralovéhradeckého kraje [1]. V prvni ¢asti jsme predsta-
vili pokusy na téma vzduch. Nyni bychom vam radi pfiblizili to, co jsme
vyzkouseli s uc¢iteli na druhém seminéfi. Tématem byly KAPALINY.
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Seminafe pro ucitele

Pro ucditele fyziky pripravujeme seminéie s nazvem ,Hrajeme si s fyzi-
kou aneb jednoduché pokusy pro malé i velké zaky“. Zde s uciteli pro-
chazime mnoho zajimavych pokust, které najdete i na akcich Hrajme
si i hlavou [2] ¢ Veletrh napadi uéitelt fyziky [3], fe$ime riznd vylep-
Seni a varianty. Béhem c¢tyf seminairta jsme se zatim dotkli témat — voda
a vzduch, fyzikalni kouzla, zajimavé kapaliny ¢i zvuk.

Druhy seminéi byl zaméren na KAPALINY. Hrali jsme si s kapalnym
dusikem a nenewtonovskymi kapalinami jako jsou napt. inteligentni mode-
liny nebo smési vody a skrobu. Zajimavosti byla i vyroba hiejivych sack.
Predvedli jsme i mnoho dalsich pokust napt. jak sebrat olej z hladiny, jak
udélat mrak ¢i tornddo v lahvi a nakonec jsme spocitali, kolik $pendlikii
se vejde do sklenicky plné vody. Pokusy tedy jednak pomahaly s tématy
hydrostaticky i atmosféricky tlak, Archimédav zdkon, povrchové napéti,
hustota ¢i zmény skupenstvi a dale motivovaly déti premyslet a zajimat
se o véci kolem sebe.

V tomto prispévku predstavime malou ochutnavku z pokust s kapal-
nym dusikem, inspirovanych experimenty, které provadi doc. RNDr. Milos
Rotter, CSc. z MFF UK [5].

»,Hrnecku, var

Kapalny dusik neni z téch kapalin, se kterymi se bézné setkavame. Proto
o pokusy s nim byl velky zajem na jiz zminovanych akcich Hrajme si
i hlavou.

Kapalny dusik jsme pro nase tcely koupili od firmy Linde Gas a. s.,
ktera se zabyva vyrobou a prodejem rtznych technickych plynt. Cena jed-
noho litru kapalného dusiku neni premrsténd, pohybuje se v fadech desitek
korun. Jen je trosku problém s jeho uchovavanim. Pro nase pokusy nam
stacilo nékolik starych termosek na zmrzlinu. Je nutné mit u nich provr-
tané vicko, nebo vicko jen lehce posadit na otvor termosky. Z jednoho litru
kapaliny se totiz za normélniho tlaku a teploty 20 °C odpari priblizné 680
litrt plynu, ktery musi mit moznost nékam unikat. Proto nikdy nezavirejte
termosku!!!

Kapalny dusik neni nebezpeény ani zdravotné skodlivy, pokud se s nim
manipuluje opatrné, aby nedoslo k popéaleni pokozky ¢i vybuchu diky skla-
dovani v uzavieném prostoru. Davejte pozor, aby vase pokozka byla v kon-
taktu s kapalnym dusikem co nejkratsi dobu a na pokusy si vzdy sundejte
prstynky. Détem mizete ukazat jednoduché pokusy s kapalnym dusikem,
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které jsou ale velmi efektni a déti nadchnou. Zde uvadime dva navody
na jejich realizaci. Na pokusy budete kromé kapalného dusiku potiebo-
vat bézné dostupné véci — kbelik nebo umyvadlo s vodou, polystyréno-
vou vani¢ku (do které budete lit kapalny dusik a dévat do n&j postupné
predméty, které chcete ochladit), prkénko, kladivko, zvykacku nebo gumu,
kousek pomerancové kiry, rizi a kle$té (na vyjmuti ochlazenych predmét
z kapalného dusiku).

Pokus ,hrnecku var“ je velmi jednoduchy. Stac¢i nalit kapalny dusik
do kbeliku nebo umyvadla s vodou. Chladny, odparujici se dusik se tak
smichd s vodnimi parami, které kondenzuji do mikroskopickych kapicek
a vytvori hustou mlhu (obr. 1). Velmi efektni variantou pokusu je, nechat
do umyvadla stale pritékat vodu z kohoutku. ,Hrnecek® tak bude ,varit*
pékné dlouho.

Pro zvyseni zajmu zakd mizeme pouzit videa z internetového portalu
youtube.com, kterych najdete celou spoustu. Tento pokus je totiz oblibeny
ve vétsi varianté — misto kbeliku lze pouzit bazén.

Jak kladivkem rozbit ruzi

Kapalny dusik je velmi ,studeny“. Jeho teplota varu je za normélniho
atmosférického tlaku —195,8 °C. Kdyz kapalnym dusikem ochladime né-
jaky kov nebo plast, zméni se jejich mechanické vlastnosti a stanou se

Obr. 1
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Obr. 2

krehkymi. To mizeme détem nejlépe ukadzat na balonku, gumé nebo 7zvy-
kacce. Po ochlazeni je mizeme rozbit kladivkem na malé kousky!

Zkiehnuti mtizeme demonstrovat také na néjakém predmétu rostlinného
ptvodu, napiiklad na slupce pomerance nebo rizi. Ochlazenou slupku po-
merance rozbijeme kladivkem diky tomu, ze obsahuje vodu, ktera se ochla-
zenim zméni na led. Efektnim pokusem je rozbiti rize zmrazené v kapal-
ném dusiku.

,Domaci* hrejivé sacky

Hrejivé sacky patii ke zndmym zdravot-
nim potifebam. Jsou plnény presycenym vod-
nym roztokem octanu sodného a nesmi ob-
sahovat krystalizacni jadra. Ta se vytvori az
klepnutim na kovovy plisek umistény uvnitt
sacku, ¢imz dojde ke krystalizaci a uvolnéni
krystaliza¢niho tepla. Obsah sac¢ku se zahteje
na teplotu az 55 °C.

Pomaicky: octan sodny, voda, horak, mrazak

Postup: Na mirném plameni vytvorime pie-
syceny vodny roztok octanu sodného tak,
aby neobsahoval zadn4 krystalizacni jadra —
jednoduse nesmi dochézet k samovolné krys-
talizaci. Roztok ddme do mrazaku a nechdme

Obr. 3 vychladit (doporuc¢ujeme né¢im piikryt, aby
do roztoku nespadnul kousek ndmrazy). Po zchladnuti sta¢i do vody séh-
nout prstem nebo $pejli nebo zacit vylévat, jako je vidét na obr. 3. Roztok
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byl ve stavu podchlazené kapaliny, coz znamend, ze mél nizsi teplotu, nez
je jeho teplota tuhnuti, a presto neztuhnul. Dotekem utvorime krystali-
zacni jadro, kolem kterého se molekuly zac¢nou rychle seskupovat a uvolni
pfi této krystalizaci teplo (jednd se o exotermni reakci).

Hrejivé sacky lze i po probéhlé krystalizaci a ochlazeni znovu pouzit.
Staci sacek zahiivat ve vrouci vodé tak dlouho, az obsahuje jen tekutinu.
Pak ho mtuzeme opét pouzit, az budeme potiebovat ohrat ruce. Stejné tak
i namichany roztok po ohiéti bude znovu fungovat.

Urcité také stoji za to prolistovat knizku [6], kde najdete navody na
zajimavé pokusy ze svéta tepla, jeho vlastnosti, Sifeni, projevi i jeho mé-
feni. Najdete zde dalsi informace nejen o hiejivych polstarcich, ale napf.
i o mrazicich smésich.

Smés vody a skrobu

V posledni dobé se jiz nékolikrat hovorilo o zajimavé smeési vody a Skro-
bu, ktera fyzikalné spada pod nenewtonovské kapaliny neboli kapaliny,
které se chovaji néjak podivné. Tato smés se chova tak, ze pii rychlych
pohybech tuhne a stava se z ni témér pevna latka. Naopak pfi pomalych
pohybech se tvari jako kapalina. Tyto vlastnosti jsou zpiisobeny zajima-
vym tvarem molekul Skrobu. Za normaélnich okolnosti volné klouzou po
sobé a po molekulach vody, ale pri prudkém pohybu se semknou k sobé
a vypudi vét§inu vody pryc¢. Proto kdyz do takovéto smési bouchneme pésti
nebo kladivkem, rozhodné nam nevycdkne a ani nepronikneme pod hla-
dinu. Dokonce miize hladina popraskat jako vysusend jilovitd zem. Ale na
druhou stranu zcela bez problémi miizeme pod hladinu pomalu zasunout
celou ruku. Podobné uhnéteme z kapaliny kuli¢ku, ktera se po uvolnéni
celd roztece.

K podobnym pokustim potiebujete jen skrob (ndm se vice osvédéil ku-
kufi¢ny, ale funguje i bramborovy) a vodu. Smés se d4 namichat bez po-
uziti specidlnich vzorct. Trocha Skrobu a trocha vody a spravny pomér
doladime pripadnym dosypanim Skrobu ¢i dolitim vody.

Pokud budete mit dostatek skrobu, muzete si vyzkouset, jaké je to cho-
dit po hladiné a notit se do baziny. Abyste se v8ak neponofili, musite se
pohybovat rychle. Jak vidite na fotografiich (obr. 4), bavi to velké i malé.

Zavér

V poslednich letech jsou popularni fyzikalni darky — zvlastnustky, které
funguji podle fyzikalnich zadkont, v modernim provedeni. Patii mezi né in-
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teligentni plastelina, kterd vam za nékolik hodin protece malym otvorem,
a pritom ji rozbijete kladivkem, jako by byla z porcelanu. Na seminarich
jsme ukazovali plasteliny magnetické nebo teplocitlivé. Zajimavy je také
hydrofobni pisek, ktery odpuzuje vodu, a mizete s nim ukazovat, pro¢ na
listech rostlin vznikaji kapicky rosy. A to je opravdu jen zlomek toho, co se
da poridit. Pokud vam §kolni rozpocet nedovoli podobné hracky kupovat
a ani nemate ve t¥idé zaky, kteri by hracky nosili do $koly na hrani, miizete
je alespon vzit jako inspiraci a snazit se je prevést do jednodussich a lev-
néjsich pomiucek. O to vétsi potom vzbudi zdjem, kdyz je Zaci budou znéat
nebo je budete moci ukdzat, v jiné podobé. Vsechny podivné novinky a po-
kusy délaji fyziku pro déti zajimavéjsi a diky tomu t¥eba najdou kouzlo,
které v sobé fyzika bezesporu ma!

Obr. 4
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