MATEMATIKA

O teleskopickych souctech a soucinech

JAROSLAV SVRCEK

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Stanoveni sou¢tu (soucinu) nékolika ¢isel (Clend ¢iselné posloupnosti
vyhovujici danému predpisu) a feSeni tloh, které s touto problematikou
souviseji, patii v oblasti Skolské matematiky mezi oblibené celky jak pro
zéky, tak i pro jejich ucitele. Na druhé strané je tieba konstatovat, ze se zaci
pii vyuce matematiky hloubéji seznamuji pouze se soucty nékolika po sobé
jdoucich ¢lent aritmetické ¢i geometrické posloupnosti, coz predstavuje jen
velmi omezeny tsek znalosti z uvedené oblasti.

Tento ¢lanek je urcen predevs$im tém ucitelim matematiky, jejich za-
kiim a dalsim zajemctm, kteri se chtéji o uvedené problematice dovédét
néco navic. Cilem prispévku je seznamit ctenaie s metodou teleskopickijch
soucti a soucini.

Jak jiz ndzev napovida, princip této metody je zaloZen na cileném rozsi-
feni (,,prodlouzeni“) daného souc¢tu (soucinu) nékolika ¢isel takovym zpi-
sobem, aby jej vzapéti bylo mozno vyrazné zjednodusit, tj. co nejvice snizit
pocet jeho s¢itanct (Cinitelt). Toho lze dosdhnout, pokud napf. kazdy ze
s¢itanci lze vyjadrit ve tvaru vhodného rozdilu tak, ze vétsina ¢lenti takto
upraveného souctu se v zdvéru navzajem zrusi. Takovy postup predstavuje
jistou analogii s ¢innosti velkého dalekohledu (teleskopu), ktery je potieba
pred vlastnim pouzitim zpravidla prodlouzit o urcity pocet ¢lankd tak,
abychom s nim mohli efektivné pracovat (odtud nazev metody). Zajem-
cim o tuto problematiku lze doporucit také nékteré zahranicni zdroje,
které jsou zaméfeny predevsim na praci s matematicky talentovanymi
zéky. Patfi mezi né obé publikace uvedené na konci ¢lanku.

V prvni ¢asti prispévku je prezentovano vyuziti metody teleskopickych
souc¢td pri reSeni nékolika konkrétnich dloh. Druhé c¢ast ¢lanku je pak
vénovana problematice teleskopickych soucinti.
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1. Teleskopické soucty

Uvedme nejprve nékolik snazsich tloh.

Priklad 1

Urcete hodnotu vyrazu

1 n 1 n 1 n n 1
1-2 23 34 7 Thah+l)’
Reseni. Uvazujme k-ty s¢itanec (k= 1,2,...,n) daného souctu, pro ktery
plati
1 k+1)—k 1 1

= = - — . 1
k(k+1) k(k+1) kE k+1 M

V daném sou¢tu nahradime kazdy s¢itanec rozdilem dvou zlomki podle (1).

Dostaneme tak

1 1

1
Te2testya Tt T unyn T

ST I (L I U (N N [ .
o 2 2 3 n n+1l) n+1 n+1l’

Vsimnéme si, ze uvedené reseni je zalozeno na nasledujici skutecnosti:
Kazdy s¢itanec je nahrazen rozdilem dvou zlomkl (v podstaté jde o roz-
Siteni daného souctu, presnéji zdvojnasobeni poctu jeho ¢lent, s cilem
vyrazné v zavéru zjednodusit upraveny tvar souctu).

Pozndmka. K rozkladu (1) lze dospét také jinak — vyuZzitim metody neurci-
tych koeficientu pti rozkladu k-tého scitance na tzv. parcidlni zlomky. Jde
o nalezeni redlnych ¢isel A a B, kterd pro kazdé prirozené ¢islo k vyhovuji
vztahu ) 4 B
— =+ —. (2)
kE(k+1) &k k+1
Tato tloha vede na feSeni snadné soustavy dvou linedrnich rovnic
A+ B =0a A =1 o neznamych A, B, kterou ziskdme z upravené rov-
nosti (2) mnohoc¢lend s proménnou k. Jeji feseni A = 1, B = —1 odpovida
uvedenému rozkladu (1).
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Podobnym zptisobem lze stanovit napt. také hodnotu souctu

1 1 1 1
1-2-3+2-3-4+3-4-5+"'+n(n+1)(n+2)'

Priklad 2

Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n > 1 plati nerovnost

1 1 1
§+§+...+m<1.

Reseni. Pro kazdé k prirozené k > 1 plati nerovnost

1 < 1
k2 " (k—1Dk’
Vyuzitim této nerovnosti pro k = 2,3,...,n a vysledku z prikladu 1 do-
staneme postupné
1+1+ I R I U R
32 n? ~1-2 23 3-4 7 (n—-1n  n ’

coz jsme chtéli dokazat.
Priklad 3
Dokazte, ze pro kazdé pfirozené n plati nerovnost

1 1 1 1

1 S S
TR R s B e AR IV S

Reseni. Vzhledem k tomu, ze pro kazdé prirozené ¢islo k plati

1
1+2+...+k:@,

je dané nerovnost ekvivalentni s nerovnosti

i.{.l_f_l_k +L<2
1-2 2.3 3-4 nn+1) 7

Po snadné apravé vSak dostavame primo nerovnost dokdzanou v predeslém
prikladu 2.

Matematika - fyzika - informatika 20 2010/2011 279



Priklad 4
Dokazte, ze plati nasledujici rovnost
1 1 1

v  Vaeva o T e vin

Reseni. Usmérnime-li kazdy ze zlomkd na levé strané rovnosti, ziskdme
pouhym ,teleskopickym zjednodusenim* celého vyrazu na levé strané

1 1 1

VItve  VarB T Vet Vi
=(V2-VD)+(V3-v2)+ ... +(V100-V99) = V100-V1 = 10-1=9,

coz bylo tfeba dokéazat.

Priklad 5
Dokazte nasledujici nerovnosti

12 2010

a) §+§+...+m<l,
3 4 2011 1
1 20001 + 20101 + 20111 ~ 2

D) Trarra Tarsiaa

Reseni.
a) Podobné jako v prikladu 1 upravime k-ty s¢itanec (k = 1,2,...,2010)

na levé strané nerovnosti nasledujicim zptisobem

ko (k+D-1 1 1
k+1)! " (k+1)! K (k+1)!

Pak plati

L2099 /1 1\ (1 1), (1 1\
2031 oot — \ar 2t/ \2r 3 T 20100 20118) T
1
=1-——<1
20111

coz jsme chtéli dokazat.
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b) Jednotlivé s¢itance na levé strané nerovnosti upravime pomoci na-
sledujici identity. Pro vSechna k = 3,4,...,2011 plati

k k 1 k-1

=2+ (k—Dl+k  Kk-2)! kk-2)

Pomoci ni upravime kazdy s¢itanec na levé strané nerovnosti a dostaneme
tak

3 N 4 N N 2011 _
V420430 20431441 77 7 2009! + 2010! + 2011!

_11+11++1 1y 1 1<1
T \2l 3l 31 4l 2010! 2011!/) 2! 2011! T 2°

Tim je dikaz i této nerovnosti uzavien.

Analogickym zptsobem (vyuzitim metody teleskopickych soucti) lze
Tesit také nasledujici lohy. U kazdé z nich je uveden stru¢ny navod, po-
moci néhoz se kazdy ze zajemcli o tuto problematiku mize samostatné
pokusit o jeji feseni.

Priklad 6

Urcete hodnotu souctu

\/1+1+1+\/1+1+1+ il
4 479 n? ' (n+1)%°

[Ndvod: VyuZijte rovnost

1 1 (k* + k +1)?
1+ — + 5 — . G
k2T (k+1)2 k2(k+1)?

a dale po upravé jednotlivych s¢itanct metodu teleskopickych soucti.
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Priklad 7

Urcete hodnotu souctu

S, =sinz +sin2x +sin3x + ... +sinnz.

[Ndvod: Pro vyuziti metody teleskopickych souctti vynasobte nejprve kaz-

z

dy clen souctu vyrazem 2sin § a déle vyuzijte vzorec

(2k — Dz 2k + 1)z
5 cos 5

. .z
2 sin kx sin ) = cos

prok=1,2,... ,n]

Poznamka. Podobné lze stanovit také hodnotu souctu

C, =cosz +cos2x +cos3z + ... +cosnz.

Piiklad 8 (21. USAMO, 1992)

Dokazte rovnost

1 1 1 cos 1°

+ + ...+ = .
cos0°cos1® = cos1®cos?2° cos 88°cos89°  sinZ1°

[Ndvod: Obé strany dokazované rovnosti vynasobte vyrazem sin 1° a dale
vyuzijte nasledujici rovnost (argumenty goniometrickych funkci uvazujte
ve stupnich)

sin 1 sin(k + 1) cosk — cos(k + 1) sink

coskcos(k + 1) coskcos(k + 1)
prok=0,1,2,...,88]

Piiklad 9 (25. USAMO, 1996)

Dokazte rovnost
28in2° +4sin4° + ... + 178sin 178° = 90 cotg 1°.
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[Ndvod: Obé strany dokazované rovnosti vynasobte vyrazem sin 1° a dale
vyuzijte identitu (argumenty goniometrickych funkci uvazujte ve stupnich)

2sin2ksin 1 = cos(2k — 1) — cos(2k + 1).

prok=1,2,...,89]

2. Teleskopické souciny

Ve druhé casti se zaméfime na prezentaci metody teleskopickych sou-
¢ind. S uvedenou problematikou se mj. mohli setkat jiz v roce 1972 fesi-
telé nejvyssi vékové kategorie nasi Matematické olympiddy (viz priklady
14 a 15, které ponechavame ¢tenaiim k samostatnému procviceni).

Priklad 10
Dokazte nerovnost

13 9 1
2 4 100 T 10°
Reseni. Oznaéme
1 3 99 2 4 100
Protoze pro vSechna n ptirozend plati o¢ividné nerovnost
n < n+1
n+1 n+2’

obdrzime vyuzitim ,teleskopického zkraceni“ vétsiny Ciniteld v Citateli
a jmenovateli zlomku (sou¢inu) A - B postupné nésledujici odhady

1 1

1
A’ <A -B=— tj- A< —
< < j <1o’

101~ 100°

coz primo dokazuje danou nerovnost.

Priklad 11
Dokazte nerovnost

1 1 1
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Reseni. Kazdy z ¢initeld na levé strand dokazované nerovnosti upravime
nasledujicim zptsobem: Pro kazdé k = 2,3, ...,2010 plati
1 k2

S G DGED T oD

Daéle vyuZijeme (stejné jako v predchozim pfipadé) ,teleskopické zkraceni®
celého vyrazu. Dostaneme tak

22 32 42 2010 2010 <9
1-3 2-4 3-5 77 2009-2011 2011 '

Tim je diikkaz uzavien.

Zcela analogicky lze postupovat také pii dikazu nésledujici identity.
O jeji snadny diikaz se mizete pokusit samostatné.

Priklad 12

Dokazte, ze pro vSechna prirozena ¢isla n > 1 plati rovnost

1 1 1 n+1

1I—=)-(1=-2)- ... [1-=) =222

(3) () (o) =
Piiklad 13

Dokazte, ze pro kazdé prirozené c¢islo n > 1 plati nerovnost

224+1 3+1 n+1 3

21 331 " pd3_1 2

Regeni. Vyuzitim zndmych vzorcii a® + b% = (a+0b)(a* —ab+b?), a®> — b3 =
= (a—b)-(a® +ab+b?), jez plati pro libovoln4 redln4 ¢isla a, b, dostaneme
specialni volboua =2,3,...,nab=1

13 (n+1)(n?> —n+1)

5.
133217 -2 +n+1)

28131 "nd-1 1-7

2 4+1 3241 n+1 3.3 4.7
2.

Protoze pro k =2,3,...,n — 1 plati rovnost
k+1)?—(k+1)+1=k+k+1,
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lze posledni sou¢in upravit (po teleskopickém zkraceni) do tvaru

3:3 4.7 5-13  (m+lH@ -n+1) 3 nm+l)
1.7 2-13 3-21 77 (n—=1)m2+n+1) 2 n2+n+1
_3. _wan 3
2 n24n+1 27

Tim je dikaz nerovnosti uzavien.

Zavéretné dvé (na sebe navazujici Glohy) jsou uréeny ¢tenaitm k samo-
statnému procviceni problematiky této ¢asti prispévku.

Piiklad 14 (21. ro¢énik MO, A-II-1a)

Dokazte, ze pro vSechna prirozend Cisla n > 1 plati

1+1 1 1 1+1 1 1 1+1 1 1 _
2 4 8 3 9 27r) 7 n n2 n3)

(n+1)2
dn

Piiklad 15 (21. roénik MO, A-III-1)

Dokazte, ze pro vSechna pfirozend c¢isla n > 1 plati nerovnost
1 1 1 1
1—=-]-{1l=-—=)-... [1-—= —.
(=5 (o) ()
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Vyucovani matematiky na gymnaziu

ve Svobodném staté Sasko (SRN)

MIROSLAV BARTOSEK
Praha

1. Uvod

Tento ¢lanek vznikl z podnétu vzeslého pii ndhodném setkani po mém
navratu z témér desetiletého plisobeni v Sasku. I béhem pobytu v Némecku
jsem ztistal v kontaktu s dénim ve skolstvi v Ceské republice a zpozoroval,
jak mélo informaci o déni ve 8kolstvi v Némecku je v Ceské republice pu-
blikovano a pokud tyto informace proniknou do médii, jsou ¢asto mylné
prezentovany, jako by se tykaly skolstvi v celé Spolkové republice Némecko,
i kdyz se tykaji jen jedné ze spolkovych zemi. Skolské systémy i pracovni
podminky uciteld se mezi spolkovymi zemémi lisi. Napf. ve Svobodném
staté Sasko (dale Sasko) je osmileté vSeobecné vzdélavaci gymnazium za-
konceno maturitou po 12 letech skolni dochazky, ale v nékterych jinych
spolkovych zemich po 13 letech. Proto ke spravné interpretaci informaci
o Skolstvi v Némecku (o vyuce nékterého predmétu) je tieba znat kontext,
v némz vyuka probih4. Clanek se zaméfuje na vyuku matematiky na vée-
obecné vzdélavacim osmiletém gymndaziu ve Svobodném staté Sasko, ve
spolkové zemi bezprostiedné sousedici s Ceskou republikou.

2. Reakce na vyzkumy PISA ve Spolkové republice Némecko

Skolstvi v Némecku je v kompetenci jednotlivych spolkovych zemi, neni
jednotné na celém tzemi Spolkové republiky Némecko. Jakkoli je skolstvi
v kompetenci jednotlivych spolkovych zemi (a jim na roveh postavenych
hansovnich mést), je vystupni Groven zdkl a certifikace dokumentt o do-
sazeném vzdélani predmétem celostatniho — spolkového — zajmu. Skol-
stvi je na spolkové (tj. celorepublikové) trovni koordinovano spolkovym
ministerstvem skolstvi, u kterého je zfizena Konference ministri skolstvi
spolkovych zemi. Tento organ také vydava spolkové Vzdélavaci standardy,
jakozto vysledek dohody zemskych ministra Skolstvi.

Vysledky némeckych zakt ve vyzkumu PISA v r. 2003 byly piijaty
v Némecku se zklamanim. I kdyz se ozvaly z odbornych kruht hlasy upo-
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zorhujici na specifi¢nost vyzkumt PISA a vnitronémecké analyza ukézala
rozdily ve vysledcich jednotlivych spolkovych zemi, bylo rozhodnuto inici-
ovat ve Skolstvich spolkovych zemi zmény vedouci k zlepSeni vzdélavacich
vysledki zadoucim smérem. Zmény se realizuji v rdmci kompetenci zem-
skych vlad a parlament® spolkovych zemi postupné zménami v ucebnich
planech, organizaci maturit a v fizeni §kolstvi,

Vysledky vyzkumu PISA 2009 ukazuji, ze na rozdil od Ceské republiky,
se vysledky némeckych zdkd v matematické i prirodovédné gramotnosti
zlepsily.

3. Svobodny stat Sasko

V Sasku byl ponechan systém zakladnich Skol (1. az 4. ro¢nik), a vSeo-
becné vzdélavacich gymnazii (5. az 12. ro¢nik). Zachovan zistal i systém 21
vybranych gymnazii s prohloubenou vyukou nékterého oboru vzdélavani,
jakozto soucast systému péce o talenty. S ohledem na klesajici pocty déti
v popula¢nich ro¢nicich se redukuje sit 8kol. Vyznamné zmény se udaly
ve vymezeni cili vzdélavani, s tim souviseji i zmény v obsahu a organi-
zaci a metodiky vyuky, v ucebnich pldnech, zmény v obsahu i organizaci
maturit, zvysil se podil Skoly na vytvareni Skolniho kurikula, zmény lze
pozorovat oblasti evaluace skol, dalsim vzdélavani ucitel a v fizeni skol-
stvi.

Pro rdmcovou predstavu o vyuce matematiky dle novych ucebnich plant
v Ctyfleté zakladni skole: V zdkladni Skole (Grundschule) maji zaci mate-
matiku v kazdém roc¢niku 5 hodin tydné. Soucasti ucebniho planu jsou
osnovy vyuky obsahujici obecné pedagogické pokyny definujici cile vzdéla-
vani, cile vyuky pfedmétu a specifické didaktické poznamky k jednotlivym
témattim. Z obecnych cild matematiky kromé samoziejmych cili jako po-
¢itani do milionu, znalosti zadkladnich matematickych pojmi, schopnosti
méfit a hodnotit, je pozoruhodné uvedeni cile: ,Zaci rozvijeji schopnost
matematického modelovani, exaktni zpisob prace a radost z feSeni mate-
matickych problémt a pozndvani matematickych souvislosti v kazdoden-
nim zivoté.“

Ve 2. pololeti 4. ro¢niku se mohou zaci hlésit do 5. ro¢niku na gymnéaziu
(tj. 1. ro¢niku osmiletého gymndzia). Zaci, ktefi nebyli pfijati ke studiu
na gymnéaziu pokracuji ve studiu na tzv. Mittelschule (stfedni 8kole), coz
je obdoba, 2. stupné zakladni skoly v Ceské republice.

Matematika - fyzika - informatika 20 2010/2011 o987



4. VSeobecné vzdélavaci gymnazium v Sasku

VSeobecné vzdélavaci gymnazium je osmileté a je ¢lenéno na 5. az
10. ro¢nik 8kolni dochazky (Sekundarstufe I) a 11. az 12. ro¢nik (Sekun-
darstufe IT — Oberstufe).

Na tato gymnézia jsou zaci pfijimani po ukonceni 4. ro¢niku zakladni
§koly (Grundschule). O pfijeti rozhoduje feditel gymnézia na zakladé pii-
hlagky, prospéchu zadka a vyjadieni zakladni skoly. Pouze do 21 gymnazii
s prohloubenou vyukou konaji uchazeci i prijimaci zkousky.

Na zavér studia zaci, ktefi splnili predepsané podminky (Gspésné za-
konceny zavérecny rocnik, dosazeni predepsaného poc¢tu bodt v maturit-
nich pfedmétech za posledni dva roky studia) konaji maturitni zkousku
(Abiturpriifung). Matematika spolu s matefskym jazykem, tj. némécinou,
jsou povinnymi maturitnimi pfedméty, které maji pisemnou, centralné za-
davanou ¢ast. Uspésni absolventi zkousky obdrzi étyfstrankové vystupni
vysvédéeni (Hochschulreiferzeugnis —Vysvédceni o zralosti ke studiu na
vysoké skole). Toto vysvédceni je opraviiuje uchézet se o studium na kte-
rékoli vysoké skole. Vysvédceni kromé vysledkt centralné zadavané matu-
ritni zkousky a Skolni Gistni maturitni zkousky zahrnuje i vysledky studia
v poslednich dvou roc¢nicich. Do vysledku muze byt na prani zdka za-
pocitano i hodnoceni samostatné odborné prace (tzv. BeLL — Besondere
Lernleistung), kterou Zak vypracoval a Gspésné obhdjil pfed odbornou po-
rotou na verejném kolokviu ve Skole. BeLL je prilezitosti pro talentované
a odborné zamérené zdky, jak svou profilaci promitnout do vysledného
hodnoceni na uvedeném vysvédceni. Z téchto vysledki se totiz stanovi dle
pfedem zndmych, statem definovanych pravidel, primérnd znamka uve-
dend na vystupnim vysvédceni. Pramérnd znamka hraje dilezitou roli pfi
prijiméni na vysokou $kolu, prijimaci zkousky na vysokou $§kolu, tak jak
je zndme v Ceské republice, se nekonaji.

Byl vytvoren vétsi prostor pro iniciativy Skol, kazda Skola dotvari sta-
noveny ucebni plan ve formé Skolniho programu, ktery uvadi na svych
internetovych strankach. Skoly aktivné organizuji i vlastni vnitini dalsi
vzdélavani svych pedagogl

Zménil se i systém hodnoceni §kol a kontroly vysledkt vzdélavani. Skoly
provadéji autoevaluace. Pfedmétové komise skoly sjednocuji pravidla hod-
noceni zakd a spoleénych pisemnych praci (Klassenarbeiten, Klausuren).
Vysledky téchto praci ve t¥idach sleduje a schvaluje vedeni $koly. Chod
skoly ovliviuje vyznamné i Rada skoly, sestavend ze zastupct rodict, uci-
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teld a zakd. Do persondlnich otdzek vstupuje uciteli volend Personalni
rada. (PedagogiCti pracovnici jsou zaméstnanci regionalnich stétnich afa-
dt, provozni pracovnici jsou zaméstnanci mistnich samospravnych afadu.)

Hodnoceni skol zvnéjsku provadi skolska sprava. Systematické jsou ho-
spitac¢ni navstévy skol, zaméruji se vSak spiSe na chod a vysledky skoly.
Celostatné stanoveny ramcovy ucebni plan a rdmcové ucebni osnovy sta-
novuji povinnd predmétova témata i jejich zaclenéni do ro¢nikd. To umoz-
nuje skolni spravé zadavat do roénikt centralné zadané kontrolni pisemné
sondy z jednotlivych pfedmétt i v pribéhu studia, napt. v 8. nebo 9.
¢i 6. ro¢niku. Na konci 10. roéniku pisi vSichni zaci centralné zadané pi-
semné prace z matematiky, némciny a angli¢tiny. Pisemné zkouska trva
v matematice 90 minut a mé 2 ¢4sti: Cést A zahrnuje tlohy omezené kom-
plexnosti, trva 25 minut a nejsou povoleny kalkulatory. Cast B obsahuje
tlohy vyssi irovné komplexnosti, trvd 65 minut a pri feSeni jsou povoleny
programovatelné kalkuldtory s grafickym vystupem, nyni i s CAS. Préce se
opravuji a hodnoti centralné zadanym bodovym systémem a odevzdavaji
se ke kontrole 8kolské spravé. (Vysledek se zapo¢itava do zakovy zavéreéné
klasifikace v pfislusném predmétu.) Vysledky analyzy sond, zivérec¢nych
praci v 10. ro¢niku i vysledkd maturit jsou projedndvany posléze na pora-
déch s fediteli kol a nasledné v pedagogickych sborech.

5. Uéebni plan vSeobecné vzdélavaciho gymnazia.

Zmeény ucebnich dokumenti pripravovaly tymy, jejimiz ¢leny byli i vy-
brani ucitelé ze $kol. Cilem zmén v ucebnich planech bylo prizptsobit
styl vyuky vice mentalité a spoleCenskym podminkdm soucasnych zaki,
vytvorit prostor pro praci s médii, pro systematicky vycvik v technikach
a strategiich uceni, péstovani kompetenci k tymové praci, pro chdpani
uciva v Sirsich souvislostech a jeho propojeni s redlnym zivotem, pouZzi-
vani a rozvijeni uzivatelskych kompetenci vypocetni techniky, podporu
zajmu o matematicko-prirodovédny obor vzdélavani a techniku, a profilaci
zaku prostiednictvim profilujiciho vyucovani.

Ztstal pritom zachovan systém centralnich ucebnich plant, coz usnad-
nuje konstrukci centralné zadavanych pisemnych zkousek Vyznamné zmé-
ny se udaly ve vymezeni cili vzdélavani, s tim souviseji i zmény v obsahu
a organizaci a metodiky vyuky, v ucebnich planech, zmény v obsahu i or-
ganizaci maturit, zvysil se podil §koly na vytvareni skolniho kurikula. Na
tyto zmény navazuje evaluace Skoly. Na zmény byli ucitelé pripravovani
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v dalsim vzdélavani ucitell, ¢ast tohoto vzdélavani organizovala a dosud
organizuje pro své ucitele skola formou Skolnich seminai.

K novym ucebnim planim vydala nakladatelstvi nové rady ucebnic,
z nichz si mize skola podle rozhodnuti pedagogt vybrat.

I nové ucebni plany obsahuji i centralné stanovené ramcové predmeé-
tové osnovy. V osnovach se uvadi nejen rozdéleni tematickych okruht do
ro¢nikl a k nim pridélené orientacni poc¢ty hodin, ale i vzdélavaci cile a di-
daktické poznamky. Didaktické poznamky navadéji ucitele k volbé metod
primérenych véku a mentalité soucasnych zaki, k plnéni stanovenych vzdé-
lavacich cild a napt. k pouzivani vypocetni techniky ve vyuce. Typickym
znakem je spirdlovité rozvijeni tematickych celkl: napf. v matematice se
téma poctu pravdépodobnosti objevuje v kazdém roc¢niku od 8. roc¢niku.
Tak se zak s danou tematikou setkava kazdy rok, kazdy rok je k pred-
chozimu ucivu téma dale prohlubovano a rozvijeno pfimérené jeho véku
a predchozimu vzdélani.

Znédmy problém jak doplhovat tradicni zaklad vSeobecného vzdélani
o aktudlni témata aniz je zvySovan pocet tydennich vyucovacich hodin,
je TeSen rozdélenim uciva na povinna a volitelna témata. I to je projevem
dtrazu na hlubsi, analytické i tvofivé vzdélavani na vybranych tématech,
na metody prace. A to i v pfedmétech, které v Ceské republice maji tra-
di¢né spise encyklopedicky charakter.

Organiza¢né se gymnazium cleni na 5. az 10. ro¢nik a na 11. az 12.
roc¢nik, avSak z hlediska pedagogického se novy ucebni plan gymndzia cleni
na 5. a 6. roénik, 7. az 10. ro¢nik a 11. az 12. roc¢nik.

5.1. Uéebni plan pro 5. — 10. ro¢nik

Cinnosti v 5. a 6. ro¢niku jsou zaméfeny na citlivy piechod zakt od
postuptl a stylu prace typickych pro zakladni skoly na zptisoby prace na
gymndziu. V tomto obdobi maji zaci usnadnénou moznost zmeénit své roz-
hodnuti a jit studovat na jinou $kolu.

V 7. az 10. ro¢niku maji zaci diky své prirozené zvidavosti a nabidce
profilujiciho vyucovani rozvijet svou osobnost a oborové zaméieni. Profi-
lujici vyucovéni je zavedeno od 8. do 10. ro¢niku, realizuje se ve skupi-
nach zakd nad ramec t¥idnich kolektivi (Klasseniibergreifende Gruppen).
V 10. az 12. ro¢niku je kazdy zdk povinen v ramci vyuky jim zvoleného
vyucovaciho pfedmétu zpracovat a obhdajit praci na zvolené téma (tzv.
Komplexe Leistung). Téma si zdk vybere po dohodé s vyucujicim z na-
bidky pfipravené pro dany skolni rok predmétovymi komisemi nebo (po
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dohodé s vyucujicim) miize zpracovat vlastni téma. Vysledek se zapocita
do zakovy klasifikace v tomto zvoleném predmétu. (Tuto praci lze nahradit
predloZenim a obhajobou naro¢néjsi prace BeLL.)

Z ucebniho planu pro 5. — 10. ro¢nik:

Rocnik 5 6 7 8 9 10
Matematika ) 4 4 4 4 4
Technika 2 1 - - - -
Informatika - - 1 1 - -
Nébozenstvi/Etika 2 2 2 2 2 2
Anglic¢tina 5 4 4 3 3 3
2. cizi jazyk - 4 4 4 3 3
Profilujici vyucovani - - - 3 3 3
Celkem tydné 31 32 33 34 34 35
Podpirné vyucovani 2 1

s se

uplatnovany jako jedna z metod vedouci k danym cilm. Rovnéz o uvede-
nych cilech se hovotrilo jiz dfive. Novy ucebni plan vsak, jako projev akcentu
na tyto cile, vytvoril pro jejich realizaci nové podminky: Kromé prolnuti
do vyuky predmétim je vénovan témto témattim zvlastni prostor. Me-
todam studia a vzdélavacim strategiim v¢. celozivotniho vzdélavani jsou
vénovany proskolenymi uciteli vedené povinné semindfe (napf. témata:
rozvijeni kompetenci ke studiu,studijni techniky, techniky tvorby a pre-
zentace samostatnych a tymovych praci, efektivni studium a odpocinek)
Pro tymové projekty jsou skolou stanovena mezioborova témata a vymezen
Cas cca 2 tydny ve Skolnim roce. Tyto projekty koncipuje $kola tak, aby
v §irokém kontextu zahrnovaly témata jako: fe¢ a mysleni, individualita
a socialita, doprava, prace a povolani, rovnopravnost, ekologie, hospodéar-
stvi, technika, media, komunikace, vztah generaci, uméni, technika. Jsou
definovany metody hodnoceni prace zakovského tymu i jednotlivct v ném,
na pripravé a realizaci se podileji vSechny predmétové komise.

5.2. Ucéebni plan pro 11. a 12. ro¢nik

11. a 12. ro¢nik je rozdélen na 2 pololeti, tedy 4 semestry. Kazdy zak
v 10. ro¢niku oznami Skole, které predméty z nabidky Skoly a v jakém
hodinovém rozsahu chce v téchto semestrech studovat. Zékovska volba je
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omezena pravidly stanovenymi ministerstvem Skolstvi. Ta zarucuji, aby
zak se mohl intenzivné vzdélavat v téch oblastech, kterd bude potiebovat
pro své dalsi studium, mohl se osobnostné profilovat, ale ztstal pfitom za-
chovan vSeobecné vzdélavaci charakter gymnézia. Povinné musi zak volit
matefsky jazyk, matematiku a alespon jeden cizi jazyk, a to v rozsahu
4-5 h/tyden (tzv. vykonovy kurz — Leistungkurs/LK), nebo v rozsahu
2-3 h/tyden (tzv. zdkladni kurz — Grundkurs/GK). Dalsi predméty jsou
rozdéleny do vzdélavacich oblasti, zadné z nich nesmi byt zcela opominuto,
zvoleny musi byt alespon 2 LK a doplnény tak, aby minimalni tydenni po-
¢et hodin ¢inil 35. Mé&-li pro to skola vhodné podminky, mtze nabizet
vyuku vybranych predméta v cizim jazyce. V 11. a 12. ro¢niku se neznam-
kuje, nybrz boduje. Zakladem klasifikace jsou klauzurni prace. Styl vyuky
se priblizuje k vysokoskolskému studiu. Pti tvorbé ucebniho planu pomaha
zakovi Skolni poradce, k dispozici je i prirucka vydavané kazdoro¢né mi-
nisterstvem Skolstvi osvétlujici moznosti volby a pravidla hodnoceni na
vystupnim vysvédceni.

6. Matematika a informatika

Pozadovany pfinos matematiky k vSeobecnému vzdélani popisuje ucebni
plan. Z tohoto popisu pro predstavu alespon nékolik pozadavk :

Vyznamnym piinosem vyuky matematiky k dosazeni vSeobecného vzdé-
lani je postupné vedeni zakl k samostatnému feseni problémil. Pfimérené
vysokéa Groven abstrakce, definice pojmu specifickych pro predmét a logické
strukturovani matematickych vét poskytuji zakiim podporu pii analyze
problémovych situaci, pfi vybéru, pouziti a hodnoceni strategii k feseni
problémi. Zici poznavaji, Ze matematika je rezervoar modeld poskytu-
jici moznost popsat, strukturovat a interpretovat fenomény svéta. Zaci
pouzivaji uvédomeéle heuristické postupy. Ve vyuce matematiky hraje vy-
znamnou Ulohu osvojovani si techniky kultury pocitani a nacvik adekvatni
vyjadfovaci schopnosti. Zaci pouzivaji stale samostatnéji matematicky od-
borny jazyk k popisu a kritické reflexi u¢iva a k popisu zptsobu feseni,
k prezentaci pracovnich vysledki, ke kritickému hodnoceni vyrokt, k lo-
gické argumentaci, odivodiovani a dokazovani. Prostfednictvim formal-
niho jazyka poznavaji racionalni nastroj dokumentace. Vyucovaci predmét
matematika specificky prispiva k orientaci na hodnoty. Zejména pfi posu-
zovani feSeni, pri kritickém hodnoceni modeli a postupi, pii setkavani se
s matematikou v kazdodennim Zivoté zaci dale rozvijeji svilj vlastni obraz
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svéta. Zaci se dovedou kriticky ptat na divody feSeni a na postupy Feseni
i na vyroky a fetézce argumentaci.

Zejména, upozornuji na pozadavek: P¥i hodnoceni postupd a vysledkd
hraji podstatnou tlohu Gvahy o efektivité a o optimélnim vyuZzivani ¢asu
a rezerv.

Uc¢ivo matematiky je rozdéleno v kazdém roc¢niku na povinna a volitelnd
témata, tim se vytvaii prostor pro procvic¢eni a hlubsi vhled do tématu.
Obsahové se kryje, zejména v nizsich ro¢nicich s u¢ivem obvyklym v CR,
existuji vSak rozdily mezi ro¢niky. ZvySeny akcent na statistiku a pravdé-
podobnost, analyzu dat a déji, vypocetni techniku, nachazi ¢asovy pro-
stor napf. tim, ze goniometrické rovnice se neprobiraji v takovém rozsahu
jako v CR. Rovnéz analyticka geometrie se zabyva jen vybranymi tématy.
V obou pripadech ale vzdy tak, aby metody feSeni typické pro uvedeny
okruh uciva byly dostatec¢né probrany a procvic¢eny. Komplexni ¢isla nejsou
v mezi povinnymi tématy. Naproti tomu je vénovana pozornost posloup-
nostem a ¢iselnym fadam, maticim, vektorovému poctu, v infinitesimalnim
poctu se tesi i tlohy vyzadujici feSeni integralti s parametrem.

Zvlastni pozornost ve vyuce matematiky je nutno vénovat rozvijeni
kompetenci zakt v pouzivani vypocetni techniky. Informatika se vyucuje
jen v 7. a 8. ro¢niku. Ucebni plan vSak uklada rozvijeni kompetenci zaka
v oblasti vypocetni techniky ve vSech predmétech, zejména v matematice
a fyzice. Proto je bézné, Ze zaci pfi pripravé a prezentaci svych referat
¢i projektt jiz od 7. tfidy pouzivaji internet a pocitacové prezentacéni pro-
gramy. Ulohy ze viech vy3e uvedenych matematickych témat véetné infi-
nitesimalniho poctu fesi zaci jak s pomoci programovatelnych kalkulatori
tak bez nich. Pfi studiu vlastnosti funkci se s vyhodou pouzivaji dyna-
mické programy kalkuldtoru. Znalost zpracovani dat na kalkuldtoru zaci
vyuzivaji i zpracovani protokol o méfeni ve fyzice.

Kapesni kalkulatory si zaci pofizuji v 7. t¥idé. Typ kalkulatoru stano-
vuje predmétova komise na zakladé instrukci ministerstva Skolstvi, jaké
vybaveni bude povoleno k feSeni maturitnich tloh, az zaci dospéji k ma-
turité. (V soucasné dobé ministerstvo doporucuje programovatelné kalku-
latory s grafickym vystupem vybavené CAS.) Diky hromadné objednavce
poskytuje prodejce mnozstevni slevu na cené a porizeni kalkulatoru je fi-
nan¢né tnosné. Rodiny s timto vydajem vcéas pocitaji.

Jsou stanoveny kompetence, kterych by mél zdk v jednotlivych roc¢ni-
cich v ovladani kalkulatort dosdhnout. Aby Zaci nepouzivali kalkulatory
k reSeni tuloh aniz by znali matematicky princip feSeni, jsou zarazovany
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nejprve Glohy napt. na feSeni kvadratickych rovnic bez kalkulatord . Te-
prve poté se prechazi na pocetné i komplexitou naro¢néjsi tlohy, k jejichz
TeSeni je iCelné pouzivat program v kalkuldtoru umoznujici rychly vypocet
kofenti rovnice. Tézisté zadavanych tloh se tak prendsi do oblasti naroc-
néjsich zadani vyssi komplexnosti, v nichz vyreSeni kvadratické rovnice je
jiz jen rutinou.

Aby nedochéazelo k nejasnostem, jak mé byt popsano feseni Glohy, do
jaké miry mé byt pouzit kalkulator, pouzivaji se v zadani tloh slovesa
s predem dohodnutym — definovanym vyznamem, tzv. operatory.

Z4ci si na takovato vymezeni postupné zvykaji. V zavérecné fazi vyuky
je dodrzeni zadani dilezité, nedodrzeni ma 2 nésledky: bodovou srazku
v hodnoceni feSeni a Casovou tisen pfi feSeni pisemné prace. Pisemné
préce jsou totiz koncipovany tak, ze vyzaduji od zdka Gcelné vyuzivani
vypocetni techniky, jinak nestihne vyfesit vSechny tlohy v predepsaném
¢asovém limitu. Zak je tak veden k posuzovéni efektivity zvoleného po-
stupu a k Gcelnému pouzivani vypocetni techniky.

Pokud si vyucujici nepteje, aby zaci k feSeni dané tlohy pouzili kalku-
lator, uvede to v ivodu zadéani. Tak je tomu napf. v jiz zminéné centralné
zadavané pisemné praci z matematiky, kterou zaci vypracovavaji na konci
10. ro¢niku. Zadani prace je rozdéleno do dvou organizacné oddélenych
Casti: v prvni ¢asti jsou ulohy feSené vyhradné bez pouziti kalkulatort
a v druhé, rovnéz Casové vymezené jsou zarazeny ulohy vyssi komplex-
nosti, u nichz se predpokladé, ze zaci pii feSeni pouziji kalkulatory.

Pouzivani M-F-Ch tabulek v matematice je samoziejmosti. Je povazo-
vano za praci s informacnim zdrojem. Jejich pouzivani je povoleno i pfi
pisemnych pracich a zadéni aloh s tim poéitd. Zakim jsou doporuceny ke
koupi tabulky, jejichz pouziti bude povoleno i pii maturitnich zkouskach.
V Sasku pouzivané tabulky se od M-F-Ch tabulek pouzivanych v ceské
republice lisi: Obsahuji i ¢ast pro biologii a ¢ast pro informatiku a jsou
prehlednéjsi. Urcité stoji prinejmensim za inspiraci, ne-li za vydani jejich
eventualné upraveného piekladu v Ceské republice.

7. Zavér

Mnohé z toho, co jsem poznal, a co jsem mohl v tomto ¢lanku z pocho-
pitelnych divodt jen naznacit, mtize byt alespon inspiraci pro ucitele nebo
gkoly v Ceské republice. Nelze bez rozmyslu piebirat cizi Skolské systémy,
nebot 8kolstvi kazdé zemé je velmi spjato s jeji kulturou a historii. Lze se
v8ak inspirovat, porovnat vlastni pristupy s pristupy v zahranic¢i a vhodna

994 Matematika - fyzika - informatika 20 2010/2011



feSeni prizplsobit tuzemskym podminkam, tfeba i jen v rdmci konkrétni
skoly. Mnohé z toho, co jsem v ¢lanku zminil 1ze prenést do praxe Skoly.
Ulohy z celost4tné zadavanych pisemnych praci pro 10. roénik gymnézia
i maturitni alohy (véetné feSeni) jsou vzdy v nésledujicim roce vydavany
vydavatelstvimi specializujicimi se na vydavani ucebnic a Skolnich textl
a vyuzivaji se i ve vyuce. Osobné povazuji i tyto publikace za vhodny zdroj
pro Ceské prostiedi.

A to byl divod, pro¢ jsem vyzvu zminénou v ivodu pfijal a tento ¢lanek
pripravil.

61. rocnik Matematické olympiady
Ulohy 1. kola

KATEGORIE 79

7Z9-1-1

Pokladni v galerii prodavé navstévnikim vstupenky s ¢islem podle toho,
kolikati ten den pfisli. Prvni navstévnik dostane vstupenku s ¢islem 1,
druhy s cislem 2, atd. Béhem dne vSak dosSel zZluty papir, na ktery se
vstupenky tiskly, proto musela pokladni pokracovat tisknutim na papir
Cerveny. Za cely den prodala stejné zlutych vstupenek jako cervenych. Zjis-
tila, ze soucet ¢isel na zlutych vstupenkéach byl o 1681 mensi nez soucet
Cisel na Cervenych vstupenkach. Kolik toho dne prodala vstupenek?

(M. Mach)
7912
Filoména mé& mobil s nasledujicim rozmisténim tlacitek:
1123
516
71819
0
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Devitimistné telefonni ¢islo jeji nejlepsi kamaradky Kunhuty ma tyto
vlastnosti:
e viechny Cislice Kunhutina telefonniho ¢isla jsou razné,
e prvni CtyrTi Cislice jsou sefazeny podle velikosti od nejmensi po nejvétsi

a strfedy jejich tlacitek tvori ¢tverec,
o stiedy tlacitek poslednich ¢tyr ¢islic také tvori ¢tverec,
e telefonni ¢islo je délitelné tfemi a péti.

Kolik ruznych devitimistnych ¢isel by mohlo byt Kunhutinym telefon-
nim ¢islem?

(K. Pazourek)

7Z9-1-3

Amailka pozorovala veverky na zahrddce hajenky, kde rostly tyto tii
stromy: smrk, buk a jedle. Veverky sedély v klidu na stromech, takze je
mohla spocitat — bylo jich 34. Kdyz preskdkalo 7 veverek ze smrku na
buk, bylo jich na buku stejné jako na obou dvou jehlicnanech dohromady.
Poté jesté preskakalo 5 veverek z jedle na buk, v tu chvili bylo na jedli
stejné veverek jako na smrku. Na buku jich poté bylo dvakrat tolik, co na
jedli ze zacatku. Kolik veverek puvodné sedélo na kazdém ze stroma?

(M. Mach)
Z9-1-4

V pravidelném dvanactithelniku ABCDEFGHIJKL vepsaném do
kruznice o poloméru 6 cm urcete obvod pétithelniku ACFHK.

H G

(K. Pazourek)
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Z9-1-5

Pred vano¢nim koncertem nabizeli zaci k prodeji 60 vyrobkd z hodin
vytvarné vychovy. Cenu si mohl kazdy zakaznik urcit sim a cely vytézek
Sel na dobrocinné ucely. Na zacatku koncertu zaci spocitali, kolik korun
v priméru utrzili za jeden prodany vyrobek, a vyslo jim presné celé ¢islo.
Protoze stale neprodali v8ech 60 vyrobkt, nabizeli je i po koncerté. To
si lidé koupili jesté dalsich sedm, za které dali celkem 2505 K¢. Tim se
pramérnd trzba za jeden prodany vyrobek zvysila na rovnych 130 Ké¢.
Kolik vyrobku pak zistalo neprodanych?

(L. Siminek)

Z9-1-6
V obdélnikové zahradé roste broskvon. Tento strom je od dvou soused-
nich rohid zahrady vzdélen 5 metri a 12 metri a vzdalenost mezi zminé-
nymi dvéma rohy je 13 metra. Déle vime, ze broskvon stoji na thlopfi¢ce
zahrady. Jak velkd mitze byt plocha zahrady?
(M. Mach)

KATEGORIE Z8

7Z8-1-1

Korespondenc¢ni matematickd soutéz probiha ve tfech kolech, jejichz né-
ro¢nost se stupnuje. Do druhého kola postupuji jen ti resitelé, kteri byli
uspésni v prvnim kole, do tfetiho kola postupuji jen Gspésni resitelé dru-
hého kola. Vitézem je kazdy, kdo je Gspésnym fesitelem posledniho, tedy
tfetiho kola. V poslednim ro¢niku této soutéze bylo piesné 14 % feSitell
aspésnych v prvnim kole, presné 25 % Fesitelt druhého kola postoupilo do
tfetiho kola a presné 8 % fesitelt tietiho kola zvitézilo.

Jaky je nejmensi pocet soutézicich, ktefi se mohli zGc¢astnit prvniho
kola? Kolik by v takovém pripadé bylo vitézt?

(M. Petrova)

7812
Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC se zakladnou AB dlouhou 10 cm
a rameny dlouhymi 20cm. Bod S je stied zdkladny AB. Rozdélte troja-
helnitk ABC' ¢tyfmi piimkami prochédzejicimi bodem S na pét Casti se
stejnym obsahem. Zjistéte, jak dlouhé GseCky vytnou tyto primky na ra-
menech trojihelniku ABC.
(E. Trojikovq)
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Z8-1-3
Hledadme pétimistné ¢islo s nasledujicimi vlastnostmi: je to palindrom
(tj- Cte se pozpatku stejné jako zepfedu), je délitelné dvandcti a ve svém
zapisu obsahuje ¢islici 2 bezprostiedné za ¢islici 4. Urcete vSechna mozné
Cisla, kterd vyhovuji zadanym podminkam.
(M. Mach)

7814
Na stred hrnéifského kruhu jsme polozili krychli, kterd méla na kazdé
své sténé napsano jedno prirozené cislo. Tésné predtim, nez jsme kruh
roztocili, jsme ze svého stanovisté vidéli tii stény krychle a tedy pouze
t¥i cisla. Jejich soucet byl 42. Po otoceni hrncifského kruhu o 90° jsme ze
stejného mista pozorovali tii stény s ¢isly davajicimi soucet 34 a po otoceni
o dalsich 90° jsme stéle z téhoz mista vidéli tii ¢isla o souctu 53.
o Urcete soucet tii ¢isel, kterd z naseho mista uvidime, az se kruh otoci
jesté o dalsich 90°.
e Krychle po celou dobu lezela na sténé s ¢islem 6. Urcete maximalni
mozny soucet vSech Sesti Cisel na krychli.

(L. Siminek)
7Z8-1-5
Pankréc, Serviac a Bonifac jsou bratii, ktefi maji P, S a B let. Vime,
ze P, S a B jsou prirozend ¢isla mensi nez 16, pro néz plati:

P=23B-29),
S=2(B-P),
B=8(S - P).

Urcete stari vSech tfi bratra.
(L. Hozovd)

7Z8-1-6

Janka si narysovala obdélnik s obvodem 22cm a délkami stran vyjad-
fenymi v centimetrech celymi ¢isly. Potom obdélnik rozdélila beze zbytku
na t¥i obdélniky, z nichz jeden mél rozméry 2cm x 6 cm. Soucet obvodl
vSech t¥1 obdélniki byl o 18 cm vétsi nez obvod ptvodniho obdélniku. Jaké
rozméry mohl mit pivodni obdélnik? Najdéte vSechna feseni.

(M. Dillingerovd)
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KATEGORIE 77

7Z7-1-1
Trpaslici si chodi k potoku pro vodu. Dzbanek kazdého z trpaslika je
jinak velky: maji objemy 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 litrd. Trpaslici si dzbanky mezi
sebou nepujcuji a vzdy je pfinesou plné vody.
e Kejchal piinese ve svém dzbanku vic vody nez Stistko.
e Drimal by musel jit pro vodu tiikrat, aby prinesl pravé tolik vody jako
Stydlin v jednom svém dzbanku.
e Préfiiv dzbanek je jen o 2 litry vétsi nez Stistkiv.
e Sam Smudla piinese tolik vody jako Diimal a Stistko dohromady.

e Kdyz jdou pro vodu Préfa a Smudla, pfinesou stejné vody jako Rejpal,
Kejchal a Stistko.

Kolik vody pfinesou dohromady Kejchal a Smudla?
(M. Petrova)

Z7-1-2

Na obréazku je ¢tverec ABCD, ve kterém jsou umistény ¢tyfi shodné
rovnoramenné trojuhelniky ABE, BCF, CDG a DAH, vsechny Sedé vy-
barvené. Strany ¢tverce ABCD jsou zakladnami téchto rovnoramennych
trojuhelnikd. Vime, ze Sedé plochy ¢tverce ABC' D maji dohromady stejny
obsah jako jeho bild plocha. Dale vime, ze |HF| = 12cm. Urcete velikost
strany ¢tverce ABC'D.

(L. Simiinek)
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Z7-1-3

Sedm bezprostiedné po sobé jdoucich celych cisel stalo v fadé, sefazeno
od nejmensiho po nejvétsi. Po chvili se ¢isla zacala nudit, a tak se nejdiiv
prvni vyménilo s poslednim, potom se prostiedni posunulo Gplné na za-
Catek fady a nakonec si nejvétsi z Cisel stouplo doprostied. Ke své veliké
radosti se tak ocitlo vedle ¢isla se stejnou absolutni hodnotou. Kterych
sedm c¢isel mohlo stat v fade?

(S. Bedndiovd)

7Z7-1-4

Ucitelka Smolnd pripravovala provérku pro svou t¥idu ve tfech verzich,
aby zaci nemohli opisovat. V kazdé verzi zadala tii hrany kvadru a dala za
tikol vypoditat jeho objem. Ulohy si ale dopfedu nevyiesila, a tak netusila,
ze vysledek je ve vSech trech verzich stejny. Do zadani zaktim zapsala tyto
délky hran: 12, 18, 20, 24, 30, 33 a 70, vSechny v centimetrech. Z deviti
délek hran, které ucitelka Smolnd zadala, jsme vam tedy prozradili pouze

sedm a ani jsme nesdélili, které délky patii do téhoz zadani. Urcete zbylé
dvé délky hran.

(L. Simiinek)

Z7-1-5
Jeden vnitini thel v trojihelniku méii 50°. Jak velky thel sviraji osy
zbyvajicich dvou vnitinich Ghla?
(L. Hozovd)

Z7-1-6

Hledédme Sestimistny ¢iselny kéd, o némz vime, zZe:

zadné cislice v ném neni vicekrat,

obsahuje i 0, ta vSak neni na predposlednim miste,

ve svém zapisu nemd nikdy vedle sebe dvé liché ani dvé sudé cislice,
sousedni jednomistna c¢isla se lisi aspon o 3,

Cisla, kterd ziskdme prectenim prvniho a druhého dvojéisli, jsou obé
nasobkem c¢isla vzniklého prectenim tretiho, tedy posledniho dvojcisli.
Urcete hledany kod.

(M. Volfovd)
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 175 a 176, jejichz zadani byla zvefejnéna v patém
Cisle tohoto (20.) ro¢niku naSeho ¢asopisu.

Uloha 175
Dokazte, ze ¢islo 20112 — 2010 je délitelem ¢isla 20112910 — 1.
Robert Geretschliger (Graz)
Reseni. Ozna¢me & = 2011. Mame dokdzat, ze 22 —x+1 déli &slo 22010 —1.
Jelikoz z° + 1 = (z + 1)(2? — = + 1), sta¢i dokdzat, ze 23 + 1 dé&li ¢islo
22010 — 1. Ze vztahu

200 —1 =2 (o)™ 41) - (2° +1) =

=23 (2> + 1)((x3)668— (@)% + ()= ..+ 1)—(:c3+ 1)

vidime, Ze 23 + 1 déli menSence i mensitele, proto déli i jejich rozdil. Tim
je tloha dokéazana.

Pozndmka. Resitelé nasli nekolik dalsich rozkladt vyrazu z2°'° — 1. Karol
Gajdos a Jiri Steckbauer pouzili rozkladu

22010 _ 1 — (x3 + 1) ((x3)334 B ($3)333 I 1) ($1005 + 1) ,
zatimco Anton Hndth a Jozef Mésziros pracovali s rozkladem

200 1= (20 4 1) (20 - 1) (@)™ = (o) 4 1)

Spravna feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Frantisek Jachim z Volyné, Jozef Mészdros z Jelky, Viadimir Pavel z Blovic
a Jiri Steckbauer z Kvétné.

Uloha 176
KruzZnice k a [ se protinaji ve dvou ruaznych bodech A a B. Te¢na ke
kruznici &k v bodé A protinad kruznici I v bodé D a tec¢na ke kruznici [
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v bodé A protind kruznici k v bodé C (C' # A # D). Te¢na ke kruznici
[ v bodé D a polopfimka AB se protinaji v bodé E. Necht F' je prusecik
pfimky AC' s kruznici opsanou trojihelniku BC'E. Dokazte, Ze body A,
D, E, F lezi na téze kruznici.

Jian Mazdk (Kosice)

Reseni. Pokud bod F nelezi na oblouku C BE kruznice opsané trojthel-
niku BCE (obr. 1), je FCBE tétivovy ¢tyithelnik. Souéet velikosti proti-
lehlych vnitinich Ghla tétivového ¢tyiuhelniku je 180°, proto | < BEF| =
= | < BCA|. Podle tvrzeni o shodnosti obvodového a tGsekového thlu plati
| XBCA|=|<BAD| = |<BDE)|. Tedy

|<BEF|=|<BDE|.
Podle tvrzeni o shodnosti obvodového a tisekového tthlu dale plati

| XBAC| = |<ADBj.

Bod F lezi v poloroviné opacné k poloroviné AED a plati

|<AFE| +|<ADE| =

= (180° — | S AEF| — | < EAF|) + (|< ADB| + |< BDE|) =

= (180° — |<BEF| — |<BAC|) + (|<BAC| + |<BEF|) = 180°,
coz staci k tomu, aby ¢tyfahelnik ADEF byl tétivovy.

Obr. 1 Obr. 2
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Pokud bod F' lezi na oblouku C' BE kruznice opsané trojihelniku BCE,
vede se dikaz obdobné (obr. 2). Rovnost | <X BEF| = | X BCA]| zde plyne

z vlastnosti obvodovych thl.

Poznamka.

Z dtkazu plyne, Ze velikost vnitinich Ghla u vrchold A a D

tétivového ¢tyfuhelniku ADEF je stejnd, proto tento ¢tyfahelnik je bud
rovnoramenny lichobéznik, nebo pravothelnik.

Spravna teSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van, Frantisek Jachim z Volyné, Jozef Mészaros z Jelky a Jiri Steckbauer

z Kvétné.

Netiplné reseni zaslal Viadimir Pavel z Blovic.

Pavel Caldbek

(Dokonceni ze str. 637)

z bismutu s podobné tvarovanym dritem
z médi a vytvoril smyc¢ku. Ndhodné zjistil,
ze kdyz podrzi jeden ze spoji bismut-méd’
v teplé ruce, magnetka umisténd uvniti
smyCky se pohne. Pokus stdle opakoval
citlivym zahfivanim v misté spoji riz-
nych vodi¢d — vznikalo zde konstantni na-
péti a zacal proudit ,termicky* proud —
tepelnd energie se piimo méni v elektric-
kou. Protoze se zprvu mylné€ domnival, ze
jde o efekt zpisobeny magnetickym pola-
rizovanim dvou kovia teplotnim spadem,
nazval jej ,termomagnetismus®.

Po mnohonédsobném opakovani pokust
s rozdilnymi péary kovi uspotrddal podle
velikosti G¢inklti na magnetku celkem 28
materidli do termoelektrické rady, zaci-
najici bismutem jako extrémné negativ-
nim kovem, a konéici tellurem jako kovem
extrémné pozitivnim. Svoje termomagne-
tické studie uverejnil v roce 1823 pod néa-
zvem ,Magnetickd polarizace kovl a rud
rozdilem teplot.

Pouziti termoclanku je dvoji: jednak jej
1ze pouzit k méreni teploty, jednak jako

zdroj stalého elektrického proudu (elek-
tromotorické napéti tohoto zdroje i jeho
vnitini odpor jsou velmi stalé). Jak to jiz
u mnohych védeckych objevi byva, také
termoelektricky jev je poznamendn pro-
blémy s prioritou. Za nezévislého objevi-
tele termoelektifiny byvéa rovnéz pokladan
Angli¢can James Cumming (1777-1861),
ktery prvni popis svého objevu uvedl v ¢a-
sopise Annales of Philosophy v roce 1823.
Struc¢né zprava o Seebeckové byla sice uve-
fejnéna v témze Casopise roku 1822, ale
jeho podrobny popis nebyl zverejnén diive
nez v roce 1825. Prestoze je velmi pravdé-
podobné, ze Cumming ucinil svlij objev
nezavisle, tim se Seebeckova priorita asi
nezpochybhuje.

Za svého pobytu v Beyreuthu se See-
beck v roce 1795 ozenil s Julianou Amdlii
Ulrikeovou, dcerou Kralovského pruského
dvorniho rady. Zivotopisné prameny udé-
vaji z rodiny pfinejmensim jednoho syna,
Louis Fredericka. Thomas Johann Seebeck
zemiel ve véku 61 let 10. prosince 1831
v Berling.

Bohumil Tesarik

Matematika - fyzika - informatika 20 2010/2011

603



