MATEMATIKA

Prekvapivé dikazy obtiznych
nerovnosti

JAROMIR SIMSA
Prirodovédecka fakulta MU, Brno

Algebraické nerovnosti patii k tradi¢nim tématim elementarni mate-
matiky. O jejich rozmanitosti a bohatosti svéd¢i stale nové priklady, které
se objevuji v matematickych soutézich zemi celého svéta a které vyzaduji
od jejich tvirch a pozdéji i fesiteld nemaly um a davtip. Vlastni dovednost
pfi odvozovani ¢i dokazovani algebraickych nerovnosti tak kazdy zajemce
muze prakticky neustdle rozvijet a zdokonalovat. Se zdkladnimi postupy
prikladd lze najit v knize [1]. Pfi feSeni obtiznéjsich Gloh o nerovnostech
obvykle nevystacime s rutinnimi postupy; casto je pomérné nesnadné obje-
vit, Ze pri feSeni je mozné Gspésné vyuzit takové klasické vysledky, jakymi
jsou napiiklad Caychyho-Schwarzova nerovnost, nerovnosti mezi harmo-
nickym, geometrickym a aritmetickym primérem, CebySevova nerovnost
¢i Jensenova nerovnost.

O posledné zminéné vysledky v8ak v naSem piispévku vlastné ani ne-
ptjde. Prestoze budeme podavat dikazy nesnadnych nerovnosti, ne¢ekané
pfi nich vystacime s jedinym dikazovym prostfedkem, totiz nerovnosti

s v (we20), (1)

ktera je nejjednodussim pripadem nerovnosti mezi aritmetickym a geome-
trickym primérem libovolné konec¢né skupiny nezdpornych redlnych cisel.
V pripadé, kdy je pocet téchto Cisel vétsi nez 2, je kazdy z rady pocetnych
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diikazi této hluboké nerovnosti, dobfe zndmé svym Sirokym uplatnénim
kazdému zajemci o elementdrni matematiku, dosti netrividlni, takze se
na ,,AG-nerovnost“ pii dikazech jinych nerovnosti efektivné odvolavame.
Samotnd nerovnost (1) vSak ma dikaz velice jednoduchy, plyne totiz ze
zfejmé nerovnosti (y/u—/v)? 2 0 po rozvinuti zapsané mocniny a nasledné
trividlni algebraické upraveé. I kdyz je mozné takovou tpravu ,na ¢tverec”
provést, kdykoliv potFebujeme odhad (1) vyuzit, je i v takovych pfipadech
vyhodné se na AG-nerovnost (1) odvoldvat. Nezanedbatelny je i jeji me-
todicky vyznam, kdykoliv premyslime o vztahu mezi souctem a soucinem
dvou nezapornych cisel.

Desitky priklada klasickych uplatnéni nerovnosti (1) jsou uvedeny v jiz
zminéné publikaci [2] na str. 100-108. V tomto ¢lanku popiSeme nevsedni
aplikace (1) z poslednich let, které jsme objevili v malo dostupnych zdro-
jich prikladd z Polska, Bulharska, Ruska a Vietnamu. Véfime, ze zaujmou
i poucené Ctenare, ktefl maji s dokazovanim algebraickych nerovnosti do-
statek zkuSenosti.

Priklad 1
Dokazte, ze pro libovolnd nezdporna realnd cisla a,b, ¢, kterd splhuji
podminku a + b + ¢ = 1, plati nerovnost

I+a)(14+0)(1+c)28(1—a)(l-0>b)(1-c).
Reseni. Diky podmince a + b + ¢ = 1 Ize za kazdou z esti jednicek v do-

kazované nerovnosti dosadit soucet a + b + ¢, a dostat tak ekvivalentni
nerovnost

2a+b+c)(2b+c+a)2c+a+b) 280b+c)(c+a)(a+d).
Podle nerovnosti (1) s hodnotami u = a + b, v = ¢ + a plati

2a+b+c 22 (a+b)(c+a),

analogicky pak

2b+c+az2v/(b+c)(a+b) a 2c+a+b=2/(c+a)b+c).

Prondsobenim téchto t¥i nerovnosti (s nezdpornymi stranami) dostaneme
pozadovanou nerovnost, nebot soucin pravych stran ma hodnotu

23 /(a+b)(c+a)b+c)a+b)(c+a)b+c)=28(b+c)(c+a)(a+b).
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Priklad 2

Dokazte, ze pro libovolna kladna redlna ¢isla a, b, ¢, kterd splhuji pod-
minku a + b+ ¢ = 1, plati nerovnost

\/ ab +\/ be n ca <§
c+ ab a+ be b+ca = 2

Reseni. S¢itance z levé strany nejprve s vyuzitim zadané podminky upra-
vime a néasledné odhadneme shora postupem, ktery popiSeme pro prvni
s¢itanec:

\/ ab _\/ ab _ ab <
ctab V1—a—-b+ab \ (1-a)(1-b)~
=2\1=b 1—-a) 2\a+c¢c b+e)’

pritom jsme vyuZili nerovnost (1) s hodnotami u =

a v =

Secteme-li tento odhad s dalsimi dvéma analogickymi od_hady

be <1 b n c o ca <1 c n a
a+bc=2\b+a c+a b+ca = c+b a+d)’

dostaneme ziejmé nerovnost, kterou jsme méli dokazat, nebot

1 a n b +1 b N c +1 c n a _
2\a+c¢ b+c 2\b+a c+a 2\c+b a+bdb)

_1 a+b b+c c+a
" 2\a+b b+c cHa

3
=3
Priiklad 3

Dokazte, ze pro libovolna kladné realna cisla a, b, ¢, kterd splhuji pod-

minku a + b+ ¢ = 1, plati nerovnost

ab n be n ca
Vet+ab  Va+be Vb+ca

A

1
5"
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Reseni. Budeme postupovat jako u piedchoziho podobného piikladu.
Z podminky a + b+ ¢ = 1 plyne ¢+ ab = (a + ¢)(b + ¢), takze prvni
zlomek 7 levé strany dokazované nerovnosti odhadneme shora pomoci (1)
takto:

ab ab < ab< 1 N 1 )
Vetab  flateo)b+e) ™ 2\a+c b+c)
Odhadneme-li analogicky ostatni dva zlomky a v8echny tifi odhady se-
¢teme, dostaneme dokazovanou nerovnost, nebot

a_b1+1+@1+1+%1+1_
2\a+c b+c 2\b+a c+a 2\c+b a+bd)

+
1<ac—|—bc ba + ca cb+ab> 1 1
5

— = — b =
2\ a+b b+ c c+a 2(c+a—|—)

Priklad 4
Dokazte, ze pro libovolnd kladna realné ¢isla a, b, ¢, d, kterd splhuji pod-
minku a + b+ ¢ + d = 4, plati nerovnost

a n b n c n d
2+1 c2+1 d2+1 a?+1

> 9.

Reseni. Cely postup zalozime na diimyslném uZiti zfejmé nerovnosti u? +
1 2 2u (jeji souvislost s (1) snad ani neni nutné uvadét). Protoze vSak
virazy u? + 1 stoji ve jmenovatelich (kladnych) zlomkt na vétsi strand
dokazované nerovnosti, prepiseme ji na zakladé podminky a+b+c+d =4
do ekvivalentniho tvaru

a b c d
> _ _ - _ _ -
2:<a b2+1>+<b c2+1>+<c d2+1>+<d a2+1>'

Vyrazy v zavorkach na pravé strané maji ziejmé kladné hodnoty, zapiseme
je zlomky, které pak odhadneme shora pomoci nerovnosti zminéné v ivodu
feSeni. Pro prvni vyraz tak dostaneme

a ab? <ab2 ab
aqQq— —— = — > — = —
2+1 b2+17~ 2b 2’
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pro zbylé tii vyrazy pak analogicky

b be o c <gi B d <@

h— — <X LI Y L
2r1=2 T @Zr1=72 21+1=2

Podle téchto odhadt vidime, Ze upravena nerovnost, kterou mame dokézat,
skutecné plati, je-li splnéna podminka

b b d d
2> L XL 2% jeboli 42 ab+ be+ cd + da.
=2 2 2 2 =
Posledni nerovnost v8ak je disledkem podminky a + b+ ¢+ d = 1, nebot
podle nerovnosti (1) plati

Vab+bc+ed+da=+/(a+c)(b+d) < =_—=2.
Vie+o)b+d) <

(a+c)+(b+d) 4
2 2
Tim je diikaz hotov.

Priklad 5

Pro libovolna kladna redlné cisla a, b, ¢ dokazte ostrou nerovnost

(a+b)(b+c)(c+a) > 2v/(a® + be) (b2 + ca)(c? + ab).

Reseni. Dokazovand nerovnost je ziejmym disledkem dvou nerovnosti

(a+D)(b+c) 22/ (b +ca)(c®+ab) a c+a>+Va®+ b

Tyto nerovnosti sice nemaji obecnou platnost, aviak s ohledem na symetrii
zaddni pfikladu mtZeme predpokladat, Ze plati a 2 b 2 ¢ > 0, a ukézat, Ze
tehdy jsou obé vypsané nerovnosti platné. Prvni z nich zdtivodnime uzitim
(1) s piihlédnutim k nerovnosti be > c%:

(a+b)(b+c) = (b* + ca) + (bc + ab) > (b* + ca) + (¢ + ab) 2
> 21/(b2 + ca)(c2 + ab).

Druhou nerovnost ovérime ekvivalentnimi Gpravami:
ct+a>Va2+bcs (c+a)? >a®+bece  +2ac>bes c+2a> b

Matematika - fyzika - informatika 20 2010/2011 517



Posledni nerovnost plati, nebot ¢+ a > 0 a a = b. Dikaz je hotov.

Poznamka. Predpokladejme, Ze pro nékteré ¢islo p > 0 nerovnost,

(a+D)(b+¢)(c+a) = py/(a® + be)(b? + ca)(c? + ab)

plati s libovolnymi kladnymi ¢isly a, b, c. Polozime-lia =b=t>0ac=1,
ziska uvedend nerovnost tvar

26(t +1)° 2 p(t> + 1)V + 1 neboli 2(1+1)* 2 p(1+1),/1+ 4.

Z platnosti této nerovnosti pro libovolné velkd ¢ plyne p < 2. Proto je
zvolend hodnota p = 2 v zadéani pfikladu 5 nejvétsi mozna (i pro p¥ipad,
Ze bychom ostrou nerovnost zménili na neostrou).

Priklad 6

Pro libovolnd kladnd redlné cisla aq,as, ..., a, dokaZzte nerovnost

2 2 2
<1+ﬂ><1+@>...<1+a—”> >
as as ay

2 (14 a1ap) (1 + azas) ... (1 + agar).

Reseni. Obtiznost naseho tkolu spo¢iva v tom, Ze zadana nerovnost je sice
formalnim vysledkem prondsobeni n nerovnosti

2
a
1+ —5 214 Jararq,

Q41

ty v8ak zfejmé neplati obecné. Misto této slepé cesty odhadneme (opravdu
prekvapivym zpisobem) ¢initele z obou stran nerovnosti, a to pomoci dvou
nerovnosti

1+’LL_2 M
14w

1\%

, resp. l++/uv £ 4/(1+u)(l+v),

které plati, jak se hned presvédcime, pro libovolna ¢isla u,v > 0. Plyne to
ze vztahi
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w?  (T+u)?  v(l+0)+u*(l4+v) —v(l+u)?  (u—0v)?

= 0
v 1+vw v(l 4+ ) v(l 4+ )

H
|
!
!
v

(1+u)(1+v)—(1+\/ﬁ) —u+v—2\/u_—(\/_—\/_) > 0.

Protoze vyrazy v obou dokazanych odhadech jsou kladné, pro levou stranu
dokazované nerovnosti dostavame (pii oznadceni an+1 = a1) dolni odhad

kl—[1<1+ak+1> 1;[ 1+(1k+1 kl;[l(l-l-ak);

zatimco pro pravou stranu dokazované nerovnosti vychézi horni odhad

n n n
H 1+,/akak+1 éH 1+ak 1—|—ak+1 H 1+ak

Diky rovnosti vyrazt z obou odvozenych odhadd je cely dikaz hotov.

Dodejme, Ze obé nerovnosti s proménnymi v a v, které jsme pii reseni
prikladu 6 rozhodujicim zptisobem uplatnili, bylo sice mozné zddvodnit
po malych Gpravich pomoci nerovnosti (1), av8ak misto takového umé-
lého postupu jsme uvedli jejich primé dikazy jednoduchymi pfevody na
ekvivalentni nerovnosti typu z2 > 0. Jinou otdzkou oviem je, jak takové
pfithodné (obecné platné) nerovnosti pii feSeni podobné obtiznych piikladd
objevit. To uz patii k onomu druhu matematické tvorivosti, které se ang-
licky #ika ,art of problem solving®.
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Je k pochopeni matematiky nutna
genialita?

JAN ZAHRADNIK
Pedagogické fakulta JU, Ceské Budgjovice

Motto:

Does one have to be a genius to do mathematics? The answer is an
emphatic NO. In order to make good and useful contributions to mathe-
matics, one does need to work hard, learn one‘s field well, learn other fields
and tools, ask questions, talk to other mathematicians, and think about the
,big picture. And yes, a reasonable amount of intelligence, patience, and
maturity is also required. But one does not need some sort of magic ,ge-
nius gene“ that spontaneously generates ex nihilo deep insights, unexpected
solutions to problems, or other supernatural abilities.

(Terence Tao', 2007)

Co se tyée matematiky, o té snad nikdo netvrdil, Ze by k pochopeni
jejimu bylo zapotrebi vice nezli zdravého rozumu; presnd jeji logika, jasnost
a evidence wvddi se co zvlastni jeji prednost. Mathematicky néco dokdzati
plati tolik jako vésti dikaz nezvratniy a naprosto presvédcugici.?

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, rocnik VIIL, 1879, str.
144; Listdrna redakce, odpovéd ,Do Kroméiize“.

.....

péstovani matematiky a fyziky z roku 1879, ktery jsem jiz jednou pou-
zil. Autor odpovédi, skryty za titul Listdrna redakce, ale ziejmé Dr. F. J.
Studnicka, profesor matematiky na C. k. université prazské a dlouholety
redaktor ¢asopisu, za¢ind svou odpovéd do Krométize takto: ,,Otdzka, zdali
se k mathematickému studiu vibec a k pochopeni mathematickych dikazi

ITerence Tao, matematik, UCLA, http://www.math.ucla.edu/ tao/

pominulo. (Tato pozndmka je uvedena pod &arou i v origindlnim ¢lanku v Casopise
a vztahuje se tedy k citovanému textu. Pozn. autora)
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zvldsté hodi jen hlava specificky nadand nebo zdali kaZdy Zdk pri ndle-
Zit€ pilnosti muzZe mathematickym poZadavkim skolnim vyhovéti, otdzka
tato byva casto predmétem uvah soukromych, kdyZ studujict prinese domai
z mathematiky zndmku nedostatecnou; pri tom vyskytuje se zhusta dvoji
omluva &ili vlastné stiznost, bud Ze professor nevyklddal dost jasné nebo Ze
mathematika sama jest nejtéZsi predmét, a jen mdlo kdy se pronese divod
jedin€ pravy, Ze nebyl Zak dosti pozorngm a pilnym.* Autor pak pokra-
Cuje dale, neznajici soucasnou tak castou politickou korektnost: ,Nenit
ke studiu treba zvlastnich a specifickych viloh, nybrz jen zdravého rozumu
a nepretrzité pilnosti. A kdo té nemd, tomu nepomize ani nejlepsi ucitel

Jak je vidét, problém vnimani matematiky a jejiho postaveni ve spolec-
nosti netrapi jenom nas, ¢eské matematiky zacatku 21. stoleti, ale trapil
i nase predky pred 132 lety a trapi lidi, zajimajici se o matematiku po
celém svéte.

Fenomén soucasného postaveni matematiky v nasi spole¢nosti priléhavé
popisuje komentator Lidovych novin Martin Weiss ve sloupku Matema-
tikou proti iracionalité v Lidovych novinach ze 7. 12. 2010. Rikd mimo
jiné: [ Odpor k matematice, jenZ slavi svij triumf v tom, Ze tento predmét
nebude ve statni maturité povinny, je predzvésti upadku této spolecnosti.
Matematika je typickym oborem, ktery se nedd prevést na maodni ,komu-
nikacni dovednosti“, tedy na néjakou formu sebevyjadieni. Nedd se okecat.
VyZaduje skutecné mysleni a skutecnému mysleni také uci, byt by clovek
v prazi Zadné konkrétni ulohy neresil. Ignorovat matematiku by si netroufla
Zddnd spolecnost na vzestupu, kterd md ambice a cil. Troufne si ji igno-
rovat jen nasycend spolecnost ve chvili, kdy podlehne pocitu, Ze bohatstvi
a dobré véci se dostavuji automaticky a ukolem dne je zajistit vSem prdvo
na tyto dobré véci.“

Autor pak pokracuje dale, aniz dba na dnes tak ¢astou politockou ko-
rektnost: Jako jeden z divodi pro nezarazeni matematiky mezi povinné
predméty statni maturity byva uvadéno, ze by mohla byt silné stresujicim
faktorem pro ty, ktefi na ni nemaji nadani, ze by pripadny $patny vysledek
mohl poznamenat jejich budouci zivot. Tento nazor byva casto podporo-
van riznymi hvézdami popkultury, které v rozhovorech uvadéji své skolni
problémy s matematikou jako néjakou prednost nebo snad divod k obdivu.
Déle byva také argumentovano tim, ze ti, ktefi byli donuceni podstoupit
trapeni matematikou, nikdy ji pak v zivoté nepotiebovali.

Chci ukézat na jednom piikladu z prelomu 19. a 20. stoleti, jak tomu
bylo v dobé prapradédt dnesnich maturantt. V protokolech o maturitnich
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zkouskéch na C. k. ¢eském gymnasiu v Ceskych Budgjovicich (soucasné
gymndzium J. V. Jirsika) z let 1899 — 1906 jsou uvedeny zdznamy o ma-
turitdch 315 studentt, kteri tehdy skladali povinnou maturitni zkousku
z matematiky (a to jak Gstni, tak pisemnou). P¥ipomindm, ze dal$imi po-
vinnymi prfedméty maturitni zkousky byly latina, fectina a c¢eStina.

Soubor v protokolech obsahuje nejen Gdaje o studentech, ale také presna
znéni prikladd, které byly maturanttim u zkousky zadavany. Celkem jich je
732. Mezi studenty je mozné najit ty, u kterych zkousejici profesor predpo-
kladal u maturitni zkousky z matematiky vyborny vykon, ktefi tedy zfejmé
v pribéhu studia na gymnéziu projevovali zdjem o matematiku nebo v ni
dosahovali vybornych vysledki, a proto jim bylo mozné zadat problémové
nebo jinak narocné priklady. Mozna i z toho divodu, aby se jimi zkousejici
pan profesor pochlubil. Tyto priklady se svou tématikou i mirou obtiZnosti
vyznamneé lisi od priklad, které byly zadavany ostatnim studentim.

Podle téchto kritérii jsem vybral 53 studentti — premiantid v matema-
tice (16,8 %). Z nich bylo pfi maturitni zkousce 46 ,uzniano dospélymi
s vyznamenanim“ (86,8 %), 7 ,uzndno dospélymi“. Je mozné zabyvat se
tim, zda tito studenti méli néjaké vyjimecéné dispozice k matematice, aft jiz
co do rodinného ptvodu, mista bydlisté, zdjmu o budouci studium nebo
nakonec i jejich zivotniho povolani.

e Soubor je mozné posoudit z hlediska socidlniho ptvodu abiturienti,
tady podle povolani otce, které je uvedeno v protokolu o maturitni
zkousce. U 18 abiturienti je uvedeno jako povoldni otce rolnik®, u 12
zivnostnik (fiakrista, obchodnik, klempi¥, zahradnik, mlynér, feznik,
barvif, kniha¥, kovar), u 5 fidici ucitel, u 5 délnik nebo nadenik,
u 5 jiny zaméstnanec (sladek, lesni, afaf, dozorce trati), u 2 advo-
kat nebo soudni rada, u 2 domkar, u 2 velkostatkar nebo najemce
velkostatku, u 1 c.k. profesor, u 1 c.k. $kolni rada.

e 7 uvedenych 53 maturantd jich 24 hodlalo dale studovat theologii,
18 filosofii, 7 prava, 2 techniku a po jednom hornictvi a vojenstvi.

e Dalsim zajimavym tadajem, ktery je uveden ve sborniku Sedesit
let Jirsikova gymnasia, vydaném v roce 1928 ndkladem Vyboru pro
oslavu Sedesatiletého trvani Gstavu v Ceskych Bud&jovicich, je tdaj
o povolani a ptsobisti abiturientti. Podle tohoto sborniku pusobilo
18 abiturient z mého souboru jako profesori na stiednich skolach

3Rozumime sedlék (pozn. autora).
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(z toho 5 jako profesofi matematiky a fyziky), 1 jako fadny profe-
sor fyziky na Univerzité Karlové, 10 jako duchovni (z toho 7 jako
farari, 3 jako vojensti duchovni), 6 ve statni spraveé, 4 jako advokati,
4 jako soudni radové, 2 jako 1ékari, 2 u spravy zeleznic a 1 jako dalni
inzenyr. U 5 abiturientd z mého souboru nebylo jejich povolani uve-
deno, bud z divodu jejich predcasného tmrti, nebo nebylo autordm
sborniku znamo . ..

e Ve 4 tridach byl profesorem zkousSejicim matematiku prof. Josef Mo-
ravec, ve 4 tiidach pak prof. Dr. Jan Chloupek.

7 93 prikladd zadanych premiant@m jich bylo 26 z analytické geometrie,
18 na rovnice a jejich soustavy, 11 na objemy a povrchy téles, 5 na kom-
binatoriku, 5 na diferencidlni pocet (limita funkce, te¢na ke grafu funkce,
extrém), 4 na posloupnosti a jejich limity, 4 na nekonec¢né fady, 3 na inte-
gréalni pocet (piiklady na uréeni obsahu plochy pod kiivkou nebo objemu
rota¢niho télesa), 3 na ¢iselné obory, 3 na goniometrii, po 2 na finanéni
matematiku, binomickou vétu, retézové zlomky a po 1 prikladu na geome-
trické konstrukce, sférickou trigonometrii, pravdépodobnost, determinanty
a Upravy vyrazu.

Déle uvadim ukézku 79 prikladd, které byly vybranym maturantim
v letech 1899 — 1906 zadany a které nebyly uvedeny v ¢lanku ,Jak matu-
rovali gymnasisté na ptelomu 19. a 20. stoleti“ v MFI, ¢islo 2, ro¢nik 20.
Cisla v zavorce za textem pifkladu znamenaji zndmku, kterou zkousejici
profesor za feSeni daného prikladu maturantovi navrhl.

Skolni rok 1898 — 1899

Zkousejici profesor: Josef Moravec

e Stanovte geometrické misto te¢nych kruhu stojicich na sebe kolmo.
(1)
1
e Dvojclen (1 + —) povySte na mocnost n tou a vymezte pro n = oo.
n
(2)
e Kruh probih4 bodem (5, 0), zevné dotyka se kruhu 22 +y2+ 10z = 39,
urcete geometrické misto stfedd kruhu tohoto. (1)
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Rozdil ¢tvercii dvou celistvych ¢isel rovna se 24, kterd ¢isla to jsou?
(2)

Kruh dotyka se zevné kruhu daného v daném bodé a mimoto dotyka
se dané primky; stanovte rovnici onoho kruhu. (2)
Pol polary kruhu z? + % = 25 je na pfimce 3z = 4y a vzdalenost
jeho od polary jest d = 24. Stanovte pél a polaru (jeji rovnici). (1)
Ktery vztah plati mezi osami elipsy a hyperboly, kdyz se pravothle
protinaji? (1)
Do elipsy vpiSeme kruh nad malou osou, obdrzime tim mésicky, pak
nad velkou osou opiSeme zase kruh, ¢imz obdrzime nové mésicky.
Stanovte pomér ploch téch obou mésickl. (1)

\/12 — V12— /12 — ... = 2. Stanoviti z. (2)

Skolni rok 1899 — 1900

Zkousejici profesor: Dr. Jan Chloupek

524

Na elipse 322 + 8y2 = 120 jest vyhledati bod piimce z + 2y = 20

nejblizsi. (1)
1 1
o T e (1)
z—1+ T
14—
T +— 1
Koule protata jest rovinnym fezem, jehoZz plocha rovna se 1/3 hlav-
niho fezu a kiizel nad fezem tim se nalézajici ¢inf 480 cm?. (1)

oo

a+ 2k
Y= (1)
k
e
r+y=239,2°+y>=17199 (2)
Na elipse vyhledati bod, jenz by byl co nejblize dané pfimky a urciti
vzdalenost bodu od pfimky. (1)
Déna jest kiivka y = 224422 +52+1. Vyhledati rovnici te¢né v bodé
Iy = 07 Y1 = 1. (1)

lim (1 + %)n (1)
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Ve —— .
Vit ——
\/54‘75

Do rovnostranného kizele vypsana jest koule, rovinou se zdkladnou
rovnobéznou dotykajici se koule vznikd mensi kiizel, do néhoz je ve-
psana zase koule, atd. Urcete soucet vSech takto vepsanych kouli.

(2)

(1)

Skolni rok 1900 — 1901

Zkousejici profesor: Josef Moravec

Jak daleko jest pdl o souradnicich (4, 3) od polary kruhu, jehoz rov-
nice je 2% + y°. (1)
a’cos® a — b? sin? a )

va-b '
Kruh dotykd se kruhu x? + y?> = 39 a prochdz{ bodem A(5,0); sta-

novte geometrické misto soufadnic jeho stiedu. (1)
Na ellipse 922 + 16y? = 144 vyhledati bod, jehoz stg = 6. (1)

Konstrukce vyrazu x =

e VysSetfiti geometrické misto priseki tecen kruhu k sobé kolmych.(1)
e 7 latky, jejiz specifickd vaha je % je vyroben kuzel; do ného vy-

hloubime ze zakladny kuzel duty podobny, aby celek plul na vodé;
jak veliky bude novy kuzel? (2)

Stanovte 3\/4 —3v4-3V/4— ... 0. (2)

Skolni rok 1901 — 1902

Zkousejici profesor: Dr. Jan Chloupek

(1+2)72 (1)
1
V geometrické radé dano a; = 1,a,, = —,n = 7. Urditi soucet. (1)

Urc¢iti obsah prstenu vzniklého otoCenim ellipsy kolem pfimky rov-

nobézné s osou hlavni. (1)
3sin rz+siny 4,
Ssin2 z—sin? vy —4 (1)

Matematika - fyzika - informatika 20 2010/2011 925



(
e Rozdéliti pfimku tak, aby plocha obdélnika byla maximalni. (
e z+y=7,5" -8 =512000. (2
e 6- 32902—690—4 —7. 3902—390—2 =420 (
e Do kruznice vepsan desetithelnik pravidelny; jeho obvod? (

V trojthelniku dan soucet vSech stran a dva uhly; jest fesiti troja-
helnik. (2)
z+a m:t72 m
Ktery thel svird teéna kiivky y = 62® — 522 + 7 s osou z-ovou, je-li
spole¢ny bod urcen soufadnici 7 = 3. (1)
Plocha omezen4 parabolou y? = 2z a tétivou spole¢nou s kruznici
(-1 +y*=09.

(1)

Skolni rok 1902 — 1903

Zkousejici profesor: Dr. Jan Chloupek

926

Jest vyhledati krychlovy obsah prstenu, jenz vznikne otocenim elipsy
kol osy rovnobézné s velkou osou, je-li velkd osa elipsy a = 2 cm,
vystfednost e = v/3 a vnitini polomér prstenu je 5 cm. (1)
V jak velkém thlu sece kiivka 2 + 2y? + 2z — 3y — 9 = 0 osu y. (1)
Yr+ta+ YT —a= 2 (2)
Jak velky jest krychlovy obsah kolmého kuzele, tvori-li jeho plast
do roviny rozvinuty kruhovy vysek o stfedovém thlu a poloméru
s=1,5cm. (3)
Drat, jehoz prurez jest kruh o poloméru ¢ = 3,7216 mm svinut jest
v prsten kruhovy, takze polomér kruhu jeho osou utvoreného r =
16,45 cm. Tento kruh lezi na vodorovné roviné a na ném a na téze
roviné lezi koule, jez se dotyké prstenu i roviny. Vyhledati jest jeji

krychlovy obsah. (1)

\3/3+33_\3/3—33:\3/2+:U_\3/2—£L“ (1)
3—=x 3+z 2—z 24x

sin 2z + sin 3z = 3sinx. (2)
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Kdosi ulozi a = 10.000 K do banky tak, aby sobé neb svym dédicim
po 20 letech pojistil penézitou rentu n = 20 let trvajici a kazdého
roku splatnou a rok od roku o 100 K se zvétsujici, ztrocuje-li se 4 %;

jak velkd bude prvni renta. (1)
Eliptické okno m4 byti 5,4 m? veliké, je-li vedlejsi osa tsek zlatym
fezem rozdélené hlavni osy. (1)

Ku parabole y? = 4z vedena jest bodem 2’ = 9 tecna, jez v témze
bodé se dotyka i kruznice; je-li stfed kruznice na kladné ose z-ové,
jest ustanoviti jeji rovnici a rovnici té te¢né. (1)

Skolni rok 1903 — 1904

Zkousejici profesor: Josef Moravec

Libovolny bod ellipsy spojen je s obéma vrcholy hlavni osy; v jed-
nom z téchto vrchold je vztyCena kolmice na spojnici; ta se protina
s druhou spojnici v bodé N. Geometrické misto téchto boda.  (2)

e Ctyii za sebou jdouci ¢isla davaji v soucinu 3024; kterd to jsou. (2)
e Zahradnik mé néco méné nez 50 stromi; vsadi-li je po péti do rad,

zbyvé mu jeden, sézi-li po sedmi, nedostavaji se mu dva; kolik jich

je? B
Ur¢iti priise¢ik normal paraboly y? = 4z vedenych v bodech (4,4)
a (1,2). (2)
Tloustka ¢ocky ploskovypuklé je 6 mm, obvod jeji 6 cm; jaky je obsah
a vaha pfi specifické hmoté skla 2.47 (2)
2 strany trojuhelnika maji rovnice 2z — 3y = 7, 3z +y = 49; prusecik
vysek je v bodé (26,4); stanoviti rovnici tfeti strany. (1)
Nékdo mé 3 skiiné a 19 rdznych kouli; do prvé vlozi 4, do druhé 6,
do tfeti 9; kolikrat to mdze ucinit? (1)

Urcete na parabole y? = 18z bod nejblizsi piimce 3z = 4y — 69. (1)
Kuzel o poloméru 3 cm mé obsah 30.68 cm?; z kterého kruhu je vzat
plast a k jakému Ghlu stfedovému nalezi? (2)
Dany dva body; kazdym prochézi primka; tyto primky se otaceji ko-
lem danych bodt tak, ze sviraji stale Gihel staly; stanoviti geometrické

misto priseku. (1)
Hospodar koupil za 1200 K ovci, z nichz si 15 ponechal a prodal
ostatni za 1080 K, pii kazdé vydélal 4 K; kolik jich bylo? (1)
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Dény rovnice kruznic 2% 4+ y?> — 42 = 0, 22 + y?> — 4y = 0,

2?2 +y? — 82 — 8y + 28 = 0; urciti prisek chord4l. (1)
sin 7z = sin 3z fesiti. (1)
Proménlivy kruh probihd stile bodem (4,0) a dotykd se pfimky
x = —4; najiti geometrické misto jeho stiedu. (2)

Skolni rok 1904 — 1905

Zkousejici profesor: Josef Moravec

Vétou binomickou +/91. (2)
Poléra ellipsy z2 + 2y? = 4 mé rovnici 5z + 2y = 6; urcete pol. (2)
T¥i ¢isla tvori iméru spojitou, soucet jich jest 126, soudin 19 824.(3)
Pravothly trojahelnik o podponé 12 ¢cm a jednom thlu 40°42'45"
otodi se kol podpony. Vypoététe objem rota¢niho téla. (3)
22 — 92° + 1422 — 92 + 2 = 0. (2)

e Sdruzené primeéry ellipsy maji rovnice 3z + 4y = 0, 12y — 25z = 0.

Urcete rovnici ellipsy prochézi-li tato jesté bodem (—4, 3). (1)
Jak velkou Zeleznou kostku (s = 7,7) lze poloZiti na ¢tvercovou die-
vénou desku (s1 = 0,68), jejiz rozméry jsou: strana 4 dm a tloustka

2 cm, aby se ve vodé potopila jen deska dievéna? (2)
Py +y? =19, 2% —zy+y: ="7. (2)
Na oséch jsou dany tsecky, které tvori obdélnik daného obsahu. Vy-
hledat geometrické misto ¢tvrtého vrcholu. (2)

Skolni rok 1905 — 1906

Zkousejici profesor: Dr. Jan Chloupek

928

Jigr Figs = 1 - /iga. 1)

V které vzdalenosti jest na svahu odchyleném od vodorovné roviny

0 25° sézeti stromy, aby byly az dospéjou nahoie 6 m od sebe vzdé-

leny. (1)
1-{1—-2z

Je-li x = 0, uréete hodnotu zlomku ——— . (1)

x
Nad podstavou polokoule obsahu 50 jest postaven kuzel, jeho vyska
je pramér koule. Urcete spolecnou ¢ést. (1)
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e Kolikata permutace z prvka a, o, p, r, v je pravo? (1)

e Jak vysoky je valec o polomeéru r, jenz se pravé prevratil na sikmé
plose sklenéné o thlu 15°. (1)

e Elipsa v poloze 0sové mé ohnisko (4,0) a prochdzi bodem (4, $). (1)
Kdo byli mladi muzi, ktefi u maturitni zkousky resili tyto pomérné
naro¢né ulohy? Tricet jedna z nich pochézelo z jihoCeskych vesnic, pét
z Ceskych Budgjovic, pét z jinych jihoteskych mést a kone¢né dvanact
mélo své rodisté ve vesnicich a méstech mimo jizni Cechy. Velka vétsina
z nich byla ve svych rodindch prvni, kdo se setkal s matematikou na této
arovni. Urcité meéli matematiku radi, byli v ni tspésni a byli na ni takiika-
jic nadani. Neméli ale zadny zazracny ,,genius gen“, feceno slovy Terrence
Taa. Cim byli vybaveni, byla schopnost pilné a soustfedéné pracovat, kte-
rou si prinesli ze svych rodin a kterou v nich gymnézium podporovalo. To
je schopnost, kterou musi nase stfedni Skolstvi v mladé generaci péstovat
i dnes. Budeme-li nadéle zavrhovat matematiku, bude to samoziejmé tim

Vv s

tEZ81.

Literatura

[1] Stéatni okresni archiv Ceské Bud&jovice: Jirsikovo stdtni gymnasium, Maturitni pro-

tokoly, inv. €. 1200, signatura II/b/IV — 42, 1894 — 1906, karton &. 60, 61.

Statni okresni archiv Ceské Budgjovice: Jirsikovo statni gymnasium, Vykaz o zkous-

kach maturitnich 1899, Prehled vysledkd zkouSek maturitnich 1900 — 1906, inv. &.

1021 — 1028, signatura I/c — 1013 — 1020, kniha ¢. 1021 — 1028.

[3] Statni okresni archiv Ceské Budg&jovice: Hlavni katalog 1899 — 1899, ..., 1905 —
1906, ... inv. & 40 — 47, sign. I/c — 32 — 39, kniha &. 40 — 47.

[4] 1868 — 1928 Sedesat let Jirsikova gymnasia v C. Bud&jovicich, vydal Vybor pro
oslavu Zedesétiletého trvani tstavu v Ceskych Budgjovicich, vytiskla knihtiskarna
Karla Fialy, Ceské Bud&jovice,1928.

[5] Casopis pro p&stovani mathematiky a fysiky, red. Dr. F. J. Studnicka, , ro¢. VIII.,
vydala Jednota Ceskych matematiki v Praze 1879.

[6] Weiss, M.: Matematikou proti iracionalité, Lidové noviny, str. 1, Praha, 7. 12. 2010.

[7] Tao, T.: http:/terrytao.wordpress.com/career-advice/does-one-have-to-be-a-genius-
to-do-maths/

(2

Matematika - fyzika - informatika 20 2010/2011 929



61. ro¢nik matematické olympiady
Ulohy 1. kola (doméci ¢ast)

KATEGORIE A

A-TI-1

Oznacme n soucet vSech desetimistnych ¢isel, kterd maji ve svém deka-
dickém zapise kazdou z ¢islic 0,1, ...,9. Zjistéte zbytek po déleni ¢isla n
sedmdesati sedmi. (Pavel Novotny)
A-T1-2

Na setkani bylo nékolik lidi. Kazdi dva, ktefi se neznali, meéli mezi ostat-
nimi p¥itomnymi pravé dva spoleéné znamé. Ucastnici A a B se znali, ale
neméli ani jednoho spole¢ného znamého. Dokazte, ze A i B méli mezi pri-
tomnymi stejny pocet zndmych. Ukazte rovnéz, ze na setkdni mohlo byt

pravé Sest osob.
(Vojtech Bdlint)

A-1-3
Oznacme S stied kruznice vepsané, T' tézisté a V prusecik vysek daného
rovnoramenného trojihelniku, ktery neni rovnostranny.
a) Dokazte, Ze bod S je vnitinim bodem tsecky T'V.
b) Urcete pomér délek stran daného trojihelniku, je-li bod S stfedem
usecky T'V.
(Jaromir Simsa)

A-1-4
Necht p, ¢ jsou dvé razna prvocisla, m, n pfirozena Cisla a soucet
mp—1 ng—1
P + q
q p

je celé ¢islo. Dokazte, Ze plati nerovnost

m n
—+—->1
qg p

(Jaromir Simsa)
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A-1I-5
Jsou dany dvé shodné kruznice ki, ks o poloméru rovném vzdalenosti
jejich sted. Jejich priseciky ozna¢me A a B. Na kruznici ko zvolme bod C'
tak, ze tsecka BC' protne kruznici k; v bodé rizném od B, ktery oznacime
L. Piimka AC protne kruznici k; v bodé rizném od A, ktery oznacime K.
Dokazte, ze ptimka, na niz lezi téznice z vrcholu C' trojuhelniku K LC,
prochézi pevnym bodem nezavislym na poloze bodu C.
(Tomas Jurik)

A-1-6

Najdéte nejvétsi redlné cislo k takové, ze nerovnost

2(a® + kab + b*)
Fr oty 2V

plati pro vSechny dvojice kladnych redlnych ¢isel a, b.
(Jan Mazdk)

KATEGORIE B

B-I-1
Mezi v8emi desetimistnymi ¢isly délitelnymi jedenécti, v nichz se zadné
Cislice neopakuje, najdéte nejmensi a nejveétsi.
(Jaroslav Zhouf)

B-1-2

Je dan pravouthly trojihelnik ABC' s pravym thlem pii vrcholu C, je-
hoz obsah ozna¢me P. Necht F' je pata vysky z vrcholu C' na pfeponu AB.
Na kolmicich k pfimce AB, které prochazeji vrcholy A a B, v poloroviné
opacné k poloroviné ABC uvazujme po fadé body D a E, pro néz plati
|AF| = |AD| a |BF| = |BE|. Obsah trojihelniku DEF ozna¢me Q. Do-
kazte, ze plati P > (@), a zjistéte, kdy nastane rovnost.

(Jaroslav Svréek)
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B-I-3
Najdéte vSechny dvojice redlnych ¢isel z, y, které vyhovuji soustaveé
rovnic

y-lo] =8
(Zépis |a| znadi dolni celou ¢dst Cisla a, tj. nejvétsi celé ¢islo, které nepre-
vySuje a.) (Pavel Novotny)

B-I4

Jsou dany dvé riznobézky a, ¢ prochazejici bodem P a bod B, ktery
na nich nelezi. Sestrojte pravothelnik ABCD s vrcholy A, C' a D po radé
na piimkéch a, c a PB. (Jaromir Simsa)

B-I-5

V jistém mésté maji vybudovanou sit na $ifeni pomluv, v niz si kazdy
pomlouvac¢ vymeénuje informace se tfemi pomlouvackami a kazda pomlou-
vacka si vymeénuje informace se tfemi pomlouvagci. Jinak se pomluvy nesiti.

a) Dokazte, Ze pomlouvact a pomlouvacek je stejny pocet.

b) Pfedpokladejme, Ze sit na pomlouvani je souvisld (pomluvy od li-
bovolného pomlouvace a libovolné pomlouvacky se mohou dostat ke
v8em ostatnim). DokaZte, Ze 1 kdyZ jeden pomlouvaé zemie, ziistane
sit souvisla. (Jan Mazdk)

B-I-6
Anna a Bedrich hraji karetni hru. Kazdy z nich méa pét karet s hod-
notami 1 az 5 (od kazdé jednu). V kazdém z péti kol oba vylozi jednu

vvvvv

neziska bod nikdo. Pouzité karty se do hry nevraceji. Kdo ziska na konci
vice bodi, vyhral. Kolik procent ze vSech moznych pribéht takové hry
skon¢i vyhrou Anny? (Tomdas Jurik)

KATEGORIE C

C-1-1

Najdéte viechny trojcéleny p(z) = axz? + bx + ¢, které davaji pri déleni
dvojclenem x + 1 zbytek 2, pii déleni dvojélenem x + 2 zbytek 1, pricemz
p(1) = 61. (Jaromir Simsa)
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C-1-2
Délky stran trojuhelniku jsou v metrech vyjadieny celymi ¢isly. Urcete

je, ma-li trojuihelnik obvod 72m a je-li nejdelsi strana trojuhelniku rozdé-
lena bodem dotyku vepsané kruznice v poméru 3 : 4. (Pavel Leischner)

C-1-3
Najdéte vSechny trojice prirozenych Cisel a, b, ¢, pro néz plati mnozinova
rovnost

{(a, b), (a,c), (b,c),la,bl,[a,cl, b, c]} ={2,3,5,60,90,180},

kde (z,y) a [z, y] znadi po fadé nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spoleény
nasobek ¢isel = a y. (Tomds Jurik)

C-I4
Reéln4 ¢isla a, b, ¢, d vyhovuji rovnici ab + bc + cd + da = 16.
a) Dokazte, ze mezi Cisly a, b, ¢,d se najdou dvé se souctem nejvyse 4.
b) Jakou nejmensi hodnotu méize mit soucet a® + b> + ¢ + d*?
(Jan Mazdk)

C-1-5

Je dan rovnoramenny trojihelnik se zdkladnou délky a a rameny délky
b. Pomoci nich vyjadiete polomér R kruznice opsané a polomér r kruznice
vepsané tomuto trojihelniku. Pak ukaZzte, Ze plati R = 2r, a zjistéte, kdy
nastane rovnost. (Leo Bocek)

C-1-6
Na hraci desce n x n tvorené bilymi ¢tvercovymi poli se Markéta a Te-
reza stiidaji v tazich jednim kamenem pii nésledujici hie. Nejprve Mar-
kéta umisti kamen na libovolné pole a toto pole obarvi modre. Déale vzdy
hracka, kterd je na tahu, provede s kamenem skok na pole, které je do-
sud bilé, a toto pole obarvi modie. Pritom skokem rozumime obvykly tah
Sachovym jezdcem, tj. presun kamene o dvé pole svisle nebo vodorovné
a soucasné o jedno pole v druhém sméru. Hracka, kterd je na radé a jiz
nemize tdhnout, prohrava. Postupné pro n = 4,5,6 rozhodnéte, kterad
z hracek muze hrat tak, ze vyhraje nezavisle na tazich druhé hracky.
(Pavel Calabek)
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime zadani dalsi dvojice tiloh nasi pravidelné rubriky. Jejich feseni
muzete zaslat nejpozdéji do 20. 9. 2011 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
tr. 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc. Jejich feseni lze zaslat také elek-
tronickou cestou (pouze v8ak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu)
na emailovou adresu: mfi@upol.cz. Zajimava a origindlni feSeni tloh radi
uverejnime.

Uloha 179

Necht pro zdkladny AB a C'D lichobé&zniku ABCD plati |AB| = 2|CD|.
Ozna¢me M prusecik jeho thlopticek AC a BD, E stied strany AD a P
prusecik piimek EM a CD. Dokazte, ze plati |CP| = |CD|.

Robert Geretschliger (Graz)

Uloha 180
Najdéte nejmensi pfirozené ¢islo k s vlastnosti: Z kazdych &k (ne nutné
rtiznych) pfirozenych ¢isel z mnoziny {2,3,4,...,66} lze vidy vybrat né-

kolik ¢isel, jejichz soucin dava pii déleni Cislem 67 zbytek 1.
Pavel Calabek

Nakladatelstvi MATH Publishing nabizi zijemcim o matema-
tiku nasledujici publikace:

Cesta k integralu — historie urcitého integralu od Archimeda k Riemannovi.

Historie analyzy — historie matematické analyzy od antiky do zformovani funkciondlni
analyzy, 14 kapitol, 13 prednich svétovych historiki matematiky, historie jednotlivych
odvétvi matematické analyzy.

Eukleides: Zaklady — teprve historicky 2. ¢eské vydani, k dispozici je 1., 2., 3. ¢ast,
s komentarem prof. Vopénky.

Al Chvarizmi: Aritmeticky a algebraicky traktat — poprvé Cesky, opét komentar
prof. Vopénky.

Kontaktni adresa: RNDr. Karel Vasi¢ek, DruZstevni 117, 530 09 Pardubice,
tel: 466401520, 605848934, mail: dr.vasicekQatlas.cz
V nabidce jsou i daldi publikace. Podrobng&ji na http://www.mathpublishing.eu
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