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Trisekce �hlu je jedna z tzv� antick�ch �loh� mezi n�� d�le po��t�me
Delfskou �lohu neboli duplikaci krychle a kvadraturu kruhu� Jedn� se
o konstruk�n� �lohu� kdy je d�n �hel velikosti �� a je ��d�no nal	zt kon

strukci �hlu o velikosti �

�
�� Tato �loha byla proslul� ji� ve star	m �ecku�

av�ak tehdej��mi prost
edky jej� 
e�en� nebylo nalezeno a vznikla hypot	za�
�e p
�slu�n� konstrukce neexistuje� Tuto hypot	zu nyn� pon�kud up
es

n�me�
Konstrukce v antick	 geometrii se odv�jej� od pou�it� tehdy dostupn�ch

prost
edk�� Prov�d�ly se v p�sku� kde n�strojem pro r�sov�n� �se�ek byla
rovn� ty� �prav�tko� a n�strojem pro r�sov�n� kru�nic byl prov�zek se
dv�ma kol�ky� z nich� jeden se zabodl do st
edu kru�nice� a druh�m se
kru�nice o polom�ru rovn	m d	lce prov�zku opsala� Byla to analogie na

�eho kru��tka� U� na tomto m�st� poznamenejme� �e s p
�chodem �nov	
technologie�� tj� pou�it�m listu pap�ru m�sto p�sku� k ��dn	 z�sadn� zm�n�
nedo�lo� Naopak� byl to pr�v� 
eck� matematik Eukleides ��il asi v letech
������� p
�n�l��� kter� abstrahoval mo�nosti t	to �antick	 techniky� do
sv�ch slavn�ch postul�t�� kter	 publikoval ve sv	m st��ejn�m d�le Z�klady
�
ecky Stoicheia�� viz ���� Vlastn�ch postul�t� je p�t� a jsou n�sleduj�c��

�P�� Ka�d�mi dv�ma body lze v	st �se�ku�
�P�� Tuto �se�ku lze libovoln� prodlou�it�
�P�� Ka�dou �se�kou lze opsat kru�nici kolem jednoho jej�ho konce�
�P�� V�echny prav	 �hly jsou si rovny�
�P�� M�jme p
�mku a bod� kter� na n� nele��� T�mto bodem lze v	st jedi


nou rovnob��ku s danou p
�mkou�
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U� v dob� antick	 se matematici p
eli� zda je postul�t �P�� z�visl� �i ne

z�visl� na postul�tech �P����P��� co� v dob� novov�k	 vedlo k objevu tzv�
neeukleidovsk�ch geometri�� av�ak to je jin� p
�b�h� nesouvisej�c� s na��m
probl	mem trisekce �hlu�
Z Eukleidov�ch postul�t� ihned plyne� �e pomoc� prav�tka a kru��tka

lze prov�d�t konstrukce� kter	 lze rozlo�it na n�sleduj�c� element�rn� kon

strukce�

�I� Jsou
li d�ny dva r�zn	 body A a B� nar�sovat p
�mku proch�zej�c�
body A�B�

�II� Je
li d�n bod A a �se�ka d	lky r� nar�sovat kru�nici o st
edu A
a polom�ru r�

Ka�dou konstrukci� kterou lze prov	st postupn�m prov�d�n�m elemen

t�rn�ch konstrukc� �I� a �II�� naz�v�me eukleidovsk� konstrukce� Jedn� se
zejm	na o n�sleduj�c� konstrukce�

a� Jsou
li d�ny dv� r�znob��n	 p
�mky v rovin�� zkonstruovat jejich
pr�se��k�

b� Je
li v rovin� d�na kru�nice a p
�mka� nal	zt jejich spole�n	 body�
c� Jsou
li v rovin� d�ny dv� kru�nice� nal	zt jejich spole�n	 body�

V univerzitn�m kurzu algebry se obvykle dokazuje n�sleduj�c� v�ta �jej��
d�kaz neuv�d�me� i kdy� je pom�rn� jednoduch���

V�ta

Je d�no k �se�ek o d	lk�ch a�� a�� � � � � ak� Nech� T je t�leso� kter	
vznikne z t�lesa racion�ln�ch ��sel adjunkc� ��sel a�� a�� � � � � ak� a d�le nech�
� je nulov�m bodem ireducibiln�ho �nerozlo�iteln	ho� polynomu

xn  b�x
n��  � � � bn��x bn

nad t�lesem T � Lze
li �se�ku d	lky � zkonstruovat eukleidovsky� pak stu

pe! n tohoto polynomu je mocninou �� tj� n " �m�

A nyn� zp�t k trisekci �hlu� U�it�m prost
edk� analytick	 geometrie lze
na�i �lohu formulovat takto� Um�st�me �hel velikosti � � ��# ��� do kart	z

sk	 sou
adnicov	 soustavy tak� aby jeho vrchol byl v po��tku �bod ��� ���
a aby jedno jeho rameno le�elo na ose x� tj� aby bylo ur�eno body ��� ��
a ��� �� �obr� ��� Druh	 rameno �hlu � je pak z
ejm� ur�eno body ��� ��
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a �cos�� sin��� Rozd�lit �hel � na t
etiny pak znamen� nal	zt bod� kter�
m� sou
adnice �cos �

�
� sin �

�
�� Jeliko� sin �

�
"
p
�� cos� �

�
� �loha se p
e


v�d� na konstrukci �se�ky o velikosti cos �
�
pomoc� �se�ky o �orientovan	�

velikosti cos�� %ten�
i je jist� z
ejm	� �e zn�me
li �se�ku velikosti cos��
je t�m ur�en �hel � a naopak� je
li d�n �hel velikosti �� jeho um�st�n�m
do sou
adnicov	 soustavy a ops�n�m jednotkov	 kru�nice k ihned z�sk�me
�se�ku velikosti cos� �obr� ���

�����
����	
��
�

Obr� � Obr� �

A nyn� pou�ijeme vzorec pro cos�� ��� kdy� � vyj�d
�me jako �

�
� �

�
��

a d�le op�t t�� vzorec pro �

�
� " �

�
� �

�
�� Z�sk�me tak vztah

� cos�
�

�
� � cos �

�
� cos� " ��

Na lev	 t	to stran� rovnice je v�ak polynom �� stupn� nad t�lesem T �
kter	 vznikne z t�lesa racion�ln�ch ��sel adjunkc� ��sla cos�� Pro n�kter	
hodnoty � je tento polynom reducibiln�� nap
� pro � " �� �cos� " ���
� " $�� �cos� " ��� � " ���� �cos� " ���� a ka�d� �ten�
 jist� dok��e
nal	zt konstrukci� kter� d�l� tyto konkr	tn� t
i �hly na t
etiny� Ov�em
nap
� volbou �hlu �� pro kter� je cos� " �

�
� z�sk�me polynom

�� cos�
�

�
� �� cos �

�
� ��

kter� je ireducibiln�� a jeho� stupe! je �� tedy nen� mocninou �� Dle v��e
uveden	 v�ty tedy nelze eukleidovsky zkonstruovat �se�ku d	lky cos �

�
�
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a tedy ani �hel �
�
� Takto byla pomoc� apar�tu algebry dok�z�na nemo�nost

eukleidovsk	 konstrukce trisekce obecn	ho �hlu�
P
ipome!me nyn� �ten�
i �vodn� zm�nku o n�stroj�ch� u��van�ch Eu


kleidem a antick�mi matematiky p
i konstrukc�ch v p�sku� Ve starov�ku
ov�em existovaly i jin	 civilizace ne� 
eck�� kter	 byly izolovan	 a rozv�jely
matematiku jin�mi prost
edky� Inspirov�ni ��� uve&me starou civilizaci d�l

n	ho v�chodu� a to civilizaci japonskou� Ta se vyzna�ovala mj� t�m� �e ovl�

dala technologii v�roby pap�ru� Neza��nala proto konstrukcemi v p�sku�
ale rovnou na pap�ru� List pap�ru m� tu vlastnost� �e ho lze �na rozd�l od
p�sku� p
ekl�dat� a jak je z
ejm	� vznikne
li p
�mka na listu pap�ru p
elo

�en�m �jako r�ha� tzv� p
ehyb�� je viditeln� po obou stran�ch tohoto listu�
Um�n� skl�d�n� a p
ekl�d�n� pap�ru dalo vzniknout tzv� um�n� origami
�viz ��� a ����� Na listu pap�ru tak jeho p
ekl�d�n�m vznikaj� konstrukce
p
�mek a jejich pr�se��k�� %ten�
 jist� ihned pochop�� jak pomoc� p
ekl�

d�n� listu pap�ru lze nap
� zkonstruovat p
�mku� kter� proch�z� dan�m
bodem a kter� je kolm� k dan	 p
�mce� a tedy rovn��� jak k dan	 p
�mce
zkonstruovat rovnob��ku proch�zej�c� dan�m bodem� Podobn� jako Euk

leides odvodil postul�ty �P����P��� precizuj�c� planimetrick	 konstrukce�
jsou dnes zn�m	 tak	 tzv� Huzitovy axiomy pro origami� viz ����

�A�� Jsou
li d�ny dva r�zn	 body A a B� existuje jedin� p
ehyb proch�

zej�c� body A a B�

�A�� Jsou
li d�ny dva r�zn	 body A a B� existuje jedin� p
ehyb um�s�uj�c�
bod A na bod B�

�A�� Jsou
li d�ny dv� p
�mky k a l� existuje p
ehyb um�s�uj�c� k na l�
�A�� Je
li d�n bod P a p
�mka k� existuje jedin� p
ehyb kolm� k p
�mce k�

kter� proch�z� bodem P �
�A�� Jsou
li d�ny r�zn	 body A a B a p
�mka p� existuje p
ehyb um�s�uj�c�

A na p a proch�zej�c� bodem B�
�A�� Jsou
li d�ny r�zn	 body A a B a dv� r�zn	 p
�mky p a q� existuje

p
ehyb um�s�uj�c� bod A na p
�mku p a B na q�
�A'� Je
li d�n bod A a p
�mky p a q� existuje p
ehyb um�s�uj�c� A na p

a kolm� ke q�

Pou�it�m �A����A'� lze prov�d�t v�echny konstrukce� kter	 d�vaj� vznik
tzv� skl�dank�m origami� Pro n�s je v�ak nejd�le�it�j��� �e pomoc� t�chto
skl�danek� kter	 budeme pova�ovat tak	 za element�rn� konstrukce� lze

e�it v�ce �loh ne� pomoc� konstrukc� eukleidovsk�ch� Speci�ln� lze takto
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zkonstruovat trisekci �hlu �viz ����� jak uk��eme� Nech� je d�n �hel velikosti
� na �pravo�heln�kov	m� listu pap�ru �obr� ���

���
������

Obr� �

Nyn� zvolme libovolnou kladnou d	lku a a pomoc� p
ehybu zkonstruujme
dv� rovnob��ky p a q ve vzd�lenostech a a �a od hrany x pap�ru �obr� ���
D�le podle �A�� p
elo�me list pap�ru tak� aby bod P p
e�el do bodu P �

na p
�mce P a bod Q do bodu Q� na p
�mce k� co� je druh	 rameno �hlu
�� kde S zna�� bod p
ehybu na hran� x �obr� ���

���
������

Obr� 	

Jeliko� jPT j " jTQj� je j�PP �T j " j�QP �T j " �� a proto�e p k x�
je tak	 j�PP �T j " j�SPP �j� Vzhledem k tomu� �e jSP j " jSP �j� je
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j�SPP �j " j�SP �T j� Odtud plyne� �e � j�SPP �j " j�SP �Qj� Ze sou

m�rnosti sdru�en�ch �hl� kone�n� plyne � " j�SPQ�j " j�SP �Qj� tedy
� " �

�
��

Jak jsme d
�ve zd�vodnili� tato konstrukce nem��e b�t eukleidovsk�� je
v�ak dostate�n� jednoduch�� K jej�mu proveden� sta�� list pap�ru a p
ekl�

d�n� p
ehyb�� Tak�e z�v�rem� kdyby m�l Eukleides pap�r� � �

L i t e r a t u r a


�� Alperin� R� C�� A mathematical theory of origami constructions and numbers� New
York Journal Math� �� �


�


�� Casselman B�� If Eukleides had been Japanese� Notices American Mathematical
Society� ��� �

���


�� Eukleides� Z�klady� Vyd� OPS� Nymburk �

��


	� Hull T�� Project origami� Activities for exproring mathematics� A� K� Peters� Ltd��
Wellesley� MA� �

��


�� Geretschl�ger R�� Geometrie origami� Arbelos� Shipley �

��

�lohy s dopravn� tematikou

PAVLA PAVL�KOV� � JARMILA ROBOV� � ANTON�N SLAV�K

Matematicko�fyzik�ln� fakulta UK� Praha

Tento �l�nek� voln� navazuje na p
edchoz� p
edstaven� vznikaj�c� sb�rky
aplika�n�ch �loh� a je zam�
en na �lohy souvisej�c� s r�zn�mi situacemi
s dopravn� tematikou� Uveden	 p
�klady z matematick	ho hlediska procvi

�uj� line�rn�� kvadratickou a line�rn� lomenou funkci� 
e�en� jednoduch�ch
rovnic a nerovnic� pr�ci s grafem a v��en� pr�m�r�

��l�nek vznikl s podporou rozvojov�ho projektu M�MT �� �	��� �Podpora infor�
ma�n�ch center a spolupr�ce se st�edn�mi �kolami a ve�ejnost���

�Pavl�kov�� P� � Robov�� J� � Slav�k� A�� Fahrenheit� Celsius a americk� cent� MFI�
ro�� �
 ��
�
��
���� �� ��
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�� Benzin nebo nafta�

Pan� Nov�kov� uva�uje o koupi nov	ho vozu� Rozhoduje se mezi vari

antou vozu s naftov�m nebo benzinov�m motorem� Auto� kter	 si vybrala�
stoj� s naftov�m motorem ��� ��� K�� cena t	ho� auta s benzinov�m moto

rem je ��� $�� K�� V�robcem ud�van� kombinovan� spot
eba na ��� km je
u naftov	ho pohonu ��� litru� u benzinov	ho ��$ litru� Po ujet� kolika kilo

metr� by se vyplatila investice do dra���� tedy naftov	 verze� uva�ujeme
li
cenu benzinu ���'� K� za litr a cenu nafty ����� K� za litr(�

�e�en�� Dan� probl	m p
edstavuje jednoduchou variantu rozhodovac� �lo

hy� kdy hled�me pro n�s optim�ln� 
e�en�� Ke spr�vn	mu rozhodnut� m�

�eme vyu��t schopnost pracovat s line�rn� nerovnic��
Ozna��me
li si x po�et najet�ch kilometr�� potom n�klady N� spojen	

s koup� benzinov	ho motoru jsou

N� "

�
��� $�� x � ���'� � ��$

���

�
K�

�celkov	 n�klady jsou sou�tem kupn� ceny vozu a ��stky� kterou zaplat�me
v pr�m�ru po ujet� x kilometr� za pohonn	 l�tky�� Pro variantu s naftov�m
motorem obdobn� plat�

N� "

�
��� ��� x � ����� � ���

���

�
K��

Je z
ejm	� �e kr�tce po n�kupu vozu bude N� � N�� Na��m �kolem je
vypo��tat hodnotu x� p
i kter	 se za�ne vypl�cet investice do dra���ho
motoru� �e��me tedy nerovnici N� � N�� tj�

��� $�� x � ���'� � ��$
���

� ��� ��� x � ����� � ���
���

�

odkud vypl�v�
x � ��$ �$'�

Pokud by se pan� Nov�kov� rozhodovala jen podle uveden�ch �daj�
�a nikoliv podle vlastnost� motoru atd��� vyplatil by se j� naftov� pohon
pouze v p
�pad�� kdyby s vozem pl�novala ujet v�ce ne� ��� tis�c kilometr��

�Uveden� ceny pohonn�ch hmot byly aktu�ln� k ��� ��� �
�
�
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Danou �lohu m��eme rovn�� 
e�it gra)cky� Do jednoho grafu vyneseme
z�vislosti n�klad� N�� N� na po�tu x ujet�ch kilometr�# hledanou hodnotu
ode�teme jako x
ovou sou
adnici pr�se��ku obou p
�mek�

����
�����	
�

Se studenty d�le m��eme diskutovat nad ot�zkou� jak by se zm�nil v�

sledek �lohy� pokud by nap
�klad cena za litr benzinu vzrostla o ���� K�
a cena za litr nafty klesla o ���� K� �v tom p
�pad� by se naftov� pohon vy

platil po ujet� p
ibli�n� ��� tis�c kilometr��� resp� jak by v�sledn	 rozhod

nut� pan� Nov�kov	 ovlivnila pob�dka prodejce v podob� slevy �� ��� K�
p
i n�kupu naftov	ho motoru �hrani�n� hodnota by byla p
ibli�n� �� tis�c
kilometr���

�� �erven� na semaforu

Automobil jedouc� rychlost� v� " �� km*h se bl��� ke sv�teln	 k
i�ovatce�
V okam�iku� kdy se po zelen	m sign�lu rozsv�t� �lut�� sign�l �Pozor+�� je
auto �� metr� p
ed k
i�ovatkou� a doba� po kterou sv�t� �lut� sign�l� je
� sekundy� Jak by se m�l 
idi� zachovat� jestli�e se boj� ztr�ty bod� za pro

jet� k
i�ovatky na �ervenou( M� pokra�ovat v j�zd� st�lou rychlost�� nebo
m� za��t brzdit� nebo m� naopak zrychlit( P
edpokl�dejme� �e reak�n�
doba 
idi�e je tR " � sekunda�

�Pokud by v�s v t�to chv�li l�kalo protestovat proti term�nu �lut� sign�l� nebo� sv�tlo
na semaforu se jev� oran�ov�� lze se odvolat na text Vyhl��ky �� �
��

� Sb�� kterou se
prov�d�j� pravidla provozu na pozemn�ch komunikac�ch a �prava a ��zen� provozu na
pozemn�ch komunikac�ch� ve zn�n� vyhl��ky �� �����

� Sb�� vyhl��ky �� �����

	 Sb��
vyhl��ky �� � ���

� Sb�� vyhl��ky �� �
���

� Sb�� vyhl��ky �� �
���

� Sb�� vyhl��ky
��  ���

 Sb� a vyhl��ky �� �	���
�
 Sb� Pro matematickou podstatu �lohy na�t�st�
nen� barva sign�lu !Pozor"# d$le�it��
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a� ,lohu 
e�te pro p
�pad
�i� such	 asfaltov	 vozovky �volte koe)cient smykov	ho t
en� mezi vo

zovkou a pneumatikami vozidla f " �� ���

�ii� namrzaj�c� asfaltov	 vozovky �volte koe)cient smykov	ho t
en� mezi
vozovkou a pneumatikami vozidla f " �� ���

b� Jakou maxim�ln� rychlost� by mohl jet 
idi� v p
�pad� ii�� aby dobrzdil
je�t� p
ed semaforem(

�e�en�� P
i 
e�en� t	to �lohy je nutn	 si uv�domit� �e dr�ha pot
ebn� pro
zastaven� vozidla je sou�tem tzv� reak�n� dr�hy a vlastn� brzdn	 dr�hy�
Reak�n� dr�ha sR je dr�ha� kterou 
idi� ujede od okam�iku� kdy rozpo


zn� kritickou situaci� do okam�iku� kdy tuto informaci vyhodnot� a za�ne
brzdit� D	lka reak�n� doby 
idi�e z�vis� na jeho okam�it	m zdravotn�m
stavu� koncentraci a dal��ch okolnostech� Za pr�m�rnou reak�n� dobu tR
b�v� pova�ov�na jedna sekunda� Pohybuje
li se vozidlo rychlost� v�� potom
pro reak�n� dr�hu plat� �jde o rovnom�rn� pohyb�

sR " v� � tR�
P
i v�po�tu vlastn� brzdn	 dr�hy m��eme vyu��t zjednodu�en	 verze z�

kona zachov�n� energie�� Ozna�me m hmotnost vozidla� f koe)cient smy

kov	ho t
en� mezi vozovkou a pneumatikami vozidla� g t�hov	 zrychlen�
�g

�
" $��� m*s�� a sB brzdnou dr�hu� P
edpokl�d�me
li� �e se kinetick�

energie vozidla �

�
m � v� p
i brzd�n� p
em�n� v pr�ci t
ec�ch sil m � f � g � sB

p�sob�c�ch mezi pneumatikami a vozovkou� plat� p
ibli�n�

�
�
m � v� " m � f � g � sB�

odkud pro v�po�et brzdn	 dr�hy sB z�sk�me p
ibli�n� vztah

sB "
v��
�f � g

a pro celkovou dr�hu s pot
ebnou pro zastaven� vozidla dostaneme

s " sR  sB " v� � tR  v�
�

�f � g �

�A�koliv se jedn� o zjednodu�en� cel�ho probl�mu �nezab�v�me se kvalitou brzdo�
v�ho syst�mu dan�ho vozu� hloubkou vzorku na pneumatik�ch atd��� analogick� p�i�
bli�n� vztah najdeme mimo jin� i v norm� �SN �� ��
� Projektov�n� silnic a d�lnic
v p��loze B pro v�po�et d�lky rozhledu pro zastaven��
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a� V p
�pad� i� z�sk�me po dosazen� f " �� � hodnotu

s "

�
��
���

� �  ���

���� � � � ��� � $���
�
m

�
" �� m�

�idi� rozhodn� stihne zabrzdit je�t� d
�ve� ne� se na semaforu rozsv�t�
�erven��

V p
�pad� ii� plat� pro f " �� �

s "

�
��
���

� �  ���

���� � � � ��� � $���
�
m

�
" �' m�

Na namrzl	 vozovce tedy 
idi� nestihne dobrzdit je�t� p
ed semaforem�
Pokud by v�bec brzdit neza�al a pokra�oval v j�zd� rychlost� v�� potom
by za � sekundy ujel ���' metru� Nestihl by proto projet� dokud sv�t�
�lut	 sv�tlo� a do k
i�ovatky by vjel na �ervenou� ��m� by riskoval p�t
trestn�ch bod� do sv	 karty 
idi�e� Jeho jedinou mo�nost� je proto v situaci
ii� p
im�
en� zrychlit��

b� Hled�me
li maxim�ln� ��selnou hodnotu vmax po��te�n� rychlosti� p
i
n�� by 
idi� dobrzdil v situaci ii� je�t� p
ed semaforem� 
e��me kvadratickou
nerovnici

�� � vmax

���
� �  v�

max

���� � � � ��� � $��� �

tedy

� � v�
max

 ����$ � vmax � �����'��

Jej�m 
e�en�m zjist�me� �e po��te�n� rychlost nesm� p
ekro�it ���$� km*h�
�e�en� ilustruje n�sleduj�c� obr�zek �dr�ha s pot
ebn� k zastaven� je kva

dratickou funkc� po��te�n� rychlosti v���

�Riziko bodov�ho postihu za p�ekro�en� maxim�ln� povolen� rychlosti v obci o m�n�
ne� �
 km�h je ni��� �� body� ne� v p��pad� j�zdy na �ervenou�
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����

�� Kombinovan� spot�eba

Pan Bezradn� si zakoupil nov� automobil� P
i jeho koupi mu prod�vaj�c�
sd�lil n�sleduj�c� �daje t�kaj�c� se spot
eby dan	ho modelu� kombinovan�
spot
eba ��$ l*��� km� spot
eba mimo m�sto ��$ l*��� km �spot
ebou
v m�stsk	m provozu se takticky nechlubil�� Kupuj�c� tedy o�ek�val� �e
spot
eba ve m�st� se bude pohybovat kolem $ l*��� km�� Pan Bezradn�
v�ak jezdil p
ev��n� v m�stsk	m provozu� Ke sv	mu zd��en� brzy zjistil� �e
i po tzv� z�b�hu nov	ho motoru dosahuje pr�m�rn	 spot
eby nad �� l*���
km� p
esto�e si zakl�d� na tom� �e m� �velmi lehkou nohu na plynu�� Vy

pravil se tedy ke sv	mu prodejci tento fakt reklamovat� Byla jeho st��nost
opr�vn�n�(

�e�en�� Kupuj�c� doplatil na to� �e si nezjistil v�echny informace� Na z�

klad� sm�rnice �� '�*���*EHS �ve zn�n� pozd�j��ch novel� zejm	na sm�r

nice �� $�*���*EHS� se v sou�asn	 dob� kombinovan� spot
eba S osobn�ch
vozidel ur�uje jako v��en� pr�m�r spot
eby p
i j�zd� m�stemM a p
i j�zd�
mimo m�sto V podle vzorce

S "
� �M  ' � V

��
�

Pro spot
ebu v m�stsk	m provozu v p
�pad� pana Bezradn	ho vych�z�

M "
�� � S � ' � V

�
�

�Naivn� z�kazn�k p�i sv�m odhadu vych�zel ze zku�enosti se sv�m p�edchoz�m vozem
z roku �  
� u n�j� byly v technick�m pr$kazu uvedeny spot�eby v re�imech m	sto
��
km

�� km �podle sm�rnice �� �
������EHS� a kombinovan� spot�eba se po��tala jako
aritmetick� pr$m�r t�chto hodnot�
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tedy

M "
�� � ��$� ' � ��$

�
l*��� km " ���� l*��� km�

St��nost pana Bezradn	ho nebyla opr�vn�n��

	� P�edj
�d�n
 na d�lnici

Na d�lnici jel v pomal	m j�zdn�m pruhu kamion dlouh� �� m rychlost�
v� " �� km*h� Kdy� se k n�mu zezadu na ��� m p
ibl��il dal�� kamion
jedouc� rychlost� $� km*h� vybo�il tento druh� kamion do rychl	ho j�zd

n�ho pruhu a pustil se do p
edj��d�n�� Kdy� byl ��� m p
ed p
edj��d�n�m
kamionem� vr�til se zp�t do pomal	ho j�zdn�ho pruhu a pokra�oval v j�zd��
Pro zjednodu�en� p
edpokl�dejme� �e oba 
idi�i m�li nastaven� tempomat�
tak�e udr�ovali po celou dobu man	vru konstantn� rychlost�
a� Jak dlouho p
i cel	m p
edj��d�n� blokoval kamion rychl� pruh d�lnice(
b� Odvo&te obecn� vztah pro dobu p
edj��d�n� t p
i rychlosti p
edj��d�j�

c�ho kamionu v� Sestrojte graf z�vislosti doby p
edj��d�n� t v sekund�ch
na rychlosti p
edj��d�j�c�ho kamionu v pro v � h�� km*h# ��� km*hi�

c� Vypo�t�te� jakou rychlost� by musel kamion p
edj��d�t� aby rychl� pruh
blokoval maxim�ln� po dobu jedn	 minuty�

�e�en��
a� B�hem p
edj��d�n� musel druh� kamion ujet o ����  ��  ���� me

tr� v�ce ne� kamion� kter� byl p
edj��d�n� Druh� kamion se vzhledem
k prvn�mu pohyboval rychlost� o �� km*h " ��� � ���� m*s v�t��� Cel�
p
edj��d�c� man	vr mu proto trval dobu

t "
���  ��  ���

�� � ���
s

�
" '� s�

Rychl� pruh d�lnice byl blokov�n po dobu '� s� tedy d	le ne� jednu
minutu� Nelze se proto divit� �e na mnoha �sec�ch na�ich silnic je j�zda
kamion� v rychl	m pruhu zak�z�na�

b� Pro �as t vyj�d
en� v sekund�ch lze odvodit vztah

t "
����  ��  ���� � ���

v � �� s "
'����
v � �� s�

kde v je rychlost p
edj��d�j�c�ho kamionu v km*h� %as t je line�rn�
lomenou funkc� rychlosti v� Pro hodnoty v � h�� km*h# ��� km*hi
dostaneme ��st v�tve hyperboly�
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����

c� Zaj�m� n�s� pro jakou ��selnou hodnotu rychlosti vmin bude t � �� s�
�e��me proto nerovnici

����  ��  ���� � ���
vmin � �� � ���

Odtud plyne� �e p
edj��d�j�c� kamion by se musel po silnici pohybovat
rychlost� alespo! $��'� km*h�

Z�v�r

Uveden	 �lohy byly v�nov�ny r�zn�m situac�m v doprav�� S dal��mi
aplika�n�mi �lohami� kter	 vytv�
� kolektiv autor� z Matematicko
fyzik�ln�
fakulty UK� se m��ete v bl�zk	 dob� sezn�mit na webov�ch str�nk�ch
Katedry didaktiky matematiky MFF UK v Praze� Na adrese

www�karlin�mff�cuni�cz�katedry�kdm�aplikace

budou zve
ejn�ny n�kter	 nov	 �lohy z p
ipravovan	 sb�rky�
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O rozmis�ov�n� z�vorek v sou�inu
n �initel�

EMIL CALDA

Matematicko�fyzik�ln� fakulta UK� Praha

P
edstavme si� �e je d�n sou�in n �initel� a �e m�me zjistit� kolika
zp�soby se d� uz�vorkovat� U obvykl	ho sou�inu � proto�e jde o operaci
asociativn� � na uz�vorkov�n� nez�le��� ale rozum�me
li n�soben�m operaci�
kter� asociativn� nen�� je rozlo�en� z�vorek podstatn	� Tak t
eba d�len�
a � b � c � d p
i r�zn	m rozm�st�n� z�vorek� bez nich� nem� v�bec smysl�
m��e d�t r�zn	 v�sledky� nap
� a � �b � �c � d�� " ac�bd� ��a � b� � c� � d "
" a�bcd�
Ur��me nejprve po�et zp�sob� uz�vorkov�n� sou�inu n �initel�� jejich�

po
ad� v tomto sou�inu nen� pevn� stanoveno� ale m��e se m�nit� Po�et
v�ech t�chto zp�sob�� jak uz�vorkovat sou�in n �initel� s ohledem na jejich
po
ad�� ozna��me p�n��

Je z
ejm� p��� " � a p��� " �� nebo� v sou�inu libovoln�ch dvou prvk�
a� b se bez z�vorek obejdeme� ale vzhledem k po
ad� m�me dv� mo�nosti�
ab� ba�
K ur�en� p��� zjist�me� kolika zp�soby lze k sou�in�m ab a ba p
i za


chov�n� po
ad� prvk� a� b p
idat prvek t
et�� kter� ozna��me x# dostaneme
tak�

�ty
i sou�iny p
ipojen�m k prvk�m a� b
sou�inu ab� �xa�b� �ax�b� a�xb�� a�bx�#

dva sou�iny p
ipojen�m k cel	mu sou�inu ab� x�ab�� �ab�x#

�ty
i sou�iny p
ipojen�m k prvk�m b� a
sou�inu ba� �xb�a� �bx�a� b�xa�� b�ax�#

dva sou�iny p
ipojen�m k cel	mu sou�inu ab� x�ba�� �ba�x�

Je tedy p��� " p��� � � " ���
Ne� p
istoup�me k zobecn�n� tohoto postupu na sou�in n �initel�� ur


��me je�t� p���� Vyjdeme z jednoho z dvan�cti mo�n�ch sou�in� t
� �initel�
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a� b� c� t
eba ze sou�inu a�bc�� k n�mu� p
id�me prvek x tak� aby po
ad�
abc z�stalo zachov�no� Dostaneme tak tento po�et sou�in��

�ty
i p
ipojen�m k prvk�m b� c sou�inu bc�
a��xb�c�� a��bx�c�� a�b�xc��� a�b�cx��#

�ty
i p
ipojen�m k prvk�m a� bc sou�inu a�bc��
�xa��bc�� �ax��bc�� a��bc�x�� a�x�bc��#

dva p
ipojen�m k cel	mu sou�inu �a�bc��� x�a�bc��� �a�bc��x�

A proto�e tento postup m��eme aplikovat na ka�dou ze v�ech dvan�cti
mo�nost� jak uz�vorkovat sou�in t
� �initel� s ohledem na po
ad�� plat��
p��� " p��� � �� " �� � �� " ����
Z uveden�ch p
�klad� je vid�t� �e ke ka�d	mu n�soben� dvou ��sel y� z lze

k jednotliv�m �len�m p
ipojit t
et� ��slo x �ty
mi zp�soby� �xy�z� �yx�z�
y�xz�� y�zx�# k cel	mu sou�inu yz lze pak ��slo x p
ipojit dv�ma zp�

soby� x�yz�� �yz�x� Uv�domme si nyn�� �e p
i v�po�tu sou�inu n ��sel
s dan�m po
ad�m a uz�vorkov�n�m prov�d�me n � � postupn�ch n�so

ben� dvou ��sel a �e ke ka�d	 t	to dvojici m��eme p
ipojit nov� prvek �n
zp�soby# a proto�e k cel	mu sou�inu n ��sel m��eme tento nov� prvek p
i

pojit dv�ma zp�soby� je po�et zp�sob�� kter�mi lze do sou�inu n r�zn�ch
prvk� s dan�m po
ad�m i uz�vorkov�n�m za
adit dal�� prvek� d�n v�razem
��n � ��  � " �n � �� Vzhledem k tomu� �e takto m��eme postupovat
u v�ech p�n� mo�nost� uz�vorkov�n� sou�inu n r�zn�ch prvk� s ohledem
na po
ad�� dost�v�me�

V�ta �
Pro po�et p�n �� zp�sob� uz�vorkov�n� sou�inu n � �initel�� v n�m�

z�le�� na po
ad�� plat��

p�n �� " ��n� ��p�n��

Z tohoto rekurentn�ho vzorce a z po��te�n� podm�nky p��� " � z�sk�me
postupn�m dosazov�n�m do vztahu pro p�n� vzorec vyjad
uj�c� p�n� jako
funkci n�

p�n� " ��n� �� � p �n� �� " ��n� �� � ��n� ��� � p �n� �� "
" ��n� �� � ��n� ��� � ��n� ��� � p �n� �� " � � � "

" ��n� �� � ��n� ��� � ��n� ��� � � � � � � � �
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Dal��mi �pravami dostaneme�

p�n� " �n�� � ��n� �� � ��n� �� � ��n� '� � � � � � � � � � � "

"
�n�� � ��n� ��+

��n� �� � ��n� �� � � � � � � � � � � "
��n� ��+
�n� ��+ "

"
�n� ��+��n� ��+
�n� ��+�n� ��+ " �n� ��+

�
�n� �
n� �

�

Odvodili jsme tak n�sleduj�c� v�tu�

V�ta �
Pro po�et p�n� zp�sob� uz�vorkov�n� sou�inu n �initel�� v n�m� z�le��

na po
ad�� plat��

p�n� " �n� ��+
�
�n� �
n� �

�

Chceme
li v�d�t� kolika zp�soby lze uz�vorkovat sou�in n �initel� s da

n�m po
ad�m� sta�� z
ejm� p�n� vyd�lit po�tem v�ech mo�n�ch po
ad�
t�chto n �initel��

V�ta �
Po�et zp�sob� uz�vorkov�n� sou�inu n �initel� s dan�m po
ad�m je d�n

v�razem
p�n�
n+

"

�
�n� �
n� �

�
� �
n
�

Tento v�sledek tak	 ud�v� maxim�ln� po�et r�zn�ch v�sledk�� kter	 lze
z�skat r�zn�m uz�vorkov�n�m sou�inu n �initel� s dan�m po
ad�m�
Uve&me je�t� na z�v�r� �e ��sla

�
�n

n

� � �
n
�se objevila� p
i 
e�en� probl	mu

rozlo�it konvexn� n
�heln�k neprot�naj�c�mi se �hlop
��kami na troj�hel

n�ky� kter�m se zab�val belgick� matematik E� Ch� Catalan ����� � ��$���
S t�mito ��sly� kter� se dnes naz�vaj� Catalanova� se setk�v�me � jak je
vid�t z p
edchoz�ho � i v jin�ch kombinatorick�ch �loh�ch�
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Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me 
e�en� �loh �'� a �'�� jejich� zad�n� byla zve
ejn�na ve t
et�m
��sle aktu�ln�ho ro�n�ku �asopisu MFI�

�loha �
�
V oboru re�ln�ch ��sel 
e�te soustavu rovnic

qp
x � " y � ��qp
y  � " x� ��

Radek Horensk�

�e�en�� Ze zad�n� �lohy plyne� �e ob� nezn�m	 x� y jsou nez�porn	� Po
snadn	 �prav� prvn� rovnice dan	 soustavy pak obdr��me

y " �  
qp

x � � �  
p
� �

Analogicky x � �  p
�� Pokud x � y� je

y � � "
qp

x � �
qp

y  � " x� � tj� y � x�

co� je ve sporu s p
edpokladem x � y� Podobn� lze uk�zat� �e neplat� ani
y � x� Nutn� tedy x " y�

Nyn� ji� sta�� vy
e�it rovnici
qp

x � " x� � �

Jej�m umocn�n�m dost�v�me
p
x � " x�� �x �� Tuto rovnici vy
e��me

u�it�m substituce x " t�� Vzhledem k podm�nce x � �  
p
� sta�� naj�t


e�en� pro t �
p
�  

p
� � �� Po �prav� pak dostaneme algebraickou

rovnici �tvrt	ho stupn�

t� � �t� � t � " �� ���
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Postupn�mi �pravami lev	 strany rovnice ��� m�me

t� � �t� � t � " t��t� � ��� �t� �� " t��t ���t� ��� �t� �� "

" �t� ���t�  �t� � ���
Funkce t�  �t� � � je v�ak rostouc� na mno�in� kladn�ch re�ln�ch ��sel�
Pro v�echna t � � tud�� plat�

t�  �t� � � � �  �� � " � � � �

Proto m� rovnice ��� jedin� re�ln� ko
en v�t�� nebo roven
p
�  

p
�� a to

t " ��

Z�v�r� Dan� soustava m� v oboru re�ln�ch ��sel pr�v� jedno 
e�en�
�x� y� " ��# ��� Zkou�kou se p
esv�d��me o spr�vnosti nalezen	ho 
e�en��

Spr�vn� 
e�en� zaslali Karol Gajdo� z Trnavy� Anton Hn�th z Mora

van� Franti�ek J�chim z Volyn�� Jozef M	sz�ros z Jelky� Ji
� Steckbauer
z Kv�tn	� Ond
ej Barto� z G v -&�ru n� S�� Neumannova� Michael B�l�
z GJV v Klatovech� Ji
� Biolek z GPB ve Fr�dku
M�stku� Ond
ej Bouchala
z G v Hav�
ov�� Komensk	ho�Martin Buch��ek z G v Plzni� Opavsk�� Eva
Gocn�kov� z GJ. v P
erov�� Alena Harlenderov� z SGO v Olomouci� Josef
Hazi z G v Chebu� Filip Hl�sek z G v Plzni� Mikul��sk	 n�m�� Anna Chej�
novsk� z GChD v Praze �� Tom�� Kubelka� z G v -amberku� Kate
ina
Medkov� z BGBB v Hradci Kr�lov	� Jakub Solovsk�� z GMK v B�lovci�
Pavel 
eve�ek z G v Brn�� t
� Kpt� Jaro�e 
t�p�n 
imsa z GJJ v Lito

m�
ic�ch� Martin T�pfer z G v Praze '� Nad .tolou a Luk�� Zav
el z G
v Praze $� Chodovick��

Ne�pln� 
e�en� zaslali Barbora M�lov� z GMK v B�lovci a Hynek Jemel�k
z G v Brn�� t
� Kpt� Jaro�e�

�loha �
	
Uva�ujme troj�heln�k ABC v n�m� K zna�� st
ed strany BC� D�le

nech� S a O jsou po 
ad� st
edy kru�nic opsan�ch troj�heln�k�m ABC
a AKC� Pr�se��k kolmice z bodu O k p
�mce BC s p
�mkou CS ozna�me
P � Doka�te v�tu� M�
li �hel BAC velikost ���� potom jSKj " jCP j� Plat�
i v�ta obr�cen�(

Jaroslav 
vr�ek
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�e�en�� P
edpokl�dejme� �e velikost �hlu BAC je ��� �obr� ��� tedy bod S
le�� v polorovin�BCA� BodyO a S jako st
edy kru�nic opsan�ch le�� na ose
strany AC� Ozna�me L st
ed �se�ky KC� P
�mky SK a OL jsou jako osy
stran BC aKC rovnob��n	� Odtud plyne� �e LP je st
edn� p
��ka troj�hel

n�ku KCS� tedy bod P je st
edem p
epony CS pravo�hl	ho troj�heln�ku
KCS� je proto st
edem kru�nice jemu opsan	 a plat� jCP j " jKP j " jSP j�

���
������

Obr� �

Proto�e velikost obvodov	ho �hlu BAC na kru�nici opsan	 troj�heln�ku
ABC je ���� je velikost jemu odpov�daj�c�ho st
edov	ho �hlu BSC rovna
����� tedy velikost �hlu KSC je ���� V troj�heln�ku KSP plat� jKP j "
" jSP j a velikost jednoho vnit
n�ho �hlu je rovna ���� tento troj�heln�k
je tedy rovnostrann� a plat� jKP j " jSKj� Z rovnosti jKP j " jCP j d�le
plyne jSKj " jCP j� co� jsme m�li dok�zat�

�����
����	
��
�

Obr� �
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Obr�cen� v�ta neplat�� Pokud velikost �hlu BAC je ���� �obr� ��� le��
bod S v polorovin� opa�n	 k polorovin� BCA a velikost �hlu CSK je ����
Stejn� jako v p
edchoz�m p
�pad� ale m��eme uk�zat� �e troj�heln�k KSP
je rovnostrann�� odkud plyne jCP j " jPKj " jKSj�
Spr�vn� 
e�en� zaslali Karol Gajdo� z Trnavy� Anton Hn�th z Mora


van� Franti�ek J�chim z Volyn�� Jozef M	sz�ros z Jelky� Ji
� Steckbauer
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