MATEMATIKA

O trisekel thlu
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Trisekce Ghlu je jedna z tzv. antickych tloh, mezi néz dale pocitame
Delfskou tlohu neboli duplikaci krychle a kvadraturu kruhu. Jednd se
o konstrukéni dlohu, kdy je dan Ghel velikosti ¢, a je zddano nalézt kon-
strukci Ghlu o velikosti $¢. Tato tloha byla prosluld jiz ve starém Recku,
avsak tehdejsimi prostiedky jeji feseni nebylo nalezeno a vznikla hypotéza,
ze prislusnd konstrukce neexistuje. Tuto hypotézu nyni ponékud upfes-
nime.

Konstrukce v antické geometrii se odvijeji od pouziti tehdy dostupnych
prostiedkd. Provadély se v pisku, kde nastrojem pro rysovani tsecek byla
rovnd ty¢ (pravitko) a néstrojem pro rysovani kruZznic byl provizek se
dvéma koliky, z nichz jeden se zabodl do stfedu kruznice, a druhym se
kruznice o poloméru rovném délce provazku opsala. Byla to analogie na-
Seho kruzitka. Uz na tomto misté poznamenejme, ze s piichodem ,nové
technologie®, tj. pouzitim listu papiru misto pisku, k zddné zasadni zméné
nedoslo. Naopak, byl to pravé fecky matematik Eukleides (7il asi v letech
325-260 pi.n.l.), ktery abstrahoval mozZnosti této ,antické techniky“ do
svych slavnych postulatt, které publikoval ve svém stézejnim dile Zaklady
(fecky Stoicheia), viz [3]. Vlastnich postulatt je pét, a jsou nasledujici:

(P1) Kazdymi dvéma body lze vést tsecku.

(P2) Tuto tsecku lze libovolné prodlouZit.

(P3) Kazdou tseckou lze opsat kruznici kolem jednoho jejiho konce.

(P4) Vsechny pravé thly jsou si rovny.

(P5) Méjme piimku a bod, ktery na ni nelezi. Timto bodem lze vést jedi-
nou rovnobézku s danou primkou.
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Uz v dobé antické se matematici preli, zda je postulat (P5) zavisly ¢i ne-
zavisly na postulatech (P1)—(P4), coz v dobé novovéké vedlo k objevu tzv.
neeukleidovskych geometrii, avsak to je jiny pribéh, nesouvisejici s nasim
problémem trisekce thlu.

7 Eukleidovych postulatt ihned plyne, Ze pomoci pravitka a kruzitka
lze provadét konstrukce, které lze rozlozit na néasledujici elementarni kon-
strukce:

(I) Jsou-li ddny dva rizné body A a B, narysovat pfimku prochazejici
body A, B.

(IT) Je-li dan bod A a tsecka délky r, narysovat kruznici o stfedu A
a poloméru r.

Kazdou konstrukci, kterou lze provést postupnym provadénim elemen-
tarnich konstrukei (I) a (IT), nazyvame eukleidovskd konstrukce. Jedné se
zejména o nasledujici konstrukce:

a) Jsou-li ddny dvé riznobé&zné piimky v roviné, zkonstruovat jejich
prusecik.

b) Je-li v roviné ddna kruZnice a piimka, nalézt jejich spoleéné body.

c¢) Jsou-li v roviné dany dvé kruznice, nalézt jejich spolecné body.

V univerzitnim kurzu algebry se obvykle dokazuje nésledujici véta (jejiz
dikaz neuvadime, i kdyZ je pomérné jednoduchy).

Véta
Je dano k tGsecek o délkich ay,as,...,ar. Necht T je téleso, které
vznikne z télesa raciondlnich ¢isel adjunkci ¢isel aq, as, . .., ax, a dale necht

B je nulovym bodem ireducibilniho (nerozloZzitelného) polynomu
2"+ b2 Y+ .+ by 1z + by

nad télesem T'. Lze-li tsecku délky (3 zkonstruovat eukleidovsky, pak stu-
pen n tohoto polynomu je mocninou 2, tj. n = 2™.

A nyni zpét k trisekci tthlu. Uzitim prostfedkt analytické geometrie lze
nasi tlohu formulovat takto: Umistime thel velikosti ¢ € (0; 27) do kartéz-
ské souradnicové soustavy tak, aby jeho vrchol byl v poc¢atku (bod [0, 0])
a aby jedno jeho rameno lezelo na ose z, tj. aby bylo urceno body [0, 0]
a [1,0] (obr. 1). Druhé rameno thlu ¢ je pak ziejmé urceno body [0, 0]
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a [cos @, sin ¢]. Rozdélit thel ¢ na t¥etiny pak znamena nalézt bod, ktery
mé soufadnice [cos £,sin £]. Jelikoz sin £ = /1 —cos? £, Gloha se pfe-
vadi na konstrukci Gsecky o velikosti cos £ pomoci Gsecky o (orientované)
velikosti cos . Ctenafi je jisté zfejmé, ze zndme-li isecku velikosti cos 3,
je tim urcen thel 8 a naopak, je-li dan thel velikosti 3, jeho umisténim
do souradnicové soustavy a opsanim jednotkové kruznice k ihned ziskdame

asecku velikosti cos 3 (obr. 2).

[cos ¢, sin ¢]

©

f - .
[Ov 0} [1: 0] [07 0} Ccos 3 [L O]

Obr. 1 Obr. 2

A nyni pouzijeme vzorec pro cos(a + 3), kdyz ¢ vyjadiime jako %cp + %go,
a déle opét tyz vzorec pro %cp = %cp + %go. Ziskdme tak vztah

3%—3c0s§—cos<p:0.

4 cos
Na levé této strané rovnice je vSak polynom 3. stupné nad télesem T,
které vznikne z télesa raciondlnich ¢isel adjunkci ¢isla cos . Pro nékteré
hodnoty ¢ je tento polynom reducibilni, nap¥. pro ¢ = 0° (cosp = 1),
© = 90° (cosp = 0),p = 180° (cosp = —1), a kazdy Ctenaf jisté dokaZe
nalézt konstrukci, kterd déli tyto konkrétni t¥i Ghly na tfetiny. OvSem
napf. volbou thlu ¢, pro ktery je cosy = %, ziskdme polynom

® @
16cos® = —12cos = — 3
cos 3 c053 R

ktery je ireducibilni, a jehoz stupen je 3, tedy neni mocninou 2. Dle vyse

uvedené véty tedy nelze eukleidovsky zkonstruovat tsecku délky cos £,

450 Matematika - fyzika - informatika 20 2010/2011



a tedy ani thel %. Takto byla pomoci aparatu algebry dokdzana nemoznost
eukleidovské konstrukce trisekce obecného dhlu.

Pripomenme nyni ¢tendfi Gvodni zminku o nastrojich, uzivanych Eu-
kleidem a antickymi matematiky pfi konstrukcich v pisku. Ve starovéku
ovsem existovaly i jiné civilizace nez fecka, které byly izolované a rozvijely
matematiku jinymi prostiedky. Inspirovéni [2] uvedme starou civilizaci dal-
ného vychodu, a to civilizaci japonskou. Ta se vyznacovala mj. tim, ze ovla-
dala technologii vyroby papiru. Nezacinala proto konstrukcemi v pisku,
ale rovnou na papiru. List papiru m4 tu vlastnost, Ze ho lze (na rozdil od
pisku) preklddat, a jak je zfejmé, vznikne-li pfimka na listu papiru pielo-
Zenim (jako ryha, tzv. pfehyb), je viditelnd po obou stranich tohoto listu.
Uméni skladani a prekladani papiru dalo vzniknout tzv. uméni origams
(viz [1] a [4]). Na listu papiru tak jeho pfeklddanim vznikaji konstrukce
piimek a jejich prisecikii. Ctenaf jisté ihned pochopi, jak pomoci piekla-
déni listu papiru lze napf. zkonstruovat primku, kterda prochazi danym
bodem a ktera je kolmé k dané piimce, a tedy rovnéz, jak k dané piimce
zkonstruovat rovnobézku prochéazejici danym bodem. Podobné jako Euk-
leides odvodil postulaty (P1)—(P5), precizujici planimetrické konstrukee,
jsou dnes znamé také tzv. Huzitovy axiomy pro origami, viz [1]:

(A1) Jsou-li ddny dva rizné body A a B, existuje jediny pfehyb proché-
zejici body A a B.

(A2) Jsou-li ddny dva rizné body A a B, existuje jediny pFehyb umistujici
bod A na bod B.

(A3) Jsou-li dany dvé piimky k a [, existuje pfehyb umistujici k£ na I.

(A4) Je-li dan bod P a piimka k, existuje jediny piehyb kolmy k piimce k,
ktery prochézi bodem P.

(A5) Jsou-li dany rizné body A a B a piimka p, existuje pfehyb umistujici
A na p a prochazejici bodem B.

(A6) Jsou-li dany rizné body A a B a dvé rizné piimky p a ¢, existuje
prehyb umistujici bod A na pfimku p a B na q.

(A7) Je-li ddn bod A a p¥imky p a ¢, existuje piehyb umistujici A na p
a kolmy ke q.

Pouzitim (A1)—(A7) lze provadét vSechny konstrukee, které davaji vznik
tzv. sklddankam origami. Pro nés je vSak nejdulezitéjsi, ze pomoci téchto
skladanek, které budeme povazovat také za elementdrni konstrukce, lze
Tesit vice tloh nez pomoci konstrukei eukleidovskych. Specidlné 1ze takto
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zkonstruovat trisekei thlu (viz [2]), jak ukdzeme. Necht je dan ahel velikosti
¢ na (pravothelnikovém) listu papiru (obr. 3).

S

Obr. 3

Nyni zvolme libovolnou kladnou délku a a pomoci prehybu zkonstruujme
dvé rovnobézky p a g ve vzdalenostech a a 2a od hrany z papiru (obr. 3).
Dale podle (A6) ptelozme list papiru tak, aby bod P ptesel do bodu P’
na pfimce P a bod @ do bodu @' na piimce k, coz je druhé rameno hlu
©, kde S zna¢i bod prehybu na hrané x (obr. 4).

Q'
(’2/ -
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\J (83
P S ’
Obr. 4

Jelikoz |PT| = |TQ|, je |[<PP'T| = |<QP'T| = «, a protoze p || z,
je také |<PP'T| = |<SPP'|. Vzhledem k tomu, ze |SP| = |SP'|, je
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|<SPP'| = |<SP'T|. Odtud plyne, ze 3|a<SPP'| = |<SP'Q|. Ze sou-
mérnosti sdruzenych thli koneéné plyne ¢ = |[<SPQ'| = |[<SP'Q)|, tedy
=Ly

Jak jsme diive zdtvodnili, tato konstrukce nemiize byt eukleidovska, je
vsak dostatecné jednoduché. K jejimu provedeni staci list papiru a prekla-
déani pirehybt. Takze zavérem: kdyby mél Eukleides papir...

Literatura

(1] Alperin, R. C.: A mathematical theory of origami constructions and numbers. New
York Journal Math. 6, 2000.

[2] Casselman B.: If Eukleides had been Japanese. Notices American Mathematical
Society, 54, 2007).

[3] Eukleides: Zaklady. Vyd. OPS, Nymburk 2008.

[4] Hull T.: Project origami: Activities for exproring mathematics. A. K. Peters, Ltd.,
Wellesley, MA, 2006.

[5] Geretschliger R.: Geometrie origami. Arbelos, Shipley 2008.

Ulohy s dopravni tematikou

PAVLA PAVLIKOVA — JARMILA ROBOVA — ANTONIN SLAVIK

Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Praha

Tento ¢lanek! volné navazuje na predchozi predstaveni vznikajici sbirky
aplika¢nich tloh? a je zaméfen na tlohy souvisejici s riznymi situacemi
s dopravni tematikou. Uvedené piiklady z matematického hlediska procvi-
¢uji linearni, kvadratickou a linearni lomenou funkci, feseni jednoduchych
rovnic a nerovnic, praci s grafem a vazeny pramér.

LClanek vznikl s podporou rozvojového projektu MSMT &. 14/38 (Podpora infor-
magnich center a spoluprace se stfednimi §kolami a vefejnosti).

2Pavlikova, P. — Robova, J. — Slavik, A.: Fahrenheit, Celsius a americky cent, MFI,
ro¢. 20 (2010/2011), &. 7.
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1. Benzin nebo nafta?

Pani Novakova uvazuje o koupi nového vozu. Rozhoduje se mezi vari-
antou vozu s naftovym nebo benzinovym motorem. Auto, které si vybrala,
stoji s naftovym motorem 311 000 K¢, cena téhoz auta s benzinovym moto-
rem je 246 900 K¢. Vyrobcem udavana kombinovana spotieba na 100 km je
u naftového pohonu 4,8 litru, u benzinového 5,9 litru. Po ujeti kolika kilo-
metra by se vyplatila investice do drazsi, tedy naftové verze, uvazujeme-li
cenu benzinu 32,70 K¢ za litr a cenu nafty 31,80 K¢ za litr??

Reseni. Dany problém piedstavuje jednoduchou variantu rozhodovaci tilo-
hy, kdy hledame pro nas optimélni feseni. Ke spravnému rozhodnuti mi-
zeme vyuzit schopnost pracovat s linedrni nerovnici.

Oznacime-li si x pocet najetych kilometr, potom naklady N; spojené
s koupi benzinového motoru jsou

5,9
Ny = (246900 + - 32,70 - K¢
! < ¢ 100)
(celkové néklady jsou sou¢tem kupni ceny vozu a ¢astky, kterou zaplatime
v priméru po ujeti z kilometri za pohonné latky). Pro variantu s naftovym
motorem obdobné plati

48\
Ny = (311000+a:-31,80- 100) Ké.

Je ziejmé, ze kratce po ndkupu vozu bude N; < N». Nasim tkolem je
vypocitat hodnotu z, pri které se zacne vyplacet investice do drazsiho
motoru. Redime tedy nerovnici N; > No, tj.

5,9 4,8
24 32,70 - — > 311 31,80 - —
6900+ z - 32,70 100_3 000+ z - 31,80 100’
odkud vyplyva
x > 159097.

Pokud by se pani Novakova rozhodovala jen podle uvedenych tdajt
(a nikoliv podle vlastnosti motoru atd.), vyplatil by se ji naftovy pohon
pouze v pripadé, kdyby s vozem planovala ujet vice nez 160 tisic kilometr.

3Uvedené ceny pohonnych hmot byly aktudlni k 23. 11. 2010.
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Danou tlohu mtizeme rovnéz fesit graficky. Do jednoho grafu vyneseme
zavislosti ndkladd N7, No na poc¢tu z ujetych kilometri; hledanou hodnotu
odecteme jako z-ovou soutadnici praseciku obou primek:

néklady v K&

600000} |1 Benzinovy motor
- Naftovy motor

500000 |

1

1

I

400000 | - :
1

1

300000F 7
»,..,f'" |

50000 100000 150000

Se studenty dale mtizeme diskutovat nad otdzkou, jak by se zménil vy-
sledek tlohy, pokud by napiiklad cena za litr benzinu vzrostla o 1,50 K¢
a cena za litr nafty klesla o 0,20 K¢ (v tom ptipadé by se naftovy pohon vy-
platil po ujeti pfiblizné 128 tisic kilometrt), resp. jak by vysledné rozhod-
nuti pani Novakové ovlivnila pobidka prodejce v podobé slevy 30 000 K¢
pfi ndkupu naftového motoru (hrani¢ni hodnota by byla pfiblizné 85 tisic
kilometri).

2. Cervené na semaforu

sv s

Automobil jedouci rychlosti vy = 50 km/h se blizi ke svételné kiizovatce.
V okamziku, kdy se po zeleném signélu rozsviti zluty* signal ,Pozor!“, je
auto 45 metrt pred kiizovatkou, a doba, po kterou sviti zluty signdl, je
3 sekundy. Jak by se mél ridi¢ zachovat, jestlize se boji ztraty bodd za pro-
jeti kfizovatky na Cervenou? M4& pokracovat v jizdé stalou rychlosti, nebo
ma zacit brzdit, nebo ma naopak zrychlit? Predpokladejme, ze reakcéni
doba tidice je tg = 1 sekunda.

4Pokud by vés v této chvili lakalo protestovat proti terminu Zuty signdl, nebot svétlo
na semaforu se jevi oranZové, l1ze se odvolat na text Vyhlasky ¢. 30/2001 Sb., kterou se
provadéji pravidla provozu na pozemnich komunikacich a Gprava a Fizeni provozu na
pozemnich komunikacich, ve znéni vyhlasky &. 153/2003 Sb., vyhlasky &. 176/2004 Sb.,
vyhlagky ¢. 193/2006 Sb., vyhlasky &. 507/2006 Sb., vyhlasky &. 202/2008 Sb., vyhlagky
¢. 91/2009 Sb. a vyhlagky ¢&. 247/2010 Sb. Pro matematickou podstatu tlohy nastésti
neni barva signalu ,,Pozor!“ dilezita.

Matematika - fyzika - informatika 20 2010/2011 455



a) Ulohu feste pro piipad
(i) suché asfaltové vozovky (volte koeficient smykového t¥eni mezi vo-
zovkou a pneumatikami vozidla f = 0, 8),
(ii) namrzajici asfaltové vozovky (volte koeficient smykového tieni mezi
vozovkou a pneumatikami vozidla f = 0, 3).
b) Jakou maximalni rychlosti by mohl jet ¥idi¢ v piipadeé ii), aby dobrzdil
jesté pred semaforem?

Reseni. Pti feSeni této alohy je nutné si uvédomit, ze draha potiebnd pro
zastaveni vozidla je souctem tzv. reakéni drahy a vlastni brzdné drahy.

Reakéni drédha sg je draha, kterou ridi¢ ujede od okamziku, kdy rozpo-
zna Kritickou situaci, do okamziku, kdy tuto informaci vyhodnoti a za¢ne
brzdit. Délka reakcni doby ridice zavisi na jeho okamzitém zdravotnim
stavu, koncentraci a dalSich okolnostech. Za prameérnou reakcni dobu tg
byva povazovana jedna sekunda. Pohybuje-li se vozidlo rychlosti vy, potom
pro reakéni drahu plati (jde o rovnomérny pohyb)

SR =9 ' IR-

Pri vypoctu vlastni brzdné drdhy mizeme vyuzit zjednodusené verze za-
kona zachovani energie.> Ozna¢me m hmotnost vozidla, f koeficient smy-
kového treni mezi vozovkou a pneumatikami vozidla, g tthové zrychleni
(9 = 9,81 m/s?) a sg brzdnou dréahu. Piedpokladdme-li, Ze se kineticka
energie vozidla %m -v? pii brzdéni pfeméni v praci tiecich sil m - f - g - s
pusobicich mezi pneumatikami a vozovkou, plati priblizné

vt =me g s,

odkud pro vypocet brzdné drahy sp ziskdme priblizny vztah
2

Yo
T ary
a pro celkovou drahu s potfebnou pro zastaveni vozidla dostaneme
2
s=8p+ 8B =1 tr + Y% .
2f-g

5 Atkoliv se jedné o zjednodugeni celého problému (nezabyvame se kvalitou brzdo-
vého systému daného vozu, hloubkou vzorku na pneumatikach atd.), analogicky pfri-
blizny vztah najdeme mimo jiné i v norm& CSN 73 6101 Projektovéani silnic a dalnic
v piiloze B pro vypocet délky rozhledu pro zastaveni.
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a) V pfipadé i) ziskdme po dosazeni f = 0,8 hodnotu

50 502
(2 = 96 m.
s <3,6 +3,62-2-0,8-9,81> o o

Ridi¢ rozhodné stihne zabrzdit jesté diive, nez se na semaforu rozsviti
cervena.

V piipadé ii) plati pro f =0,3

50 50?2
=== .1 =47 m.
N <3,6 + 3,62-2-0,3-9,81> o m

Na namrzlé vozovce tedy ridi¢ nestihne dobrzdit jesté pred semaforem.
Pokud by vibec brzdit nezacal a pokracoval v jizdé rychlosti vy, potom
by za 3 sekundy ujel 41,7 metru. Nestihl by proto projet, dokud sviti
zluté svétlo, a do kiizovatky by vjel na cervenou, ¢imz by riskoval pét
trestnych bod do své karty fidice. Jeho jedinou moznosti je proto v situaci
ii) pfiméiend zrychlit.5

b) Hleddme-li maximalni ¢iselnou hodnotu vy,ax po¢ateéni rychlosti, pii
niz by fidi¢ dobrzdil v situaci ii) jesté pred semaforem, feSime kvadratickou
nerovnici

U2

'Umax
45 > 1 __max :
~ 36 * 3,62-2-0,3-9,81
tedy
0> 02, + 21,19 vyax — 3432,72.

Jejim FeSenim zjistime, Ze pocatecni rychlost nesmi prekro¢it 48,95 km/h.
Reseni ilustruje nasledujici obrézek (draha s potiebné k zastaveni je kva-
dratickou funkci poc¢ateéni rychlosti vg):

6Riziko bodového postihu za piekroéeni maximalni povolené rychlosti v obci o méné
nez 20 km/h je niz8i (2 body) neZ v pfipadé& jizdy na Cervenou.
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m

: : : : : ~ km/h

10 20 30 40 50 60
3. Kombinovana spotfeba

Pan Bezradny si zakoupil novy automobil. Pfi jeho koupi mu prodavajici
sdélil nasledujici idaje tykajici se spotieby daného modelu: kombinované
spotfeba 6,9 1/100 km, spotfeba mimo mésto 4,9 1/100 km (spotiebou
v méstském provozu se takticky nechlubil). Kupujici tedy ocekaval, Ze
spotieba ve mésté se bude pohybovat kolem 9 1/100 km.” Pan Bezradny
vsak jezdil prevazné v méstském provozu. Ke svému zdéseni brzy zjistil, ze
i po tzv. zab&hu nového motoru dosahuje primérné spotieby nad 10 1/100
km, prestoze si zakldd4 na tom, ze ma ,,velmi lehkou nohu na plynu“. Vy-
pravil se tedy ke svému prodejci tento fakt reklamovat. Byla jeho stiznost
opravnéna?

Reseni. Kupujici doplatil na to, Ze si nezjistil viechny informace. Na z4-
kladé smérnice ¢. 70/220/EHS (ve znéni pozdéjsich novel, zejména smér-
nice ¢. 91/441/EHS) se v soucasné dob& kombinovand spotieba S osobnich
vozidel urcuje jako vaZeny prumeér spotieby pii jizdé méstem M a pii jizdé
mimo mésto V' podle vzorce

4-MA4TV

S 11

Pro spotrebu v méstském provozu v pripadé pana Bezradného vychézi

11-S—-7-V
M=—2_"°"""
4 )

"Naivni zdkaznik p¥i svém odhadu vychézel ze zkugenosti se svym piedchozim vozem
z roku 1990, u n&jz byly v technickém prikazu uvedeny spotieby v rezimech mésto/90
km/120 km (podle smérnice & 80/1268/EHS) a kombinovana spotieba se potitala jako
aritmeticky primér téchto hodnot.
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tedy

11-69—7-4,9

M = 1/100 km = 10,4 1/100 km.

Stiznost pana Bezradného nebyla opravnéna.

4. Predjizdéni na déalnici

Na délnici jel v pomalém jizdnim pruhu kamion dlouhy 12 m rychlosti

vp = 80 km/h. KdyZz se k nému zezadu na 100 m pfiblizil dalsi kamion
jedouci rychlosti 90 km/h, vybo¢il tento druhy kamion do rychlého jizd-
niho pruhu a pustil se do predjizdéni. Kdyz byl 100 m pted predjizdénym
kamionem, vratil se zpét do pomalého jizdniho pruhu a pokracoval v jizdé.
Pro zjednoduseni predpokladejme, Ze oba fidi¢i méli nastaveny tempomat,
takze udrzovali po celou dobu manévru konstantni rychlost.

2)
b)

0

Jak dlouho pfi celém predjizdéni blokoval kamion rychly pruh délnice?
ciho kamionu v. Sestrojte graf zavislosti doby predjizdéni ¢ v sekundach
na rychlosti predjizdéjiciho kamionu v pro v € (81 km/h; 100 km/h).
Vypoctéte, jakou rychlosti by musel kamion predjizdét, aby rychly pruh
blokoval maximalné po dobu jedné minuty.

Reseni.

a)

Béhem predjizdéni musel druhy kamion ujet o (100 + 12 + 100) me-
tri vice nez kamion, ktery byl predjizdén. Druhy kamion se vzhledem
k prvnimu pohyboval rychlosti o 10 km/h = (10 : 3,6) m/s vétsi. Cely
predjizdéci manévr mu proto trval dobu

100 + 12 + 100

10:.36 5 08

Rychly pruh délnice byl blokovan po dobu 76 s, tedy déle nez jednu
minutu. Nelze se proto divit, Ze na mnoha tsecich nasich silnic je jizda
kamionii v rychlém pruhu zakazéana.
Pro c¢as t vyjadreny v sekundéch lze odvodit vztah

(100 + 12 4 100) - 3,6 763,2

t= v — 80 ST =80 ¥

kde v je rychlost predjizdéjictho kamionu v km/h. Cas ¢ je linearni
lomenou funkci rychlosti v. Pro hodnoty v € (81 km/h; 100 km/h)
dostaneme ¢ast vétve hyperboly:
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600
400 +

200 |

T km/h
00 /

¢) Zajima nés, pro jakou ¢iselnou hodnotu rychlosti v, bude ¢ < 60 s.
Resime proto nerovnici

(100 + 12 + 100) - 3,6

< 60.
Umin — 80

Odtud plyne, ze predjizdéjici kamion by se musel po silnici pohybovat
rychlosti alespon 92,72 km/h.

Zavér

Uvedené ulohy byly vénovany riznym situacim v dopravé. S dalsimi
aplika¢nimi alohami, které vytvari kolektiv autord z Matematicko-fyzikalni
fakulty UK, se muzete v blizké dobé seznamit na webovych strankach
Katedry didaktiky matematiky MFF UK v Praze. Na adrese

www.karlin.mff.cuni.cz/katedry/kdm/aplikace

budou zvefejnény nékteré nové tlohy z pripravované sbirky.

460 Matematika - fyzika - informatika 20 2010/2011



O rozmistovani zavorek v soucinu
n Cinitelu

EMIL CALDA
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Predstavme si, ze je dan soucin n Ciniteld a ze mdame zjistit, kolika
zpusoby se da uzévorkovat. U obvyklého sou¢inu — protoze jde o operaci
asociativni — na uzdvorkovani nezdlezi, ale rozumime-li nasobenim operaci,
kterd asociativni neni, je rozlozeni zavorek podstatné. Tak tfeba déleni
a :b:c:dpfirizném rozmisténi zévorek, bez nichz nemd viibec smysl,
mize dat rizné vysledky, napt. a : [b: (¢ : d)] = ac/bd, [(a :b) : ¢] : d =
=a/bcd.

Urcéime nejprve pocet zptisobii uzdvorkovani soucinu n Ciniteld, jejichz
poradi v tomto soucinu neni pevné stanoveno, ale mize se ménit. Pocet
vSech téchto zpisobii, jak uzavorkovat soucin n ¢initel s ohledem na jejich
pofadi, ozna¢ime p(n).

Je zfejmé p(1) = 1 a p(2) = 2, nebot v soudinu libovolnych dvou prvkia
a, b se bez zavorek obejdeme, ale vzhledem k poradi mame dvé moznosti:
ab, ba.

K urceni p(3) zjistime, kolika zplisoby lze k sou¢intim ab a ba pfi za-
chovani poradi prvki a, b pridat prvek tieti, ktery oznac¢ime x; dostaneme
tak:

Ctyfi sou€iny pripojenim k prvkim a, b

soudinu ab: (za)d, (ax)b, a(xb), a(bx);
dva souciny pfipojenim k celému souinu ab: x(ab), (ab)x;

CtyTi souciny pripojenim k prvktm b, a

soudinu ba: (zb)a, (bx)a, b(za), b(ax);

dva soudiny pfipojenim k celému souéinu ab: x(ba), (ba)z.
Je tedy p(3) = p(2) -6 = 12.

Nez pristoupime k zobecnéni tohoto postupu na soucin n Cinitell, ur-
¢ime jesté p(4). Vyjdeme z jednoho z dvanécti moznych soucint t¥{ ¢initeld
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a, b, ¢, tfeba ze soucinu a(bc), k némuz priddme prvek = tak, aby poradi
abc zlistalo zachovano. Dostaneme tak tento pocet soucinti:

Ctyti pripojenim k prvkim b, ¢ soucinu be:
a[(zb)c], a[(bx)c], a[b(xc)], alb(cr)];
Ctyfi pfipojenim k prvkim a, be soudinu a(be):

dva pfipojenim k celému soucinu [a(bc)]: z[a(be)

A protoZe tento postup miZeme aplikovat na kazdou ze vSech dvanacti
moznosti jak uzdvorkovat soucin tii Ciniteld s ohledem na poradi, plati:
p(4) =p(3) - 10 =12 - 10 = 120.

Z uvedenych prikladi je vidét, ze ke kazdému nasobeni dvou ¢isel y, z 1ze
k jednotlivym ¢lentim pFipojit tieti ¢islo x ¢tyfmi zpusoby: (zy)z, (yz)z,
y(xz), y(zz); k celému soudinu yz lze pak ¢islo x pfipojit dvéma zpi-
soby: z(yz), (yz)z. Uvédomme si nyni, Ze pfi vypoctu soudinu n Cisel
s danym poradim a uzdvorkovanim provadime n — 1 postupnych néaso-
beni dvou ¢isel a ze ke kazdé této dvojici mizeme piipojit novy prvek 4n
zpusoby; a protoze k celému soucinu n ¢isel mizeme tento novy prvek pri-
pojit dvéma zplsoby, je pocet zptsobi, kterymi lze do soucinu n riznych
prvkid s danym poradim i uzavorkovanim zaradit dalsi prvek, dan vyrazem
4(n — 1) + 2 = 4n — 2. Vzhledem k tomu, Ze takto mizeme postupovat
u vSech p(n) moZnosti uzdvorkovani soucinu n rtznych prvki s ohledem
na poradi, dostavame:

Véta 1
Pro pocet p(n+ 1) zptisobt uzavorkovani souéinu n+ 1 ¢initeld, v némz
zalezi na poradi, plati:

p(n+1) = (4n — 2)p(n).

Z tohoto rekurentniho vzorce a z poc¢ateéni podminky p(1) = 1 ziskdme
postupnym dosazovanim do vztahu pro p(n) vzorec vyjadiujici p(n) jako
funkci n:

p(n) = (4n— 6) - p(n — 1) = (4n — 6) - (4n — 10) - p(n — 2) =
=M4n—-6)-4n—10)-(4n—-14)-p(n—-3) = ... =
= (dn—6)-(4n—10)- (4n—14)- ... -6-2
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Dalsimi tpravami dostaneme:

p(n)=2""-(2n-3)-(2n—5)-2n—-7)- ... -5:3-1=
B 2"t (2n — 2)! _(@n-2)

2n-2)-2n—4)-...-6-4-2  (n—-1)!

_ (n=D!2n-2)! 2n —2
B _(”_1)!<n_1>

Odvodili jsme tak nasledujici vétu:

Véta 2
Pro pocet p(n) zptsobu uzavorkovani soucinu n ¢initelll, v némz zélezi

na poradi, plati:
2n —2
= (n—1)!
pn) = (n =02 (2 7 2)

Chceme-li védét, kolika zptisoby lze uzavorkovat soucin n Ciniteld s da-
nym poradim, sta¢i zfejmé p(n) vydélit poctem vSech moZnych poradi
téchto n Ciniteld:

Véta 3
Pocet zplisobli uzévorkovani soucinu n Ciniteld s danym poradim je dan

vyrazem
p(n)  (2n—-2\ 1
nl \n—-1) n

Tento vysledek také udava maximalni pocet riznych vysledki, které 1ze
ziskat rliznym uzdvorkovanim soucinu n C¢initeltt s danym poradim.
Uvedme jesté na zavér, ze Cisla (27?) . % »se objevila“ pri feSeni problému
rozlozit konvexni n-thelnik neprotinajicimi se Ghloprickami na trojahel-
niky, kterym se zabyval belgicky matematik E. Ch. Catalan (1814 — 1894).
S témito Cisly, kterd se dnes nazyvaji Catalanova, se setkdvame — jak je

vidét z predchoziho — i v jinych kombinatorickych ilohéch.
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Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 173 a 174, jejichz zadani byla zvefejnéna ve tfetim
¢isle aktualniho ro¢niku casopisu MFI.

Uloha 173
V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic

VVr+2=y-2,
VJVYy+2=x-2.

Radek Horensky

Reseni. Ze zadani tlohy plyne, Ze ob& nezndmé z,y jsou neziporné. Po
snadné Upravé prvni rovnice dané soustavy pak obdrzime

y=2+\/Vr+2>2+2.

Analogicky z > 2 4+ /2. Pokud z > y, je

y_2:\/\/§+2>,/\/17+2:a:—2 tj. y >,

coz je ve sporu s predpokladem x > y. Podobné lze ukazat, ze neplati ani
y > z. Nutné tedy z = y.

Nyni jiz staci vytesit rovnici

VVr+2=z-2.

Jejim umocnénim dostévdme /Z + 2 = 12 — 4z + 4. Tuto rovnici vytresime
uzitim substituce z = t2. Vzhledem k podmince z > 2 + /2 stadl najit

feSeni pro t > /2++/2 > 1. Po tpravé pak dostaneme algebraickou
rovnici ¢tvrtého stupné

th—4t* —t+2=0. (1)
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Postupnymi apravami levé strany rovnice (1) mame
th =4 —t 2= —4) - (t-2) =2t +2)(t—-2) - (t—2) =

=(t—2)(t> +2t* - 1).

Funkce t3 + 2t2 — 1 je v8ak rostouci na mnoziné kladnych redlnych ¢isel.
Pro vSechna t > 1 tudiz plati

22 —-1>142-1=2>0.

Proto m4 rovnice (1) jediny redlny kofen vétsi nebo roven /2 + v/2, a to
t=2.

Zaver. Dana soustava ma v oboru redlnych c¢isel pravé jedno feSeni
(z,y) = (4;4). Zkouskou se presvéd¢ime o spravnosti nalezeného feSeni.

Spravnd feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van, Frantisek Jachim z Volyné, Jozef Mészdros z Jelky, Jiri Steckbauer
z Kvétné, Ondiej Bartos z G v Zdaru n. S., Neumannova, Michael Bily
z GJV v Klatovech, Jiri Biolek z GPB ve Frydku-Mistku, Ondrej Bouchala
z G v Havifové, Komenského, Martin Buchdcek z G v Plzni, Opavska, Eva
Gocnikovd z GJS v Pierové, Alena Harlenderovd z SGO v Olomouci, Josef
Haziz G v Chebu, Filip Hldsek z G v Plzni, Mikula$ské nam., Anna Chej-
novskd z GChD v Praze 5, Tomds Kubelka, z G v Zamberku, Katerina
Medkovd z BGBB v Hradci Kralové, Jakub Solovsky, z GMK v Bilovci,
Pavel Sevecek z G v Brnég, tf. Kpt. Jarose Stépdn Simsa z GJJ v Lito-
méficich, Martin Topfer z G v Praze 7, Nad Stolou a Lukds Zavrel z G
v Praze 9, Chodovicka.

Netplna feSeni zaslali Barbora Mdélovd z GMK v Bilovci a Hynek Jemelik
z G v Brné, t¥. Kpt. Jarose.

Uloha 174
Uvazujme trojahelnik ABC v némz K znaci stfed strany BC. Daéle
necht S a O jsou po fadé stfedy kruznic opsanych trojahelnikim ABC
a AKC'. Prusecik kolmice z bodu O k piimce BC' s pfimkou C'S ozna¢me
P. Dokazte vétu: M4-li thel BAC velikost 60°, potom |SK| = |CP|. Plati
i véta obracena?
Jaroslav Svrcek
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Regeni. Predpokladejme, Ze velikost thlu BAC' je 60° (obr. 1), tedy bod S
lezi v poloroviné BC'A. Body O a S jako stfedy kruznic opsanych lezi na ose
strany AC. Ozna¢me L stied tsecky KC. Pi¥imky SK a OL jsou jako osy
stran BC a K C rovnobézné. Odtud plyne, ze LP je stfedni pricka trojihel-
niku KC'S, tedy bod P je stiedem ptrepony CS pravouhlého trojihelniku
K (S, je proto stfedem kruznice jemu opsané a plati |CP| = |KP| = |SP)|.

Obr. 1

Protoze velikost obvodového tthlu BAC' na kruznici opsané trojihelniku
ABC je 60°, je velikost jemu odpovidajiciho stfedového thlu BSC rovna
120°, tedy velikost ahlu KSC' je 60°. V trojuhelniku K SP plati |KP| =
= |SP| a velikost jednoho vnitfniho Ghlu je rovna 60°, tento trojahelnik
je tedy rovnostranny a plati |[KP| = |SK]|. Z rovnosti |[KP| = |CP| déle
plyne |SK| = |CP|, coz jsme méli dokazat.

S

Obr. 2
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Obrécené véta neplati. Pokud velikost thlu BAC je 120° (obr. 2), lezi
bod S v poloroviné opa¢né k poloroviné BC' A a velikost tthlu C'SK je 60°.
Stejné jako v predchozim piipadé ale mtzeme ukézat, ze trojihelnik K.SP
je rovnostranny, odkud plyne |CP| = |PK| = |KS|.

Spravnd feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van, Frantisek Jachim z Volyné, Jozef Mészdros z Jelky, Jiri Steckbauer
z Kvétné, Ondiej Bartos z G v Zdaru n. S., Neumannova, Michael Bily
z GJV v Klatovech, Ondrej Bouchala z G v Havitové, Komenského, Martin
Buchdcek z G v Plzni, Opavska, Eva Gocnikovd z GJS v Prerové, Komen-
ského, Alena Harlenderovd z SGO v Olomouci, t¥. Jifiho z Podébrad, Josef
Hazi z G v Chebu, Nerudova, Filip Hldsek z G v Plzni, Mikulasské nam.,
Barbora Mélovd z GMK v Bilovci, Pavel Sevecek z G v Brné, ti. Kpt.
Jarose Stépdn Simsa z GJJ v Litoméricich a Martin Topfer z G v Praze 7,
Nad Stolou.

Netplna feseni zaslali Jirt Biolek z GPB ve Frydku-Mistku, Anna Chej-
novskd z GChD v Praze 5, Zborovska, Miroslav KobliZek a Tomds Kubelka,
z G v Zamberku, Kateiina Medkovdi z BGBB v Hradci Kréalové, Orlické
nabtezi, Jakub Solovsky, z GMK v Bilovci, Lukds Zavrel z G v Praze 9,
Chodovicka.

Pavel Calabek
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