MATEMATIKA

Fahrenheit, Celsius a americky cent

PAVLA PAVLIKOVA — JARMILA ROBOVA — ANTONIN SLAVIK
Matematicko-fyzikani fakulta UK, Praha

Cilem vyuky matematiky na zdkladnich i stfednich skolach je nejen roz-
vijet a prohlubovat matematické védomosti a dovednosti zaki, ale také jim
priblizit vyznam matematiky jako uzitecného nastroje k reseni problémut
z realného svéta. Tento aspekt matematického vzdélavani je ve skolach
realizovan riznymi zpasoby a metodami, nejéastéji byva ilustrovan pro-
stfednictvim feSeni aplikac¢nich dloh. V rtiznych ucebnicich i sbirkach se
vSak objevuji priklady, které se jako aplikacni tvari, ve skutecnosti jsou ale
odtrzeny od reality a obsahuji fiktivni ¢i zkreslené idaje. Vhodné zvolend
aplika¢ni Gloha pritom muze poslouzit jako efektivni motivac¢ni néstroj,
ktery u zakd vzbudi zdjem o dany problém, a tedy i o matematiku.

Se zamérem poskytnout ucitelim a zaktm stfednich skol redlné apli-
kac¢ni dlohy z rtznych oblasti matematiky vznika na Katedfe didaktiky
matematiky MFF UK v Praze sbirka aplika¢nich tloh. Prace na sbirce je
podporovana rozvojovym projektem MSMT! a na jeji tvorbé se podileji
Jana Hromadova, Magdalena Hyksova, Oldfich Odvarko, Pavla Pavlikova,
Eliska Pecinova, Jarmila Robova a Antonin Slavik, (v abecednim pofadi).
Na pripravé sbirky rovnéz intenzivné pracoval Ivan Saxl (12009). Sbirka by

vvvvvv

zékladni pojmy (zv1a$té procenta a poméry),
rovnice, nerovnice a jejich soustavy,

funkce, jejich grafy a vlastnosti,

goniometrie,

LRozvojovy projekt MSMT &. 14/38 (Podpora informatnich center a spolupréce se
stfednimi §kolami a vefejnosti na MFF UK).
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e planimetrie a stereometrie,

e financ¢ni matematika,

e diferencialni a integralni pocet,

e kombinatorika, pravdépodobnost a statistika.

Ke kazdému tématu jsou pripravovany podrobné fesené vzorové pii-
klady, za kterymi nasleduji nefeSena cviceni obdobného charakteru; na-
vody na jejich feseni véetné vysledktt budou k dispozici v zavérecné casti
pripravované sbirky. Pied vzorovymi ptiklady, jejichz reseni vyzaduje kon-
krétni znalosti z dalSich obort, jako je napiiklad fyzika, chemie ¢i bio-
logie, budou doplnény kratké tvody do dané problematiky, aby ucitel
a zaci nemuseli dohledavat potiebné informace v jinych zdrojich. Nasle-
dujici ukazky z ptripravované sblrky obsahujl aplikac¢ni Glohy zaméfené na
linedrni funkce, rovnice a nerovnice?

[ 1. Ulohy o méfeni teploty
Pro méreni teploty se pouZivaji rizné stupnice.
U nds se pouZiva Celsiova stupnice, v USA davaji
prednost Fahrenheitové stupnici. Pro prevod mezi
obéma stupnicemi plati vztah
9
tF = g . tC + 32,

kde tr je ciselnd hodnota teploty ve stupnich Fah-
renheita a tc je ciselnd hodnota teploty ve stupnich
Celsia.

Souboj Celsius versus Fahrenheit

Pro rychlé pirevody mezi obéma stupnicemi se
v bézném zivoté misto prevodniho vztahu

9
tF:gtC+32

pouziva jednoduchd aproximace

tr =2-tc + 30.

2N&které ukazky ze sbirky jiz byly prezentovany na Setkani uéitelfi matematiky vech
typtl a stupit skol v listopadu 2010, vice viz Pavlikova P.: Aplikacni dlohy v matematice
na stiedni $kole. In Lavitka M., Bastl B. (ed.): Setkani ucitelt matematiky v8ech typt
a stupii $kol 2010, Vydavatelsky servis, Plzen, 2010, str. 203—205.
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Dvé Zeny prevadély naméfenou teplotu na venkovnim teploméru ve stup-
nich Celsia na stupné Fahrenheita tak, Ze jedna z nich pouzila prevodni
vztah a druhd aproximaci. Obé ziskaly stejny vysledek. Jak je to mozné?

Reseni. Obé zeny postupovaly podle riiznych piedpisii, ale ziskaly stejny
vysledek — teplotu ve stupnich Fahrenheita. Tedy plati

9
s to+32=2 10 +30,

odtud t¢ = 10.
Pro teplotu 10 °C, resp. 50 °F, davaji obé metody stejny vysledek.
Reseni piikladu lze ilustrovat i graficky, jak ukazuje nasledujici obréazek.

°F

Priblizny vztah

Presny vztah

°C

10 20 30 40 50 60 70 80 90

Presné nebo priblizné?

Vypocitejte, v jakém rozsahu teplot ve stupnich Celsia je odchylka teplot
ve stupnich Fahrenheita urcenych z aproxrimacniho vztahu a z prevodniho
vztahu mezi Fahrenheitovou a Celsiovou stupnici

a) nejvySe 1 °F,  b) nejvyse 2 °F,  ¢) nejvyse 3 °F.

Reseni. Plati 9

tF:g-tc+32, tp =2 -tc + 30,

kde tc je ¢iselnd hodnota teploty ve stupnich Celsia, tp ¢iselnd hodnota
teploty ve stupnich Fahrenheita urdend pomoci pievodniho vztahu a g
¢iselnd hodnota teploty ve stupnich Fahrenheita urend pomoci aproxi-
macniho vztahu.
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a) Podle zadani m4 pro odchylku teplot ¢y a tp platit
ltr —tp| < 1.
Odstranénim absolutni hodnoty dospéjeme k soustavé nerovnic
tp — 1 <tp <1+tp.

Dosazenim za tr a tp pak ziskdme soustavu nerovnic s nezndmou tg:

9
~tc + 33

9

Upravou nerovnic dostaneme
o <tc < 15.

Pro teploty z intervalu (5 °C, 15 °C) je tedy odchylka teplot ve stupnich
Fahrenheita urc¢enych z aproximac¢niho a z pfevodniho vztahu nejvyse 1 °F.

b) Postupujeme stejné jako v pfedchozim pripadé a zjistime, ze odchylka
teplot je nejvyse 2 °F pro teploty z intervalu (0 °C, 20 °C).

c) Odchylka teplot je nejvyse 3 °F pro teploty z intervalu (—15 °C,
25 °C).
Teplota, nebo horecka?

Normalni teplota lidského téla mérend v podpazni jamce se pohybuje
mezi 36 °C az 37 °C. Teplota kolisa béhem dne, nejnizZsi byjvd casné rino,
nejuyssi naopak v podvecer.

Normélni teplota: 86 °C - 37°C
Zvysena teplota: 37 °C — 38 °C
Horecka: nad 38 °C

Vysoka horecka: nad 41 °C.

Obecné se doporucuje sniZovat teplotu, aZ kdyZ stoupne nad 38 ° C, ne-
bot zvysend teplota je jednim z obranngch mechanisma lidského téla. Pri
zvysené teploté se zastavuje mnoZeni bakterii a vird.

Pani Caroline Smith, ktera je na navs§tévé u své netefe v Praze, one-
mocnéla chiipkou. Netef se domlouva se svym praktickym lékafem dr. To-
pilem. — A kolik mé teplotu?* — ,Rikd, Ze mé na svém teploméru sto
celych devét.“ — ,Co je to za nesmysl?“ Je to opravdu nesmysl?
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a) Vyjadrete ¢iselnou hodnotu teploty ¢ ve stupnich Celsia pomoci ¢p.
b) Jakou ma pani Caroline teplotu ve stupnich Celsia? M4 horecku,
nebo zvysenou teplotu?

Reseni. Neni to nesmysl, pani Caroline si na svém teploméru méfila teplotu
ve stupnich Fahrenheita.
a) Z rovnosti tp = 2 - t¢ + 32 vyjadiime t¢ a ziskdme vztah

tc=—- (tF - 32).

5
9

b) Dosadime-li do posledniho vztahu tp = 100,9, zjistime, Ze teplota
pani Caroline je priblizné 38,3 °C, tj. prekrocila mez 38 °C. Pani Caroline
ma tedy horecku.

451 stupnia Fahrenheita

Roman 451 stupnu Fehrenheita je jednim
z nejznameéjsich dél amerického spisovatele
Raye Bradburyho. Déj se odehrdva v daleké bu-
doucnosti, kdy spolecnost ovladaji masovd mé-
dia, knihovny a knihy jsou zakdzany a pdleny
poZarniky. Ti maji ve znaku cislo 451, nebot
pri teploté 451 °F se papir vzniti a hoii®. ..

Urcete, jak by znél ndzev roméanu Raye Brad-
buryho ve stupnich Celsia. Zaokrouhlete na celé
stupné.

Reseni. Z prevodniho vztahu tp = £ - tc + 32
vyjédifme t¢ = 3 - (tp — 32). Po dosazeni tp =
= 451 a zaokrouhleni t¢ na celé Cislo ziskame
vysledek. Néazev romanu by znél 233 stupnd

Celsia.

2. Ulohy o americkém centu

Americky cent, tj. jedna setina dolaru, se od ostatnich americkych minci
odlisuje svou typickou medénou barvou; ve skutecnosti se jednd o slitinu

3Teplota vzniceni papiru zalezi na riiznych faktorech, zejména na jeho kvalité. Ob-
vykle se udava, ze tato teplota zacind od 185 °C.
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meédi a zinku. Mince md primér 19 mm a tloustku 1,25 mm. AZ do roku
1982 byla hmotnost centu tvorena z 95 procent médi a z 5 procent zinkem.
Ceny médi na svétovych trzich vsak rostly a hrozilo nebezpeci, Ze vyrobni
hodnota centu presdhne jeho nomindlni hodnotu. Proto se v roce 1982
zmenilo sloZeni centu a nyni obsahuje pouze 2,5 procenta médi a 97,5 pro-
centa zinku (jddro mince je zinkové a pldst médény, takZe vnéjsi vzhled je
stejny jako u staré mince).

Kolik vazi cent?
Jakou hmotnost mél cent pted rokem 1982 a jakou hmotnost ma nyni?
Hustota médi je 8 920 kg/m?, hustota zinku je 7140 kg/m3.

Reseni. Necht pcu, pza znadéi hustoty médi a zinku, d je priimér mince a ¢
jeji tloustka. Vypocitame objem mince pomoci vzorce pro objem vélce:

d\ 2
V:7T'<§> -t = 354 mm®

Necht a znadi procentudlni hmotnostni podil médi v minci vyjadieny de-
setinnym ¢islem z intervalu (0, 1); hmotnostni podil zinku je pak 1 — a.
Celkovy objem je sou¢tem objem® médéné a zinkové slozky, tj.

a-m (L—a)-m

V= + :
PCu PZn

odkud vyjadrime hmotnost mince

(1)
E PZn
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Dosazenim a = 0,95 vypocteme pivodni hmotnost mince m; = 3,1 gramu,
zatimco a = 0,025 d& hmotnost nové mince my = 2,5 gramu.
Kolik stoji cent?

Jaké jsou skutec¢né hodnoty starého centu a nového centu? Cena médi
je v soucasné dobé 6,77 dolaru za kilogram a cena zinku je 2,15 dolaru za
kilogram. Predpokladejte, ze ostatni vyrobni naklady jsou zanedbatelné.

Reseni. Necht ccy a czy jsou ceny médi a zinku v dolarech za kilogram.
Skute¢nou hodnotu mince ¢ dostaneme sec¢tenim ceny médéné slozky a zin-
kové slozky, tj.

c=a-m-ccy+ (1 —a) m-czn. (2)
Dosazenim a = 0,95 vypocteme cenu staré mince ¢; = 0,02 dolaru, zatimco
a = 0,025 da cenu nové mince ¢z = 0,006 dolaru.
Podil médi v centu

Jaky by mohl byt maximdalni procentudlni podil médi, aby pii sou-
casnych cenach kovi nepiekrocila skute¢nd hodnota mince jeji nominalni
hodnotu, tj. 0,01 dolaru?

Regeni. Necht H = 0,01 dolaru. Sta¢i najit hodnotu a € (0; 1), pro kterou
je cena mince c rovna H. PouZijeme vztah (2) a feSime rovnici

a-m-coy+(l—a)-m-cz, =H.
Hmotnost m dosadime ze vztahu (1):

a-V-cou (1—-a)-V-czn
a (1—-a) T (1-a) -
PCu PZn PCu PZn

Po vynasobeni jmenovatelem zlomkt na levé strané dostaneme linearni
rovnici

11—
a-V-CCu+(1—a)-V-cZn:H<L+Q),
PCu PZn
odkud vypocteme
H

+H = T V.,
PCu PZn PZn

a

a-V-ccy—a-V-czn—H-
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pr — Vot = 0,33

a= = .
T g =%

Vecon—V - epn — 4 1

PCu PZn

Maximalni pfipustny podil médi je ptiblizné 33 procent.
Zavislost ceny mince na obsahu médi ukazuje nasledujici obrazek.

cena v USD

0,020 | el

0010 "

o
L : . .

0 02040608 1

podil médi

Zavér
Uvedené ulohy ilustruji koncepci chystané sbirky i charakter tloh, které
jsou do sbirky postupné zarazovany. S dal§imi Glohami se muzete sezna-

mit ve volné navazujicim pripravovaném c¢lanku, ktery bude zaméfen na
problémy s dopravni tematikou.

Keltské uzly a délitelnost

KARFEL PAZOUREK

Gymnézium Praha 10, Pripoto¢ni

V piedchozim ¢lanku [1] jsme ukézali souvislost keltskych uzli special-
niho pravothelnikového tvaru, osové soumérnosti a délitelnosti prirozenych
Cisel. Zavedli jsme znaceni a pojmy jako cesta, cyklus nebo roh uzlu. Jako
matematicky model ndm poslouzilo schéma vzniklé z thlopficek ctverct
sité vepsané do pravothelniku, jak je naznaceno na obr. 1.
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Obr. 1

V nésledujicim textu spoéteme délku cykla a jejich pocet v (pravouhel-
nikovém) uzlu (p, ¢). PomZe ndm jeden pomocnik — mravenec. Abychom
se mu odvdécili, ukdzeme postup, ktery ndm umozni mravencovi rict, zda
dojde po provazku, po kterém zrovna leze, az do rohu uzlu.

Pripomenme, ze za jednotku délky provazku jsme zvolili délku thlo-
pricky ctverce sité.

Priklad 1
Jak jsou dlouhé cykly v uzlu (p, q)7?

Resgeni. Pouzijeme postup podobny metodé uvedené v ¢lanku [2].

Predstavme si mravence, ktery leze z bodu na levém okraji uzlu po
zvoleném cyklu stale jednim smérem stalou rychlosti tak dlouho, az se vrati
do vychoziho bodu. Jak velkou vzdalenost urazi ve vodorovném sméru?
Vime, ze smér cyklu se méni pouze na hranici pravotihelniku, ve kterém
uzel lezi. Proto mravenec urazi ve vodorovném sméru vzdalenost 2jp, 7 € N
— sudy ndsobek p (sudy proto, ze mravenec vzdy jde nejprve az k pravému
okraji a pak se vraci zpét na levy okraj). Podobné lze zdivodnit, Ze ve
svislém sméru ujde mravenec vzdalenost 2kq, k € N.

Navic protoze se pohybuje vodorovné i svisle vzdy o stejnou vzdalenost
(napriklad jde-li o 1 svisle, jde i o 1 vodorovné — chodi vzdy po thlopfickach
¢tvereckd miize), musi byt

2jp = 2kq.
Cislo j je tak pocet piejiti uzlu zleva doprava a zpét, ¢islo k pak pocet
prejiti uzlu zdola nahoru a zpét. Navic nds opét zajimé nejmensi mozné
hodnota ¢isel j, k, chceme, aby mravenec prosel cyklus pouze jednou. Tudiz

2jp = 2kq = 2n(p, q),
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coz je tedy délka zvoleného cyklu.* Navic hodnoty j, k zjevné nezavisi na
volbé cyklu, tudiz vysledek plati pro libovolny cyklus. d

Dostavame tak dikaz hypotézy 2 a zaroven diikkaz hypotézy 3 z pred-
choziho ¢lanku [1].

Cestu muzeme povazovat za ,zplo§tély“ cyklus v nasledujicim smyslu:
Vyjdeme-li z jednoho jejiho konce a dojdeme-li do koncového rohu cesty,
otocime se zde a jdeme zpatky do vychoziho bodu.

Porovnejte feSeni uvedeného prikladu a prikladu 4 z predchoziho ¢lan-
ku [1]. Uvédomte si piibuznost jednotlivych avah, i kdyZ jsou vyfceny
v jazyce jinych partii matematiky. Podivejte se na obr. 2, ktery zachycuje
situaci posledni tlohy v jazyce osovych soumérnosti:

Y

8

(0] 2 4 6 8 10 12 7

Obr. 2

Uvédomte si, kde se na obrazku objevi vzdalenosti 2jp a 2kq. Vysvétlete,
jak se projevi dvojky v téchto ¢islech na ,rozbaleni“ cyklu do tisecky.

Mravencova pout
V nésledujici iloze pouzijeme jedno tvrzeni:

Tvrzeni
Pro kaZdd dvé prirozend cisla p, q plati:

pq =n(p, q) - D(p, q)-

4Symbol n(p, ¢) znadi nejmensi spoleény nasobek piirozenych &isel p,q. Podobnd
D(p, q) znali nejvétsi spolecny délitel t&chto &isel.
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kde n(p, q) a D(p, q) znaci nejmensi spoleény ndsobek a nejvétsi spolecny
délitel cisel p a q.

Diikaz tvrzeni (pomoci prvociselného rozkladu éisel p, ¢) je jednoduchy,
proto jej prenechame laskavému a zvidavému ¢tenari.

Piiklad 2
Urcete pocet cykla v uzlu (p, q).

Reseni. Vime, Ze celkova délka provézku v uzlu je 2pq. Cesty jsou v uzlu
vzdy dvé, kazdd méfi n(p, q). Kazdy cyklus je dlouhy 2 - n(p, ¢), tudiz
pocet cykll je

2pq —2-n(p, q) _ 2(pg—n(p, q))

2-n(p,q) 2-n(p, q)

_n(p, g -D(p, g) —np, q) _ N
- H(p, q) - D(p7 q) 1

O

Z vysledku predchoziho piikladu plyne, Ze v uzlu (p, ¢) nejsou zadné
cykly pravé tehdy, kdyz ¢isla p, ¢ jsou nesoudélné.

Priklad 3

Predstavme si uzel (p, q) v souradnicovém systému tak, jak je na obr. 3.
Yy

q

Obr. 3

Vezméme si libovolny bod [k,1], k,1 € N, ktery lezi na néjakém provazku
uzlu. MiiZe se z néj mravenec dostat do bodu O][0; 0], kdyz pijde po nékte-
rém provazku, ktery bodem [k, I] prochézi? (Jinymi slovy: Prochazi néktery
provéazek jak bodem [k, 1], tak bodem O]0;0]?)
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Regeni. Podivejme se na obr. 4 (je zakreslen prop =5 a g = 3):

Y
O/

5q

dg+1
4q
4q —1

3q

2q + 1
2 b
ag—1 LS

Obr. 4

Je zde uzel (p,q) a cesta prochdzejici bodem O]0;0] ,rozbalend“ do
asecky OO'.

Z obrazku je ziejmé, Ze pokud ma leZet bod [k, ] na této cesté, musi
se zobrazit osovymi soumérnostmi na tsecku OO'. Pro kazdy bod tsecky
OO’ pfitom plati, ze jeho soufadnice se rovnaji.

Bod [k,!] lezici na této cesté tak musi spliiovat nékterou z nasleduji-
cich podminek (v nésledujicich étyfech bodech kdykoliv se mluvi o sudém
poctu, mysli se tim, Ze mize byt i nulovy):

a) Bod [k,!] se zobrazi na bod tsec¢ky OO’ pomoci lichého poétu (2a—1)

svislych os a lichého poctu (2b — 1) vodorovnych os. Jeho obraz pak
ma soufadunice [2ap — k, 2bq — ] a plati rovnost soufadnic

2ap — k = 2bq — 1.
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b) Bod [k,!] se zobrazi na bod tsecky OO’ pomoci sudého poétu (2a)
svislych os a lichého poctu (2b — 1) vodorovnych os. Jeho obraz pak
mé soufadnice [2ap + k, 2bg — [] a plati rovnost soufadnic

2ap + k = 2bq — 1.

c¢) Bod [k, ] se zobrazi na bod usecky OO’ pomoci lichého poctu (2a—1)
svislych os a sudého po¢tu (2b) vodorovnych os. Jeho obraz pak m4
soufadnice [2ap — k, 2bq + ] a plati rovnost soufadnic

2ap — k = 2bqg + 1.

d) Bod [k, [] se zobrazi na bod tsecky OO’ pomoci sudého poctu (2a)
svislych os a sudého poctu (2b) vodorovnych os. Jeho obraz pak ma
soutradnice [2ap + k, 2bq + ] a plati rovnost souradnic

2ap + k = 2bq + 1.

Tudiz bod [k, ] lezi na OO', pokud existuji dvé celd nezédporna ¢isla a, b
takovéd, Ze je splnéna alespon jedna z rovnosti uvedenych v a) — d).
O

Samoziejmé mohou byt splnény i dvé z uvedenych rovnosti, napiiklad
bod [3; 1] v uzlu (4, 3) miZeme zobrazit podle jedné svislé a jedné vodo-
rovné osy (pfipad a)):

24-3=5=23-1,
nebo podle dvou svislych a t¥i vodorovnych os (pfipad b)):

244+3=11=4.3-1.

Specidlné je vidét, ze body, jejichz jedna souradnice je sudé a druhé licha,
nikdy nemuzou leZet na cesté vychazejici z bodu [0;0].

Podobnym zptisobem lze fesit i obecnou variantu této tlohy:
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Priklad 4

Mize se mravenec dostat po jednom provazku z bodu [i,j] do bodu
[k, 1]?

A jesté jedna uloha pro zvédavce:

Priklad 5

Pokud bod spliiuje pravé jednu z pozadovanych rovnosti a) — d) v feSeni
vyse uvedené tlohy, 1ze néjak poznat, zda se ma mravenec vydat néjakym
smérem, aby dorazil pfimo do bodu [0, 0], bez otaceni na provazku?

Poznamky na zavér

O keltskych uzlech (anglicky Celtic Knots) toho bylo napsdno velmi
mnoho. Vyhledava¢ Google najde pro vyraz ,,Celtic Knot“ 964 000 odkazt
(leden 2011). Dalsi (nejen matematicky) zdjem lze uspokojit v jiz citova-
ném C¢lanku [2] a odkazech v ném uvedenych. Tento ¢lanek vak pouziva
jiny model keltského uzlu, dokonce pojednava o keltskych uzlech kruho-
vych, s dirami uprostied nebo lomenych. Navic je zde ukazana souvislost
keltskych uzl a permutaci.

Na internetu existuje také také cela rada névodi, jak keltsky uzel na-
kreslit, jednim z nich je uvefejnény na strankdch Marca Wallace [3]. Tato
metoda umoziuje pii trose praxe dobie odhadovat vysledny tvar uzlu.

Literatura
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[2] Fisher, G. — Mellor, B.: On the Topology of Celtic Knot Designs. Visual Mathema-
tics, Vol. 7, No. 1, 2005; http://myweb.lmu.edu/bmellor/celticknots.pdf

[3] Wallace, M.: Celtic Knot Construction; http://www.wallace.net/knots/howto/

398 Matematika - fyzika - informatika 20 2010/2011



Kombinacni ¢isla a soucet

> iG+DGE+2) .G +k—1)
j=1

EMIL CALDA
Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Praha

V tomto ¢ldnku uréime soucet prvnich n ¢lenti posloupnosti, jejiz n-ty
¢len je dan jako soudin k ¢initeld n(n+1)(n+2)...(n+k—1). PouZijeme
pritom vysledky, které jsou uvedeny ve ,Sbirce FeSenych tloh® [1], kde je

pomoci cest ve ¢tvercové siti odvozen vztah
k . k+1 . k+2 . k+3 n n k+n\ (k+n+1
k k k k k N k+1

a kde jsou jeho uzitim urceny néasledujici soucty

o n+1
1+2+3+...+n=2]=< ) >,
=1

Jj=1 Jj=1

1:2:3+2-3-4+ ... +nn+1)n+2) =) jG+D{+2) =

:6é<j§2> :3!(”13)

Na zakladé téchto rovnosti usoudime, Ze pro hledany soucet patrné plati:

1.2:3 .. k+2:34- . (k+1)+3-45 . -(k+2)+ ... +n(n+1)(n+2)- ...

n

k=1 =3 GG +2) ...<j+k—1>=k!(’;i’f)-
j=1
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Dokéazeme nyni, ze tato rovnost, k niz jsme dospéli na zidkladé analogie,
plati pro v8echna prirozend ¢isla k, n. Dikaz provedeme uzitim metody
matematické indukce; musime si v8ak uvédomit, ze v dokazované vété —
ozna¢me ji V(k,n) — vystupuje nikoli jedna, ale dvé pfirozené proménné.
Ditkaz, Ze uvedend véta V' (k, n) plati pro vSechna pfirozend k, n provedeme
ve dvou krocich:

Nejprve indukei podle k dokazeme, Ze pro v8echna k plati V'(k, 1), potom
indukci podle n dokdzeme, Ze plati V (k, n).

Diikaz prvniho kroku:
a) V(1,1) plati, nebot 1 = 1!(14—1).

1+1
b) Pro vSechna k plati implikace V(k,1) = V(k + 1, 1), nebot
1+k 1+ (k+1)
1-2-3- ... - k(k+1)=k! kE+1)=(k+1)!
5 (k+1) QHJ>(+ )=+ )Qk+m+1>

Diikaz druhého kroku:
a) Podle prvniho kroku plati V'(k,1).
b) Pro vSechna n plati implikace V (k,n) = V(k,n + 1), nebot

1-2:3- ... k+2-34-...-(k+1)+ ... +nn+1)(n+2) ...

.(n+k-1+n+1D)n+2)... n+k-1)(n+k) =

- n+k (n+k)! - n+k [tk o n+k+1
h<k+1 L =k kE+1 K k W k+1 )

Tim je dokazano, Ze pro vSechna prirozend cisla k, n plati

jz::lj(j+1)(j+2) ...(j+k—1):k!<’;i’1“>.

Pripomefime je$té na zavér, ze v [1] jsou pomoci vlastnosti kombinac¢nich
Cisel, kterd je v tomto ¢clanku uvedena na ¢tvrtém radku, urceny soucty:

z”: n(n +1)(2n + 1), Z] n*(n+1)%

Podobnym zpiisobem miizeme urcit i jiné soucty; pro ilustraci ur¢ime sou-
cet 351 J(j +2).
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Postupujeme tak, Ze vyjadiime souéin j(j + 2) ve tvaru

L . (it J
J(J+1)+J—2< 5 >+<1>,
odkud dostaneme:

n n . n -
" J+1 J n+2 n+1
E 1)=2 E E =2 .
. G+1) . <2>+. <1> <3>+<2
]:1 ]:1 j:1
Uvedené uziti kombinacnich se v bézné vyuce pro nedostatek casu ne-

probira. Pokud se vSak najde vhodné prilezitost, nebude na skodu, kdyz s
nim aspon nékteré studenty sezndmime.
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Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime zadani dalsi dvojice tiloh nasi pravidelné rubriky. Jejich feseni
mizete zaslat nejpozdéji do 10. 5. 2011 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc. Jejich feseni lze zaslat také elektronickou
cestou (pouze v8ak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou
adresu: mfi@upol.cz. Zajimava a originalni feseni Gloh radi uverejnime.
Uloha 177

Necht D, E jsou vnitini body strany BC' trojuhelniku ABC, pro néz

plati
| <BAD| = |<DAE| = |<EAC| = §|<BAC|.

Dokazte nerovnost |BD| + |EC| > 2|BC|.
Jozef Mészaros
Uloha 178
Dokazte, ze ¢islo 5™ + 7™ + 13" je slozené pro kazdé prirozené cislo n.
Martin Pandk
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