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Uvod

Pri urc¢ovani obsahu lichobeznika sa uz zZiaci zakladnej $koly zoznamuja
s jeho strednou prieckou. V tomto prispevku sa budeme zaoberat vlast-
nostami dal$ich vyznamnych priecok lichobeZznika a ukdzeme ich stvislost
s priemermi dvoch nezdpornych cisel.

V celom ¢lanku pouzivame jednotné oznacenie vrcholov lichobeznika
ako A, B,C, D, kde strany AB, C'D st rovnobezné zékladne (|CD|<|AB|).

Strany AB, BC,CD,DA a ich dlzky oznacujeme a,b, c, d.

Budeme vySetrovat iba tie priecky lichobeznika, ktoré st rovnobezné
s jeho zdkladihami. Okrem priecky Stvoruholnika, ¢im sa rozumie kazda
useCka s krajnymi bodmi na hranici Stvoruholnika, ktora nie je stcastou
jeho hranice, budeme pouZivat termin priecka priamok. Prieckou priamok
p, q nazyvame kazda usecku MN,kde M € p, N € qa M,N ¢ pNy.

Vseobecné vyjadrenie dlzky priecky rovnobeZnej so zakladiiami

Na obr. 1 je znazorneny lichobeznik ABCD umiestneny v linedrnej
ststave stradnic (B, z, y) zvolenej tak, aby B [0,0],C [b,0], A [0, a]. Priam-
ka AD pretina os y v bode [0, a, a tak md rovnicu y = kx+a, kde k = &2,
¢o vyplyva z jej rovnice po dosadeni siradnic bodu D [b, c]. Plati teda

y="—F-c+a (1)
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Obr. 1

Kazdé priamka rovnobeZnd s osou y vytina na priamkach BC a AD
priecku M N, kde N [z,0], M [z,y] a stradnica y,, spliia podmienku (1).

Dizka tejto priecky je |MN| = |ya|. Naviac, ak 0 < = < b, je Gsecka
MN aj prieckou lichobeinika ABCD a yp > 0. MdZeme teda vyslovit
nasledujicu vetu:

Veta 1
Dizka priecky MN lichobeznika ABCD, ktord je rovnobeind s jeho zd-
kladriami a md krajné body M a N postupne na ramendch AD a BC),

je
c—

- Y| BN| +a. 2)

MN| =

Vztahy (1) a (2) umoziuja urcovat dizky prieok rovnobeznych so za-
kladhami lichobeZnika, ako aj iné metrické vztahy viazané na tento Gtvar.
Musime si v8ak uvedomit, Zze pracujeme so ststavou suradnic, ktora je
takmer vzdy kosouhld. Napriklad nemozno pouzit vztah |KL| =

= \/(:1:1 —22)% + (y1 — y2)? pre vzdialenost bodov K [z1,y1] a L [z2,ys],
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pretoze tento vztah plati iba kartezianskej siradnicovej sistave. Nasledu-
jace vety st prikladmi tvrdeni, ktoré mozno pomocou vztahov (1) a (2)
Tahko odvodit. Ich dokazy st jednoduché, vyZzaduju len zdkladné stredo-
skolské poznatky z analytickej geometrie a z planimetrie. Z toho dovodu
tieto dokazy (s vynimkou vety 7) neuvddzame a odporucame éitatelovi,
aby si ich urobil sdm, a tak si precvic¢il dan problematiku.

Veta 2

Pre dlZku my strednej priecky lichobeinika ABCD a vzdialenost x4
priesecnika priecky s ramenom BC' od vrcholu B plati

a+c b
2 s CUA—i. (3)

mag =

Veta 3

Pre dlzku mq tej priecky rovnobeinej so zdkladiiou AB lichobeinika
ABCD, ktord ho rozdeluje na dva podobné lichobezniky a pre vzdialenost
xg priesecnika priecky s ramenom BC od vrcholu B plati

b
TG = =
1-|-\/j
a

(Navod. Z podobnosti lichobeznikov vzniknutych rozdelenim podla
priecky vyplyva ¢/mg = ma/a.
Na vypocet z¢ mozno pouZit vzorec (2) alebo opit uvedentt podobnost.)

mag = \/%7 (4)

Veta 4

Pre dlZku mpy tej priecky rovnobeznej so zdkladiiou AB lichobeinika
ABCD, ktord prechddza priesecnikom jeho uhlopriecok a pre vzdialenost
xg priesecnika priecky s ramenom BC' od vrcholu B plati

2ac b
a+c 14 =
a

(Navod. Najdite najprv rovnice priamok BD, AC a ich priese¢nik.)
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Obr. 2

Veta 5

Vzdialenosti  priesecnika  predlZengich ramien AD,BC lichobeznika
ABCD od jeho vrcholov B,C, A, D v danom poradi si

ab cb ad cd

(Navod. Vyuzite podobnost trojuholnikov ABV a DCV.)

Veta 6
Vzdialenosti priesecnika uhlopriecok AC, BD lichobeznika ABCD od
jeho vrcholov B, D, A, C v danom poradi si

af cf ae ce
a+c a+c a+c a+c

(Navod. Vyuzite podobnost trojuholnikov ABS a C'DS.)

Veta 7

Pre dlZku myg tej priecky rovnobeznej so zdkladiiou AB lichobeinika
ABCD, ktora rozdeluje lichobeznik na dva lichobezniky s rovnakym obsa-
hom a pre vzdialenost v i priesecnika priecky s ramenom BC od vrcholu B
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plati

a? + c2 b a? + ¢ (6)
mg = T = a— .
K 2 0 KT a—¢ 2
Dokaz. Uvazujme oznacenie podla obr. 1 a polozime |ZABC| = .

Lichobezniky ABNM a MNCD maja v danom poradi vysky zg sinf
a (b — xk)sin B. Z rovnosti ich obsahov vyplyva

H%xlg sin 8 = mKTH(b — k) sin §.

Rovnicu vyndsobime vyrazom 2/sin 3 a po pridani rovnice (2) dosta-
neme ststavu

+
TK a
b

mg =

(a +mg)rrx = (mg +¢)(b—zk).

Z prvej rovnice ststavy urcime

a—mg
Tg = —b
a—c
a dosadime do druhej rovnice. Po prevedeni st¢tu na spolo¢ného menova-
tela obdrzime

(a+mg)(a—mg)b  (mg +c)(mg —c)b

a—cC a—cC

a odtial po Gprave (s vyuZitim vzorca pre rozdiel Stvorcov) mame

2 2 _ 2 2
a” — mij = my —c°.

Plati teda

a2+ c? a—mg b a? + c2
myg = , T = b= a — .
2 a —c¢ a—c 2

Priecky a priemery
Pozorny citatel si istotne uvedomil geometricky i algebricky vyznam
priecok ur¢enych vztahmi (6), (3), (4) a (5):
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Priecka so sturadnicou x g rozdeluje lichobéznik ABC' D na dva lichobez-

niky rovnakého obsahu a jej dlzka mx je kvadratickym priemerom z dlzok
jeho zékladni AB,CD.

Priecka so stiradnicou z 4 je strednou prieckou lichobeznika ABCD a jej
dlzka m 4 je aritmetickym priemerom z dlzok jeho zdkladni AB,CD.

Priecka so stradnicou z¢ rozdeluje lichobeznik ABC'D na dva podobné
lichobezniky a jej dlzka m¢ je geometrickym priemerom z dizok jeho zé-
kladni AB,CD.

Priecka so stradnicou x g prechddza prieseénikom uhlopriecok AC, BD

lichobeznika ABCD a jej dlzka my je harmonickym priemerom z dlzok
jeho zékladni AB,CD.
DokaZeme eSte znamu vetu o vzajomnom vztahu medzi priemermi.

Veta 8
Nech cisla

2 2
a’ +c a+c 2ac
, mp = ,  mg =+ac, mpg=
2 2 a+c

mg =

st postupne kvadraticky, aritmeticky, geometricky a harmonicky priemer
kladnych cisel a,c. Plati

MK > Mg > mg > M, (7)

kde rovnost medzi vztahmi nastdva prdve vtedy, ked a = c.

Doékaz. Z definicii priemerov je hned vidno, Ze pre a = ¢ plati v (7) rov-
nost. UvaZzujme teda a # c¢. Defini¢né vztahy pre priemery sa nezmenia pri
kazdej zamene Cisel a, ¢, preto moézeme bez ujmy na vSeobecnosti predpo-

kladat, ze a > c a ¢isla a, ¢ interpretovaf ako dlzky zakladni lichobeznika,
z obr. 1. Potrebujeme dokézat, ze plati

mg >myg > mag > Mgy.

Inak povedané, zZe prislusné priecky v lichobezniku st usporiadané podla
obr. 3.

326 Matematika - fyzika - informatika 20 2010/2011



)

A a é a-c¢
Obr. 3

Ako vidime na obrazku, je tdto podmienka ekvivalentné s nerovnostami
T < x4 < vg < xH, ktoré teraz dokdzeme. Podla predpokladu plati
¢ < a. Pocitajme

a’ +¢?
b [a? + 2 b [a? + 2 a+ 2
Q’,’K: — = a — =
a—c 2 a—c 2 a2 + 2
a+
2
b a+c <b a+c b
=< - = ... = — = Iy4.
2 Zr2 2 R g — 4
a+4/ 5 a+4/ 5
Naviac\/g<1aplati
b b < b
rxp === =zq.
4727141 \/? ¢
14+4/=
a
. c c )
Kedze ¢ < a, tak potom—<\/japlat1
a a
b b ab
< = TH

rqg = =
¢ C ]_+E a+c
1+ p a
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c—a C e o . .
T + a je linedrna, pre ¢ < a aj klesajtca, a preto so

Funkcia y =

zvicsujucimi sa hodnotami premennej  funkéné hodnoty y klesaju. Plati

teda
2+2 + 2
mK:\/%>mA:a2c>mG:\/ac>mH:1 1

+ -
a c

Tym je dokaz ukonceny.

Zaver

Verime, Ze zozndmenie sa so zaujimavou stvislostou priemerov a di-
zok priecok lichobeznika moze prispiet k rozvoji geometrického myslenia,
ako i motivacie v stredoskolskej matematike. Synteticky pristup k hladaniu
geometrického vyznamu priemerov najde Citatel v publikicii [5] (str.
57-59) alebo v ¢lanku [4].

Stcasne sme upozornili i na vyhodu pouzitia kosouhlej ststavy stiradnic
pri rieseni niektorych problémov metédou stradnic. Skolskd matematika,
sa obmedzuje len na pracu s kartezianskymi stiradnicami. Je to bezosporu
vyhodné v praxi, ale ako sme videli, je obc¢as uzito¢né pouzit aj iné linearne
stradnice.
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Obecny trojuhelnik

STANISLAV TRAVNICEK

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

P1i vyuce uciva o trojuhelnicich se zabyvame jednak zvlastnimi pii-
pady — trojihelniky rovnoramennymi, rovnostrannymi nebo pravoahlymi
— a jednak nékdy potiebujeme, aby trojuhelnik, ktery na tabuli zvolime,
nebyl zddnym takovym zvlastnim ptipadem. Pro jednodussi vyjadrovani
v tomto ¢lanku budeme tikat obecny trojihelnik kazdému trojihelniku,
ktery neni zvlastnim pripadem ve shora uvedeném smyslu, tj. ktery neni
rovnoramenny, rovnostranny ani pravouhly. Tento pojem ostatné mnoho
uditeltt pouzivalo a pouziva odedédvna, i kdyZ jej nenajdeme v [1].

Pouziti obrazku obecného trojihelniku pti probirani jednotlivych témat
(viz napt. [2], €l. 1.4, 1.6 a 2.4) je vhodné vzdy, kdyZ pojednéviame o troj-
thelnicich a nemame na mysli konkrétni zvlastni pripad. Jak tedy zvolit
obecny trojuhelnik, aby byl ,co nejméné rovnoramenny a co nejméné pra-
vouhly“ (¥ikejme mu zde dobry obecny trojihelnik)? Pokud si to napf.
zacinajici ucitel neuvédomi, nemusi se hned do spravného obrazku ,tre-
fit“. Napf. zvoli trojuhelnik jako je na obr. la. Pak si uvédomi, Ze je to
trojuhelnik pravouhly a opravi obr. na 1b coz je vSak trojahelnik rov-
noramenny. Tyto dva pfipady se napf. u kandidatd ucitelstvi vyskytuji
nejcastéji. Nékdy se miize zdat, ze je vlastné opravdu dosti tézké najit
presvédcivé dobry obecny ostrothly trojahelnik. Nez se k tomuto tématu
dostaneme, ukazeme si nejprve jedno zajimavé zobrazeni.

Obr. la Obr. 1b
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Zobrazeni trid trojuhelniku

Vime, ze podobnost trojihelniki je ekvivalence, kterd definuje rozklad
mnoziny vSech trojihelnikid na t¥idy. Budeme pfitom uvazovat, Ze vrcholy
trojuhelnikd tvofi uspotrddané trojice, coz symbolicky zapiSeme [A, B, C];
spolecny znak vSech trojuhelnik dané tfidy nazvéme tvar. Ziejmé tvar
trojihelniku nezavisi na velikosti jeho stran, protoze napi. AA; B,C}
o stranich a; =4, b =6, ¢; = 8 (jednotky nezapisujeme) ma stejny tvar
jako A Ay ByCs o stranach as = 6, by = 9, co = 12 — patii do téze tiidy ekvi-
valence. Usporadani vrcholi chapejme tak, Ze napt. A3B3C5 o stranach
a1 =6, by =4, ¢y = 8 ma jiny tvar nez oba predchozi trojihelniky, nebot
patii do jiné tiidy ekvivalence, trojahelniky A; B;Ch a A3 B3C5 nejsou po-
dobné. Tvar trojihelniku je vSak jednoznac¢né charakterizovan thly troja-
helniku, tedy uspofaddanou trojici [a, 3, 7], nebot podobné trojihelniky se
shoduji v pfislusnych tthlech. Opét budeme chapat usporadani tak, ze napt.
[30°,50°,100°] predstavuje jiny tvar trojihelniku nez [100°, 30°, 50°]. Toto
odliseni ma i didaktické pii¢iny, protoZe (predstavime-li si strany A;B; vo-
dorovné) obrazky téchto dvou trojthelnikd pisobi na zika odlisné.

A A

B, &

Obr. 2 Obr. 3

Zvolime nyni rovnostranny trojihelnik ABC o vysce 180 j. a jeho
vnitfek nazveme zdkladni pole (srovnej [3]). Definujeme si nyni prosté
zobrazeni mnoziny vSech t¥id ekvivalence (mnoZiny vSech tvard) na za-
kladni pole; kazdé tiidé ekvivalence (kazdému tvaru trojihelniki), tj. tro-
jici [, B, 7] velikosti Ghld, odpovidé jeden bod Q zdkladniho pole (obr. 2),
jehoZ poloha je ur¢ena hodnotamia = a j, b = 8 j, ¢ = v j (pro konstrukci
stac¢i jen dvé z nich). Pro thly plati « + 8 + v = 180° a tomu odpovida
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rovnost a + b + ¢ = 180 j, nebot pro libovolny bod zdkladniho pole je uve-
deny soucet konstantni a rovné se vysce trojuhelniku ABC, kterou jsme
zvolili 180 j. Toto zobrazeni [a, 8,7] na vnitfek zakladniho trojahelniku
je vzajemné jednoznacné, a proto budeme dale pouzivat oznaceni «, 3, v
pro velikosti thld i pro velikosti isecek v ABC. Pod pojmem ,trojahel-
nik ABC“ budeme pak rozumét libovolny trojthelnik vyhovujici danym
podminkam.

Podivejme se na vlastnosti tohoto zakladniho pole. Na vysce AA; plati
ziejmé 3 = v (obr. 3), tedy na této vysce lezi obrazy vSech tfid rovnora-
mennych trojihelniki ABC, kde 8 = «; podobné na vysce BB, je a = v,
tj. lezi na ni obrazy vSech t¥id rovnoramennych trojuhelniki ABC, kde
a = v a konecné na vysce CC; je a = 3, tj. lezi na ni obrazy vsech tfid
rovnoramennych trojuhelnikd ABC, v nichz a = (. V pruseciku vysek
je bod T, obraz tfidy vSech rovnostrannych trojihelniki. Postupme déle.
Na stfedni pricce B;C; plati a = 90, tedy na ni lezi obrazy vSech tfid
pravoihlych trojuhelnikd s pravym tthlem «; podobné na stiedni pficce
C1A; lezi obrazy vSech tiid pravothlych trojihelniki s pravym ahlem 3
a na stiedni pricce A;B; lezi obrazy vSech tiid pravodhlych trojihelnika
s pravym Ghlem ~.

Jestlize prozkoumame zakladni pole podrobnéji, zjistime, ze body uvnit¥
trojuhelniku A;B;C; jsou obrazem vSech tiid ekvivalence ostrothlych
trojahelnikt, body uvniti trojihelniku AB;C; jsou obrazem vsech tiid
ekvivalence tupothlych trojihelniki ABC s tupym thlem a a zbyvajici
dveé casti zdkladniho pole obsahuji obrazy tiid ekvivalence tupothlych troj-
thelniki ABC' s tupymi ahly (3 resp. 7. Pak také napt. body uvnitf troj-
thelniku BTC jsou obrazem vSech t¥id ekvivalence trojuhelnikia ABC,
v nichz je « nejmensim dhlem, atd.

Nas ted bude zajimat, jak zvolit dobry obecny ostrouhly trojahelnik.
Vidime, zZe trojuhelnik A;B;C; je slozen ze Sesti Casti; obraz tiidy ekvi-
valence dobrého obecného ostrothlého trojuhelniku musi tedy padnout
dovnitt nékteré z téchto casti, a to ,dostatecné daleko“ od jejich hranic.
Usuzujeme, ze obraz tiidy dobrého obecného trojthelniku musi byt ,do-
stateéné daleko“ od hranic trojahelniku A;B;C; (Zadny thel nesmi byt
blizky 90°), od vys$ek trojihelniku ABC (thly se od sebe musi co nejvice
lisit) i od hranic trojihelniku ABC (Zadny thel nesmi byt p#ili§ maly),
coz odpovidé i praktickym potiebam.

Ale budme konkrétnéjsi a ukazme si, Ze trojihelniky tvaru [45°,60°, 75°)
jsou dobré obecné trojuhelniky: velikosti Ghld se navzajem lisi alespon
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0 15° a od pravého thlu se i nejvétsi z nich 1isi téz o 15°. Protoze exis-
tuje Sest permutaci uvedenych velikosti 1hl{, dostdvame Sest riznych tvart
dobrého obecného ostrothlého trojthelniku. Na obr. 4a je trojahel-

nik ABC tvaru [45°,60°,75°] a na obr. 4b trojthelnik ABC tvaru
[75°,60°, 45°).

C
C
A B A B
Obr. 4a Obr. 4b
Jejich misto v zdkladnim poli ukazuje obr. 5.
A
B] G
C A B
Obr. 5
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Samoziejmé i dalsi obecné trojihelniky s hodnotami thld blizkymi
k uvedenym jsou dobré. Za pozornost stoji tvar [40°,60°,80°]. Uhel ve-
likosti 80° se sice od pravého thlu lisi jen o 10°, ale v zivoté nas obklopuje
tolik pravych thli, Ze jsme na né vice citlivi, takze osmdesatistupnovy thel
vidime jako dosti odliSny od thlu pravého (zejména pokud jedno rameno
ahlu je vodorovné). Na obr. 6a vidime tyto tvary zobrazeny v zakladnim
poli ABC, na obr. 6b je jeden jejich reprezentant.

A
C
B, i G

A B C Aq B

Obr. 6a Obr. 6b

A
C
B, oo G

C A B A B

Obr. 7a Obr. 7b

Zvolit dobry obecny tupouhly trojahelnik je snazsi, napft. je to troja-
helnik tvaru [30°,45°,105°] a vSech permutaci téchto t¥{ Ghld (na obr. 7b
nalezi trojthelnik permutaci [105°,30°,45°]). Velikosti dvou mensich se lisi
o 15°, velikost nejvétsiho se od pravého uhlu lisi téz o 15°. Podle obr. 7a
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se zd4, ze lze volit jesté vhodnéjsi pripady, ale pfi ,,posunu obrazu tvaru
vice dovniti* prislusného pole se nejmensi thel prilis zmensuje.

Doporuceni pro vyuku

Obecny trojahelnik zpravidla pouzivame vzdy, kdyz chceme takto im-
plicitné zdtraznit, ze probirané ucivo plati pro vSechny trojahelniky a kdy
tedy nechceme, aby si zaci danou vSeobecnou vlastnost trojihelnikt spo-
jovali s néjakym zvlastnim pripadem trojahelniku. Navic bychom u téchto
zvlastnich pripad mohli pfi vyuce narazit na fakt, ktery by nasi snahu na-
boural. Napt. kdyz zaci poprvé konstruuji prasecik os stran, neméli by mit
jako vzor trojuhelnik na obr. 1, protoze by dostali vyjimecny zvlastni pii-
pad. Ani trojahelnik z obr. 2 neni ¢asto vhodny, protoze u néj splyva jedna
vyska s téZnici, osou hlu a osou jedné strany a trojihelnik je soumérny
podle osy. Pfi vyuce samoziejmé projdeme ve vhodné chvili i zvlastni pii-
pady trojuhelniki, ale ucitel se musi s rozmyslem rozhodnout, kdy a s ja-
kym komentafem. (Jindy je ovSem vhodné zadinat prévé zvlastnimi pii-
pady.) Zaktm vSak o obecnych trojihelnicich nemusime nic ¥ikat, protoze
si nejcastéji voli tvar, jako ucitel pii ukdzkovych prikladech.

Ma-li ucitel pti vyuce zvolit trojahelnik, ktery neni zadan jako specialni,
miizeme vidét priklon k nékteré ze dvou tendenci:

(1) Voli pokazdé trojahelnik v podstaté stejného tvaru (at uz uvédomeéle
nebo neuvédoméle). Pokud je to dobry obecny trojthelnik, je vyhodou to-
hoto postupu, ze u zaki nevzniknou rusivé nezodpovézené problémy typu
»,broc¢ voli tento tvar trojahelniku, kdyz ptred chvili volil jiny?“. Nevyho-
dou je, ze miize vzniknout vazba znalosti Zakl na univerzalné pouzivany
tvar trojihelniku a z toho pak problémy, kdyz se setkaji s trojihelnikem
odlisného tvaru.

(2) Voli postupné trojihelniky rozmanitého tvaru. Vyhodou tohoto po-
stupu je, ze si zaci zvyknou na rizné tvary trojuhelnikt a nevznikne u nich
vazba vlastnosti trojihelniku na urcity tvar trojihelniku. Nevyhodou je,
ze (bez utitelova odtivodnéni) zaci nemusi pochopit, pro¢ ve stejné situaci
je volen jednou ten tvar a podruhé jiny.

Velmi casto vsak ucitel pracuje ,nevédomeé®, tj. viibec si neuvédomuje,
jaky trojahelnik pro sviij vyklad nebo pro rozbor zadané tlohy voli. V tom
piipadé zpravidla zapada do vyse uvedené skupiny (1).

7 toho vseho vyplyva doporudeni: Zaci by se pii vyuce latky o trojthel-
nicich méli setkat s trojahelniky nejrizngjsich tvara (i s takovymi, jejichz
74dné strana neni vodorovnd). Ve standardnich situacich, nap¥. p¥i roz-
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boru konstrukénich tloh, kdy o tvaru konstruovaného trojuhelniku jesté
nic nevime, je snad zase Gcelné pouzivat néjaky vhodny standardni tvar
dobrého obecného trojihelniku (napt. dle obr. 4a) nebo nékteré z jeho
permutaci.

Zobrazeni ttid trojuhelnikt do zakladniho pole ABC lze pouzit i pro
analyzu pouzivani obrazkt v ucebnich textech nebo sbirkich priklad. Na
obr. 8 mame napf. zobrazeny tvary trojihelniki pouzitych pii vykladu
v ulebnici [2]. (Uvézili jsme zde v8echny trojuhelniky v této ucebnici,
které nejsou zadany jako rovnoramenné, rovnostranné nebo pravouhlé).
Trojahelniki je zde celkem 18, na jejich tvar mazeme usoudit z obr. 8.
Vice se tu uplatiiuje tendence (1).

Obr. 8
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Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni aloh 171 a 172, jejichz zadani byla zvefejnéna v prvnim
Cisle tohoto (20.) ro¢niku naSeho ¢asopisu.

Uloha 171
Necht a, b, ¢, d jsou kladnd realné ¢isla vyhovujici podminkam abed = 1
a
a b ¢ d
—+-+-+-<a+b+c+d.
b ¢ d a

a) Ukazte, ze takova Cisla a, b, ¢, d existuji.
b) Dokazte, Ze pro né plati nerovnost

b ¢ d a
—+-+-+->a+b+c+d.
a b ¢ d

Pavel Novotny (Zilina )
Reseni:
a) Naptiklad pro a = 10%, b = 10, ¢ = 107!, d = 1073 plati abed = 1

a pritom

b d
%+E+§+E =300,000001  a+b+c+d=1010,101.

b) Nejprve ukdZeme, Ze pro v8echna kladnd redlnd cisla a, b, ¢, d se
soucinem jedna plati

a b ¢ d b ¢ d a
T T T .
b+c+d+a+a+b+c+d_2(a+b+c+d) (1)

Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priamérem plati

1(a a_ ¢ + > o @d _ af @t
4\b d bed? abed
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Podobné ziskdme dalSich sedm nerovnosti

1(1_)+2_b_|_g>>b 1(1_)+2_a+9>>a
4\c a d)="7 4\c b d)=7
1<E+%+9>>C 1<E+2_b+9>>b
4\d b a)™7 a\d ¢ a)™"
1<§+2_d+f>>d 1<§+%+E>>c
4\a ¢ b)77 4\a d b)=7

1<E+2_d+§>>d

4\ b a c)~—

Sectenim vSech osmi nerovnost! dostaneme nerovnost (1).
Nyni ukdzeme sporem, ze spolu s predpokladem
a b c

d
—+-+=-+-<a+b+c+d
b ¢ d a

nemitize soucasné platit

b ¢ d a
—+-+-+--<a+b+c+d,
a b ¢ d

protoze sec¢tenim obou téchto nerovnosti bychom dostali nerovnost

e bye d b e it st byeta)
b ¢ d a a b c¢ d “ ¢ ’

ktera je ve sporu s dokdzanou nerovnosti (1). Proto plati nerovnost b).

Redakce neobrdzela do uzavérky tohoto ¢isla zadné Gplné feseni této
ulohy.

Netplné feseni zaslal Jiri Steckbauer z Kvétné.

Uloha 172
Je dan trojuhelnik ABC, v némz |AC| # |BC|, a ¢tverce ACDE,
BCGF vné sestrojené nad jeho stranami. Dokazte, ze kruznice s prameéry
DG a AB se protinaji na pfimce EF.
Pavel Leischner
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Reseni:
Ozna¢me K, M po fadé stiedy tsetek AB, DG, dale L, N po tadé
stredy ¢tverch BCGF, ACDE a X pruseCik pfimek AG a BD.

Trojahelnik ACG je obrazem trojihelniku DCB v otoceni kolem bodu
C o thel 90°, proto jsou pfimky AG a BD (jako strany téchto trojihelnik)
vzadjemné kolmé a plati |[AG| = |BD|. Tedy podle Thaletovy véty lezi jejich
prise¢ik X na kruznicich sestrojenych nad praméry AB, BG, GD a DA.
Tim jsme mimo jiné dokézali, Ze se kruznice s priméry DG a AB protinaji.

Podle véty o obvodovém thlu na kruznici opsané ¢tverci ACDE mé
uhel AXFE stejnou velikost jako tthel ACE, tedy 45°. Podobné velikost
uhlu BXF je 45°. Velikost thlu EX F' je rovna souc¢tu velikosti uhli EX A,
AXB a BXF, tedy tento thel je pfimy, proto bod X lezi na pfimce EF'.

Usecky M N a LK jsou stiednimi piickami trojihelnikit ADG a ABG,
proto jsou rovnobézné s primkou AG a maji délku rovnu poloviné délky
usecky AG. Podobné jsou usecky KN a LM rovnobézné s tseckou BD
a maji délku rovnou poloviné délky tsecky BD. Ale tsecky AG a BD
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jsou vzajemné kolmé a maji stejnou délku, proto je ¢tyruhelnik K LM N
¢tverec. (Je to tzv. Varignoniv rovnobéznik ve ctyfuhelniku ABGD.) Jeho
tihlopticky KM a LN jsou vzajemné kolmé. Usecka LN je stfedni piickou
trojuhelniku EFC, je proto rovnobézna s jeho stranou EF. Odtud jiz
plyne, ze pfimky EF a KM jsou vzajemné kolmé.

Piimka KM prochazi stfedy kruznic sestrojenych nad prameéry AB
a DG, ptimka E'F prochézi jednim jejich prisec¢ikem (X) a je k ni kolma,
proto prochézi i (pfipadnym) druhym priseéikem Y téchto kruZnic.

Tim jsme dokazali tvrzeni Glohy, tedy Ze prisec¢iky kruznic sestrojenych
nad pruméry AB a DG se protinaji na piimce EF

Pozndmka. Regitelé této alohy, ktefi ji fesili zpfisobem podobnym vyse
uvedenému feSeni dokazali, ze bod X lezi na pfimce EF, oviem pak za-
pomnéli ukézat, ze na této primce lezi i bod Y.

Druha skupina resitelt dokéazala, ze body E a F' maji stejnou mocnost ke
kruznicim sestrojenym nad priméry AB a DG, tedy EF je jejich chordala.
Potom vSak neukazali, Ze se tyto kruznice protinaji.

Jako cviceni ctenaitim prenechame, ze kruznice sestrojené nad priameéry
AB a DG se dotykaji, pravé kdyz |AC| = |BC|, tedy pro situaci popsanou
v tloze vzdy existuji dva jejich praseciky X a Y.

Redakce obdrzela 7 feseni, zadné vsak nebylo iplné z diivodid uvedenych
v poznamce.

Netplné teseni zaslali: Frantisek Jachim z Volyné, Michael Bily z GJV

v Klatovech, Nar. mucednikt, Martin Buchdcek z G v Plzni, Opavska,

Hynek Jemelik z G v Brné, ti. Kpt. Jarose, Miroslav Koblizek z G v Zam-

berku, Nadrazni, Katerina Medkovd z BGBB v Hradci Kralové, Orl. nabr.
a Jakub Solovsky z GMK v Bilovci.

Pavel Calabek
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