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�vod
Pri ur�ovan� obsahu lichobe�n�ka sa u� �iaci z�kladnej �koly zoznamuj�

s jeho strednou prie�kou� V tomto pr�spevku sa budeme zaobera� vlast�
nos�ami 	al��ch v
znamn
ch prie�ok lichobe�n�ka a uk��eme ich s�vislos�
s priemermi dvoch nez�porn
ch ��sel�

V celom �l�nku pou��vame jednotn� ozna�enie vrcholov lichobe�n�ka
akoA�B�C�D� kde strany AB�CD s� rovnobe�n� z�kladne 
jCDj� jABj��
Strany AB�BC�CD�DA a ich d��ky ozna�ujeme a� b� c� d�

Budeme vy�etrova� iba tie prie�ky lichobe�n�ka� ktor� s� rovnobe�n�
s jeho z�klad�ami� Okrem prie�ky �tvoruholn�ka� ��m sa rozumie ka�d�
�se�ka s krajn
mi bodmi na hranici �tvoruholn�ka� ktor� nie je s��as�ou
jeho hranice� budeme pou��va� term�n prie�ka priamok� Prie�kou priamok
p� q naz
vame ka�d� �se�ku MN � kde M � p�N � q a M�N �� p � q�

V�eobecn� vyjadrenie d��ky prie�ky rovnobe�nej so z�klad�ami
Na obr� � je zn�zornen
 lichobe�n�k ABCD umiestnen
 v line�rnej

s�stave s�radn�c hB� x� yi zvolenej tak� aby B ��� �� � C �b� �� � A ��� a�� Priam�
ka AD pret�na os y v bode ��� a�� a tak m� rovnicu y � kx�a� kde k � c�a

b
�

�o vypl
va z jej rovnice po dosaden� s�radn�c bodu D �b� c�� Plat� teda

y �
c� a

b
x� a 
��
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Obr� �

Ka�d� priamka rovnobe�n� s osou y vyt�na na priamkach BC a AD

prie�kuMN � kde N �x� ���M �x� yM � a s�radnica yM sp��a podmienku 
���

D��ka tejto prie�ky je jMN j � jyM j� Naviac� ak � � x � b� je �se�ka
MN aj prie�kou lichobe�n�ka ABCD a yM � �� M��eme teda vyslovi�
nasleduj�cu vetu�

Veta �

D��ka prie�ky MN lichobe�n�ka ABCD� ktor� je rovnobe�n� s jeho z��
klad�ami a m� krajn� body M a N postupne na ramen�ch AD a BC�
je

jMN j � c� a

b
jBN j� a� 
��

Vz�ahy 
�� a 
�� umo��uj� ur�ova� d��ky prie�ok rovnobe�n
ch so z��
klad�ami lichobe�n�ka� ako aj in� metrick� vz�ahy viazan� na tento �tvar�
Mus�me si v�ak uvedomi�� �e pracujeme so s�stavou s�radn�c� ktor� je
takmer v�dy kosouhl�� Napr�klad nemo�no pou�i� vz�ah jKLj �
�
p

x� � x��� � 
y� � y��� pre vzdialenos� bodov K �x�� y�� a L �x�� y���
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preto�e tento vz�ah plat� iba kartezi�nskej s�radnicovej s�stave� Nasledu�
j�ce vety s� pr�kladmi tvrden�� ktor� mo�no pomocou vz�ahov 
�� a 
��
l�ahko odvodi�� Ich d�kazy s� jednoduch�� vy�aduj� len z�kladn� stredo�
�kolsk� poznatky z analytickej geometrie a z planimetrie� Z toho d�vodu
tieto d�kazy 
s v
nimkou vety �� neuv�dzame a odpor��ame �itatel�ovi�
aby si ich urobil s�m� a tak si precvi�il dan� problematiku�

Veta 	

Pre d��ku mA strednej prie�ky lichobe�n�ka ABCD a vzdialenos	 xA
priese�n�ka prie�ky s ramenom BC od vrcholu B plat�

mA �
a� c

�
� xA �

b

�
� 
��

Veta 


Pre d��ku mG tej prie�ky rovnobe�nej so z�klad�ou AB lichobe�n�ka
ABCD� ktor� ho rozdel
uje na dva podobn� lichobe�n�ky a pre vzdialenos	
xG priese�n�ka prie�ky s ramenom BC od vrcholu B plat�

mG �
p
ac� xG �

b

� �

r
c

a

� 
��


N�vod� Z podobnosti lichobe�n�kov vzniknut
ch rozdelen�m podl�a
prie�ky vypl
va c�mG � mG�a�

Na v
po�et xG mo�no pou�i� vzorec 
�� alebo op�� uveden� podobnos���

Veta �

Pre d��ku mH tej prie�ky rovnobe�nej so z�klad�ou AB lichobe�n�ka
ABCD� ktor� prech�dza priese�n�kom jeho uhloprie�ok a pre vzdialenos	
xH priese�n�ka prie�ky s ramenom BC od vrcholu B plat�

mH �
�ac
a� c

� xH �
b

� �
c

a

� 
��


N�vod� N�jdite najprv rovnice priamok BD� AC a ich priese�n�k��
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Obr� 	

Veta �
Vzdialenosti priese�n�ka pred��en�ch ramien AD�BC lichobe�n�ka

ABCD od jeho vrcholov B�C�A�D v danom porad� s�

ab

a� c
�

cb

a� c
�

ad

a� c
�

cd

a� c
�


N�vod� Vyu�ite podobnos� trojuholn�kov ABV a DCV ��

Veta 

Vzdialenosti priese�n�ka uhloprie�ok AC�BD lichobe�n�ka ABCD od

jeho vrcholov B�D�A�C v danom porad� s�

af

a� c
�

cf

a� c
�

ae

a� c
�

ce

a� c
�


N�vod� Vyu�ite podobnos� trojuholn�kov ABS a CDS��

Veta �
Pre d��ku mK tej prie�ky rovnobe�nej so z�klad�ou AB lichobe�n�ka

ABCD� ktor� rozdel
uje lichobe�n�k na dva lichobe�n�ky s rovnak�m obsa�
hom a pre vzdialenos	 xK priese�n�ka prie�ky s ramenom BC od vrcholu B

��� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



plat�

mK �

r
a� � c�

�
� xK �

b

a� c

�
a�

r
a� � c�

�

�
� 
 �

D
kaz� Uva�ujme ozna�enie podl�a obr� � a polo��me j�ABCj � ��
Lichobe�n�ky ABNM a MNCD maj� v danom porad� v
�ky xK sin�
a 
b� xK� sin�� Z rovnosti ich obsahov vypl
va

a�mK

�
xK sin� �

mK � c

�

b� xK� sin��

Rovnicu vyn�sob�me v
razom �� sin� a po pridan� rovnice 
�� dosta�
neme s�stavu

mK �
c� a

b
xK � a


a �mK�xK � 
mK � c�
b� xK��

Z prvej rovnice s�stavy ur��me

xK �
a�mK

a� c
b

a dosad�me do druhej rovnice� Po preveden� s��tu na spolo�n�ho menova�
tel�a obdr��me


a�mK�
a�mK�b
a� c

�

mK � c�
mK � c�b

a� c

a odtial� po �prave 
s vyu�it�m vzorca pre rozdiel �tvorcov� m�me
a� �m�

K
� m�

K
� c��

Plat� teda

mK �

r
a� � c�

�
� xK �

a�mK

a � c
b �

b

a� c

�
a �

r
a� � c�

�

�
�

Prie�ky a priemery
Pozorn
 �itatel� si istotne uvedomil geometrick
 i algebrick
 v
znam

prie�ok ur�en
ch vz�ahmi 
 �� 
��� 
�� a 
���
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Prie�ka so s�radnicou xK rozdel�uje lichob!�n�k ABCD na dva lichobe��

n�ky rovnak�ho obsahu a jej d��ka mK je kvadratick
m priemerom z d��ok
jeho z�kladn� AB�CD�

Prie�ka so s�radnicou xA je strednou prie�kou lichobe�n�ka ABCD a jej

d��ka mA je aritmetick
m priemerom z d��ok jeho z�kladn� AB�CD�
Prie�ka so s�radnicou xG rozdel�uje lichobe�n�k ABCD na dva podobn�

lichobe�n�ky a jej d��ka mG je geometrick
m priemerom z d��ok jeho z��
kladn� AB�CD�

Prie�ka so s�radnicou xH prech�dza priese�n�kom uhloprie�ok AC�BD

lichobe�n�ka ABCD a jej d��ka mH je harmonick
m priemerom z d��ok
jeho z�kladn� AB�CD�

Dok��eme e�te zn�mu vetu o vz�jomnom vz�ahu medzi priemermi�

Veta �
Nech ��sla

mK �

r
a� � c�

�
� mA �

a� c

�
� mG �

p
ac� mH �

�ac
a� c

s� postupne kvadratick�� aritmetick�� geometrick� a harmonick� priemer
kladn�ch ��sel a� c� Plat�

mK � mA � mG � mH � 
��

kde rovnos	 medzi vz	ahmi nast�va pr�ve vtedy� ke� a � c�

D
kaz� Z de"n�ci� priemerov je hne	 vidno� �e pre a � c plat� v 
�� rov�
nos�� Uva�ujme teda a �� c� De"ni�n� vz�ahy pre priemery sa nezmenia pri
ka�dej z�mene ��sel a� c� preto m��eme bez ujmy na v�eobecnosti predpo�

klada�� �e a � c a ��sla a� c interpretova� ako d��ky z�kladn� lichobe�n�ka
z obr� �� Potrebujeme dok�za�� �e plat�

mK � mA � mG � mH �

Inak povedan�� �e pr�slu�n� prie�ky v lichobe�n�ku s� usporiadan� podl�a
obr� ��
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Obr� 


Ako vid�me na obr�zku� je t�to podmienka ekvivalentn� s nerovnos�ami
xK � xA � xG � xH � ktor� teraz dok��eme� Podl�a predpokladu plat�
c � a� Po��tajme

xK �
b

a� c

�
a�

r
a� � c�

�

�
�

b

a� c

�
a�

r
a� � c�

�

�
a�

r
a� � c�

�

a�

r
a� � c�

�

�

��� �
b

�
� a� c

a�

r
a� � c�

�

�
b

�
� a� c

a�

r
c� � c�

�

� � � � �
b

�
� xA�

Naviac
p

c

a
� � a plat�

xA �
b

�
�

b

� � �
�

b

� �

r
c

a

� xG�

Ke	�e c � a� tak potom
c

a
�

r
c

a
a plat�

xG �
b

� �

r
c

a

�
b

� �
c

a

�
ab

a� c
� xH
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Funkcia y �
c� a

b
x � a je line�rna� pre c � a aj klesaj�ca� a preto so

zv���uj�cimi sa hodnotami premennej x funk�n� hodnoty y klesaj�� Plat�
teda

mK �

r
a� � c�

�
� mA �

a� c

�
� mG �

p
ac � mH �

�
�
a
�

�
c

�

T
m je d�kaz ukon�en
�

Z�ver
Ver�me� �e zozn�menie sa so zauj�mavou s�vislos�ou priemerov a d��

�ok prie�ok lichobe�n�ka m��e prispie� k rozvoji geometrick�ho myslenia�
ako i motiv�cie v stredo�kolskej matematike� Syntetick
 pr�stup k hl�adaniu
geometrick�ho v
znamu priemerov n�jde �itatel� v publik�cii ��� 
str�
��#�$� alebo v �l�nku ����

S��asne sme upozornili i na v
hodu pou�itia kosouhlej s�stavy s�radn�c
pri rie�en� niektor
ch probl�mov met%dou s�radn�c� &kolsk� matematika
sa obmedzuje len na pr�cu s kartezi�nskymi s�radnicami� Je to bezosporu
v
hodn� v praxi� ale ako sme videli� je ob�as u�ito�n� pou�i� aj in� line�rne
s�radnice�

L i t e r a t � r a

��� H�Adamar� J�
 Elementarnaja geometria� �rusky�� Gos��U���Pedagogi�eskoe Izda�
tel�stvo� Moskva� �����

�	� Gellert� W�
 Kleine Enzyklop�die Mathematik� VEB Bibliographisches Institut�
Leipzig� �����

�
� Coxeter� H� S� M� � Greitzer� S� L�
 Geometry Revisited� MAA Washington� �����
��� Goldman� A� � Zvavi�� L� 
 �islovie srednie i geometria �rusky�� In Kvant �������
��� Ku�ina� F�
 Um�n� vid�t v matematice� SPN� Praha� �����
��� Byd�ovsk�� B� 
 �vod do analytick� geometrie� J�MF� Praha� ��	
�
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Obecn� troj�heln�k

STANISLAV TR	VN
�EK

P��rodov�deck� fakulta UP� Olomouc

P(i v
uce u�iva o troj�heln�c�ch se zab
v�me jednak zvl��tn�mi p(��
pady # troj�heln�ky rovnoramenn
mi� rovnostrann
mi nebo pravo�hl
mi
# a jednak n!kdy pot(ebujeme� aby troj�heln�k� kter
 na tabuli zvol�me�
nebyl ��dn
m takov
m zvl��tn�m p(�padem� Pro jednodu��� vyjad(ov�n�
v tomto �l�nku budeme (�kat obecn� troj�heln�k ka�d�mu troj�heln�ku�
kter
 nen� zvl��tn�m p(�padem ve shora uveden�m smyslu� tj� kter
 nen�
rovnoramenn
� rovnostrann
 ani pravo�hl
� Tento pojem ostatn! mnoho
u�itel) pou��valo a pou��v� oded�vna� i kdy� jej nenajdeme v ����

Pou�it� obr�zku obecn�ho troj�heln�ku p(i prob�r�n� jednotliv
ch t�mat

viz nap(� ���� �l� ���� �� a ���� je vhodn� v�dy� kdy� pojedn�v�me o troj�
�heln�c�ch a nem�me na mysli konkr�tn� zvl��tn� p(�pad� Jak tedy zvolit
obecn
 troj�heln�k� aby byl *co nejm�n! rovnoramenn
 a co nejm�n! pra�
vo�hl
+ 
(�kejme mu zde dobr� obecn
 troj�heln�k�, Pokud si to nap(�
za��naj�c� u�itel neuv!dom�� nemus� se hned do spr�vn�ho obr�zku *tre�
"t+� Nap(� zvol� troj�heln�k jako je na obr� �a� Pak si uv!dom�� �e je to
troj�heln�k pravo�hl
 a oprav� obr� na �b co� je v�ak troj�heln�k rov�
noramenn
� Tyto dva p(�pady se nap(� u kandid�t) u�itelstv� vyskytuj�
nej�ast!ji� N!kdy se m)�e zd�t� �e je vlastn! opravdu dosti t!�k� naj�t
p(esv!d�iv! dobr
 obecn
 ostro�hl
 troj�heln�k� Ne� se k tomuto t�matu
dostaneme� uk��eme si nejprve jedno zaj�mav� zobrazen��

���������	
Obr� �a Obr� �b
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Zobrazen� t��d troj�heln�k�
V�me� �e podobnost troj�heln�k� je ekvivalence� kter� de"nuje rozklad

mno�iny v�ech troj�heln�k) na t(�dy� Budeme p(itom uva�ovat� �e vrcholy
troj�heln�k) tvo(� uspo(�dan� trojice� co� symbolicky zap��eme �A�B�C�-
spole�n
 znak v�ech troj�heln�k) dan� t(�dy nazv!me tvar� Z(ejm! tvar
troj�heln�ku nez�vis� na velikosti jeho stran� proto�e nap(� .A�B�C�

o stran�ch a� � �� b� �  � c� � ' 
jednotky nezapisujeme� m� stejn
 tvar
jako .A�B�C� o stran�ch a� �  � b� � $� c� � �� # pat(� do t��e t(�dy ekvi�
valence� Uspo(�d�n� vrchol) ch�pejme tak� �e nap(� A�B�C� o stran�ch
a� �  � b� � �� c� � ' m� jin
 tvar ne� oba p(edchoz� troj�heln�ky� nebo�
pat(� do jin� t(�dy ekvivalence� troj�heln�ky A�B�C� a A�B�C� nejsou po�
dobn�� Tvar troj�heln�ku je v�ak jednozna�n! charakterizov�n �hly troj��
heln�ku� tedy uspo(�danou trojic� ��� �� ��� nebo� podobn� troj�heln�ky se
shoduj� v p(�slu�n
ch �hlech� Op!t budeme ch�pat uspo(�d�n� tak� �e nap(�
����� ���� ����� p(edstavuje jin
 tvar troj�heln�ku ne� ������ ���� ����� Toto
odli�en� m� i didaktick� p(��iny� proto�e 
p(edstav�me�li si strany AiBi vo�
dorovn!� obr�zky t!chto dvou troj�heln�k) p)sob� na ��ka odli�n!�

������
���	
��
����

Obr� 	 Obr� 


Zvol�me nyn� rovnostrann
 troj�heln�k ABC o v
�ce �'� j� a jeho
vnit(ek nazveme z�kladn� pole 
srovnej ����� De"nujeme si nyn� prost�
zobrazen� mno�iny v�ech t(�d ekvivalence 
mno�iny v�ech tvar)� na z��
kladn� pole- ka�d� t(�d! ekvivalence 
ka�d�mu tvaru troj�heln�k)�� tj� tro�
jici ��� �� �� velikosti �hl)� odpov�d� jeden bod Q z�kladn�ho pole 
obr� ���
jeho� poloha je ur�ena hodnotami a � � j� b � � j� c � � j 
pro konstrukci
sta�� jen dv! z nich�� Pro �hly plat� � � � � � � �'�� a tomu odpov�d�
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rovnost a � b � c � �'� j� nebo� pro libovoln
 bod z�kladn�ho pole je uve�
den
 sou�et konstantn� a rovn� se v
�ce troj�heln�ku ABC� kterou jsme
zvolili �'� j� Toto zobrazen� ��� �� �� na vnit(ek z�kladn�ho troj�heln�ku
je vz�jemn! jednozna�n�� a proto budeme d�le pou��vat ozna�en� �� �� �
pro velikosti �hl) i pro velikosti �se�ek v ABC� Pod pojmem *troj�hel�
n�k ABC+ budeme pak rozum!t libovoln
 troj�heln�k vyhovuj�c� dan
m
podm�nk�m�

Pod�vejme se na vlastnosti tohoto z�kladn�ho pole� Na v
�ce AA� plat�
z(ejm! � � � 
obr� ��� tedy na t�to v
�ce le�� obrazy v�ech t(�d rovnora�
menn
ch troj�heln�k) ABC� kde � � �- podobn! na v
�ce BB� je � � ��
tj� le�� na n� obrazy v�ech t(�d rovnoramenn
ch troj�heln�k) ABC� kde
� � � a kone�n! na v
�ce CC� je � � �� tj� le�� na n� obrazy v�ech t(�d
rovnoramenn
ch troj�heln�k) ABC� v nich� � � �� V pr)se��ku v
�ek
je bod T� obraz t(�dy v�ech rovnostrann
ch troj�heln�k)� Postupme d�le�
Na st(edn� p(��ce B�C� plat� � � $�� tedy na n� le�� obrazy v�ech t(�d
pravo�hl
ch troj�heln�k) s prav
m �hlem �- podobn! na st(edn� p(��ce
C�A� le�� obrazy v�ech t(�d pravo�hl
ch troj�heln�k) s prav
m �hlem �
a na st(edn� p(��ce A�B� le�� obrazy v�ech t(�d pravo�hl
ch troj�heln�k)
s prav
m �hlem ��

Jestli�e prozkoum�me z�kladn� pole podrobn!ji� zjist�me� �e body uvnit(
troj�heln�ku A�B�C� jsou obrazem v�ech t(�d ekvivalence ostro�hl
ch
troj�heln�k)� body uvnit( troj�heln�ku AB�C� jsou obrazem v�ech t(�d
ekvivalence tupo�hl
ch troj�heln�k) ABC s tup
m �hlem � a zb
vaj�c�
dv! ��sti z�kladn�ho pole obsahuj� obrazy t(�d ekvivalence tupo�hl
ch troj�
�heln�k) ABC s tup
mi �hly � resp� �� Pak tak� nap(� body uvnit( troj�
�heln�ku BTC jsou obrazem v�ech t(�d ekvivalence troj�heln�k) ABC�
v nich� je � nejmen��m �hlem� atd�

N�s te	 bude zaj�mat� jak zvolit dobr
 obecn
 ostro�hl� troj�heln�k�
Vid�me� �e troj�heln�k A�B�C� je slo�en ze �esti ��st�- obraz t(�dy ekvi�
valence dobr�ho obecn�ho ostro�hl�ho troj�heln�ku mus� tedy padnout
dovnit( n!kter� z t!chto ��st�� a to *dostate�n! daleko+ od jej�ch hranic�
Usuzujeme� �e obraz t(�dy dobr�ho obecn�ho troj�heln�ku mus� b
t *do�
state�n! daleko+ od hranic troj�heln�ku A�B�C� 
��dn
 �hel nesm� b
t
bl�zk
 $���� od v
�ek troj�heln�ku ABC 
�hly se od sebe mus� co nejv�ce
li�it� i od hranic troj�heln�ku ABC 
��dn
 �hel nesm� b
t p(�li� mal
��
co� odpov�d� i praktick
m pot(eb�m�

Ale bu	me konkr�tn!j�� a uka�me si� �e troj�heln�ky tvaru �����  ��� ����
jsou dobr� obecn� troj�heln�ky� velikosti �hl) se navz�jem li�� alespo�
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o ��� a od prav�ho �hlu se i nejv!t�� z nich li�� t�� o ���� Proto�e exis�
tuje �est permutac� uveden
ch velikost� �hl)� dost�v�me �est r)zn
ch tvar)
dobr�ho obecn�ho ostro�hl�ho troj�heln�ku� Na obr� �a je troj�hel�
n�k ABC tvaru �����  ��� ���� a na obr� �b troj�heln�k ABC tvaru
�����  ��� �����

������
���	
�
�
����

Obr� �a Obr� �b

Jejich m�sto v z�kladn�m poli ukazuje obr� ��

���
������

Obr� �

��� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



Samoz(ejm! i dal�� obecn� troj�heln�ky s hodnotami �hl) bl�zk
mi
k uveden
m jsou dobr�� Za pozornost stoj� tvar �����  ��� '���� /hel ve�
likosti '�� se sice od prav�ho �hlu li�� jen o ���� ale v �ivot! n�s obklopuje
tolik prav
ch �hl)� �e jsme na n! v�ce citliv�� tak�e osmdes�tistup�ov
 �hel
vid�me jako dosti odli�n
 od �hlu prav�ho 
zejm�na pokud jedno rameno
�hlu je vodorovn��� Na obr�  a vid�me tyto tvary zobrazeny v z�kladn�m
poli ABC� na obr�  b je jeden jejich reprezentant�

������
���	
��
����

Obr� �a Obr� �b

������
���	
��
����

Obr� �a Obr� �b

Zvolit dobr
 obecn
 tupo�hl� troj�heln�k je snaz��� nap(� je to troj��
heln�k tvaru ����� ���� ����� a v�ech permutac� t!chto t(� �hl) 
na obr� �b
n�le�� troj�heln�k permutaci ������ ���� ������ Velikosti dvou men��ch se li��
o ���� velikost nejv!t��ho se od prav�ho �hlu li�� t�� o ���� Podle obr� �a
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se zd�� �e lze volit je�t! vhodn!j�� p(�pady� ale p(i *posunu obrazu tvaru
v�ce dovnit(+ p(�slu�n�ho pole se nejmen�� �hel p(�li� zmen�uje�

Doporu�en� pro v�uku
Obecn
 troj�heln�k zpravidla pou��v�me v�dy� kdy� chceme takto im�

plicitn! zd)raznit� �e prob�ran� u�ivo plat� pro v�echny troj�heln�ky a kdy
tedy nechceme� aby si ��ci danou v�eobecnou vlastnost troj�heln�k) spo�
jovali s n!jak
m zvl��tn�m p(�padem troj�heln�ku� Nav�c bychom u t!chto
zvl��tn�ch p(�pad) mohli p(i v
uce narazit na fakt� kter
 by na�i snahu na�
boural� Nap(� kdy� ��ci poprv� konstruuj� pr)se��k os stran� nem!li by m�t
jako vzor troj�heln�k na obr� �� proto�e by dostali v
jime�n
 zvl��tn� p(��
pad� Ani troj�heln�k z obr� � nen� �asto vhodn
� proto�e u n!j spl
v� jedna
v
�ka s t!�nic�� osou �hlu a osou jedn� strany a troj�heln�k je soum!rn

podle osy� P(i v
uce samoz(ejm! projdeme ve vhodn� chv�li i zvl��tn� p(��
pady troj�heln�k)� ale u�itel se mus� s rozmyslem rozhodnout� kdy a s ja�
k
m koment�(em� 
Jindy je ov�em vhodn� za��nat pr�v! zvl��tn�mi p(��
pady�� 0�k)m v�ak o obecn
ch troj�heln�c�ch nemus�me nic (�kat� proto�e
si nej�ast!ji vol� tvar� jako u�itel p(i uk�zkov
ch p(�kladech�

M��li u�itel p(i v
uce zvolit troj�heln�k� kter
 nen� zad�n jako speci�ln��
m)�eme vid!t p(�klon k n!kter� ze dvou tendenc��


�� Vol� poka�d� troj�heln�k v podstat! stejn�ho tvaru 
a� u� uv!dom!le
nebo neuv!dom!le�� Pokud je to dobr
 obecn
 troj�heln�k� je v
hodou to�
hoto postupu� �e u ��k) nevzniknou ru�iv� nezodpov!zen� probl�my typu
*pro� vol� tento tvar troj�heln�ku� kdy� p(ed chv�l� volil jin
,+� Nev
ho�
dou je� �e m)�e vzniknout vazba znalost� ��k) na univerz�ln! pou��van

tvar troj�heln�ku a z toho pak probl�my� kdy� se setkaj� s troj�heln�kem
odli�n�ho tvaru�


�� Vol� postupn! troj�heln�ky rozmanit�ho tvaru� V
hodou tohoto po�
stupu je� �e si ��ci zvyknou na r)zn� tvary troj�heln�k) a nevznikne u nich
vazba vlastnost� troj�heln�ku na ur�it
 tvar troj�heln�ku� Nev
hodou je�
�e 
bez u�itelova od)vodn!n�� ��ci nemus� pochopit� pro� ve stejn� situaci
je volen jednou ten tvar a podruh� jin
�

Velmi �asto v�ak u�itel pracuje *nev!dom!+� tj� v)bec si neuv!domuje�
jak
 troj�heln�k pro sv)j v
klad nebo pro rozbor zadan� �lohy vol�� V tom
p(�pad! zpravidla zapad� do v
�e uveden� skupiny 
���

Z toho v�eho vypl
v� doporu�en�� 0�ci by se p(i v
uce l�tky o troj�hel�
n�c�ch m!li setkat s troj�heln�ky nejr)zn!j��ch tvar) 
i s takov
mi� jejich�
��dn� strana nen� vodorovn��� Ve standardn�ch situac�ch� nap(� p(i roz�
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boru konstruk�n�ch �loh� kdy o tvaru konstruovan�ho troj�heln�ku je�t!
nic nev�me� je snad zase ��eln� pou��vat n!jak
 vhodn
 standardn� tvar
dobr�ho obecn�ho troj�heln�ku 
nap(� dle obr� �a� nebo n!kter� z jeho
permutac��

Zobrazen� t(�d troj�heln�k) do z�kladn�ho pole ABC lze pou��t i pro
anal
zu pou��v�n� obr�zk) v u�ebn�ch textech nebo sb�rk�ch p(�klad)� Na
obr� ' m�me nap(� zobrazeny tvary troj�heln�k) pou�it
ch p(i v
kladu
v u�ebnici ���� 
Uv��ili jsme zde v�echny troj�heln�ky v t�to u�ebnici�
kter� nejsou zad�ny jako rovnoramenn�� rovnostrann� nebo pravo�hl���
Troj�heln�k) je zde celkem �'� na jejich tvar m)�eme usoudit z obr� '�
V�ce se tu uplat�uje tendence 
���

���
���
���

Obr� �

L i t e r a t u r a

��� N�zvy a zna�ky �kolsk� matematiky� SPN� Praha �����
�	� Pomykalov�� E�
 Matematika pro gymn�zia� Planimetrie� Prometheus� Praha ���
�
�
� Tr�vn
�ek� S�
 Geometrick� pravd�podobnost a kalkul�tor� MFI� r� �� �	��������

�� ��
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Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me (e�en� �loh ��� a ���� jejich� zad�n� byla zve(ejn!na v prvn�m
��sle tohoto 
���� ro�n�ku na�eho �asopisu�

�loha ���
Nech� a� b� c� d jsou kladn� re�ln� ��sla vyhovuj�c� podm�nk�m abcd � �

a
a

b
�
b

c
�
c

d
�
d

a
� a� b� c� d�

a� Uka�te� �e takov� ��sla a� b� c� d existuj��
b� Doka�te� �e pro n! plat� nerovnost

b

a
�
c

b
�
d

c
�
a

d
� a� b� c� d�

Pavel Novotn� 
�ilina �

�e�en��
a� Nap(�klad pro a � ���� b � ��� c � ����� d � ���� plat� abcd � �

a p(itom

a

b
�
b

c
�
c

d
�
d

a
� ������� ��� a� b� c� d � ���������

b� Nejprve uk��eme� �e pro v�echna kladn� re�ln� ��sla a� b� c� d se
sou�inem jedna plat�

a

b
�
b

c
�
c

d
�
d

a
�
b

a
�
c

b
�
d

c
�
a

d
� �
a� b� c� d�� 
��

Podle nerovnosti mezi aritmetick
m a geometrick
m pr)m!rem plat�

�
�

�
a

b
�
a

d
�
a

d
�
d

c

�
� �

r
a�d

bcd�
�

�

r
a�

abcd
� a�
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Podobn! z�sk�me dal��ch sedm nerovnost�

�
�

�
b

c
�

�b
a

�
a

d

�
� b�

�
�

�
b

c
�

�a
b

�
a

d

�
� a�

�
�

�
c

d
�

�c
b

�
b

a

�
� c�

�
�

�
c

d
�

�b
c

�
b

a

�
� b�

�
�

�
d

a
�

�d
c

�
c

b

�
� d�

�
�

�
d

a
�

�c
d

�
c

b

�
� c�

�
�

�
a

b
�

�d
a

�
d

c

�
� d�

Se�ten�m v�ech osmi nerovnost� dostaneme nerovnost 
���
Nyn� uk��eme sporem� �e spolu s p(edpokladem

a

b
�
b

c
�
c

d
�
d

a
� a� b� c� d

nem)�e sou�asn! platit

b

a
�
c

b
�
d

c
�
a

d
� a� b� c� d�

proto�e se�ten�m obou t!chto nerovnost� bychom dostali nerovnost

a

b
�
b

c
�
c

d
�
d

a
�
b

a
�
c

b
�
d

c
�
a

d
� �
a� b� c� d��

kter� je ve sporu s dok�zanou nerovnost� 
��� Proto plat� nerovnost b��

Redakce neobrd�ela do uz�v!rky tohoto ��sla ��dn� �pln� (e�en� t�to
�lohy�

Ne�pln� (e�en� zaslal Ji�� Steckbauer z Kv!tn��

�loha ��	
Je d�n troj�heln�k ABC� v n!m� jACj �� jBCj� a �tverce ACDE�

BCGF vn! sestrojen� nad jeho stranami� Doka�te� �e kru�nice s pr)m!ry
DG a AB se prot�naj� na p(�mce EF �

Pavel Leischner
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�e�en��
Ozna�me K� M po (ad! st(edy �se�ek AB� DG� d�le L� N po (ad!

st(edy �tverc) BCGF � ACDE a X pr)se��k p(�mek AG a BD�

�����
����	

��
�
����������

Troj�heln�k ACG je obrazem troj�heln�ku DCB v oto�en� kolem bodu
C o �hel $��� proto jsou p(�mky AG a BD 
jako strany t!chto troj�heln�k)�
vz�jemn! kolm� a plat� jAGj � jBDj� Tedy podle Thaletovy v!ty le�� jejich
pr)se��k X na kru�nic�ch sestrojen
ch nad pr)m!ry AB� BG� GD a DA�
T�m jsme mimo jin� dok�zali� �e se kru�nice s pr)m!ryDG a AB prot�naj��

Podle v!ty o obvodov�m �hlu na kru�nici opsan� �tverci ACDE m�
�hel AXE stejnou velikost jako �hel ACE� tedy ���� Podobn! velikost
�hlu BXF je ���� Velikost �hlu EXF je rovna sou�tu velikost� �hl) EXA�
AXB a BXF � tedy tento �hel je p(�m
� proto bod X le�� na p(�mce EF �

/se�ky MN a LK jsou st(edn�mi p(��kami troj�heln�k) ADG a ABG�
proto jsou rovnob!�n� s p(�mkou AG a maj� d�lku rovnu polovin! d�lky
�se�ky AG� Podobn! jsou �se�ky KN a LM rovnob!�n� s �se�kou BD
a maj� d�lku rovnou polovin! d�lky �se�ky BD� Ale �se�ky AG a BD
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jsou vz�jemn! kolm� a maj� stejnou d�lku� proto je �ty(�heln�k KLMN
�tverec� 
Je to tzv� Varignon�v rovnob��n�k ve �ty(�heln�ku ABGD�� Jeho
�hlop(��ky KM a LN jsou vz�jemn! kolm�� /se�ka LN je st(edn� p(��kou
troj�heln�ku EFC� je proto rovnob!�n� s jeho stranou EF � Odtud ji�
plyne� �e p(�mky EF a KM jsou vz�jemn! kolm��

P(�mka KM proch�z� st(edy kru�nic sestrojen
ch nad pr)m!ry AB
a DG� p(�mka EF proch�z� jedn�m jejich pr)se��kem 
X� a je k n� kolm��
proto proch�z� i 
p(�padn
m� druh
m pr)se��kem Y t!chto kru�nic�

T�m jsme dok�zali tvrzen� �lohy� tedy �e pr)se��ky kru�nic sestrojen
ch
nad pr)m!ry AB a DG se prot�naj� na p(�mce EF

Pozn�mka� 1e�itel� t�to �lohy� kte(� ji (e�ili zp)sobem podobn
m v
�e
uveden�mu (e�en� dok�zali� �e bod X le�� na p(�mce EF � ov�em pak za�
pomn!li uk�zat� �e na t�to p(�mce le�� i bod Y �

Druh� skupina (e�itel) dok�zala� �e body E a F maj� stejnou mocnost ke
kru�nic�m sestrojen
m nad pr)m!ry AB aDG� tedy EF je jejich chord�la�
Potom v�ak neuk�zali� �e se tyto kru�nice prot�naj��

Jako cvi�en� �ten�()m p(enech�me� �e kru�nice sestrojen� nad pr)m!ry
AB a DG se dot
kaj�� pr�v! kdy� jACj � jBCj� tedy pro situaci popsanou
v �loze v�dy existuj� dva jejich pr)se��ky X a Y �

Redakce obdr�ela � (e�en�� ��dn� v�ak nebylo �pln� z d)vod) uveden
ch
v pozn�mce�

Ne�pln� (e�en� zaslali� Franti�ek J�chim z Volyn!� Michael B�l� z GJV
v Klatovech� N�r� mu�edn�k)� Martin Buch��ek z G v Plzni� Opavsk��
Hynek Jemel�k z G v Brn!� t(� Kpt� Jaro�e� Miroslav Kobl��ek z G v 0am�
berku� N�dra�n�� Kate�ina Medkov� z BGBB v Hradci Kr�lov�� Orl� n�b(�
a Jakub Solovsk� z GMK v B�lovci�

Pavel Cal�bek
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