MATEMATIKA

O jednom diikazu Hamiltonovy véty

JAROSLAV SVRCEK

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

V pfispévku [2], ktery je zaméFen na vyuziti vektort pii feSeni geo-
metrickych loh, jsou uvedeny mj. také dva odlisné dikazy tzv. Hamil-
tonovy véty a nékterd jeji vyuziti. Pomoci ni bylo mozno fesit napi. také
jednu z planimetrickych tloh zadanych soutézicim na 49. MMO v Madridu
(v roce 2008), viz [3].

Obsahem tohoto ¢lanku je prezentace jiného (autorova) dikazu vyse
zminéné véty. Nejprve vSak dokdzeme nasledujici tvrzeni:

Véta 1

Necht O je stied kruznice opsané trojihelniku ABC a V' jeho ortocen-
trum (prisecik vysek). Pak plati

— - — —
VA+VB+VC=2-VO.

Diikaz. Ozna¢me C} stied strany AB uvazovaného trojiuhelniku ABC a D
vrchol rovnobézniku ADBYV, viz obr. 1. Uhlopiicky tohoto rovnobé&zniku
se pfitom protinaji v bodé C;'. Oznaéme dale T téZisté trojahelniku ABC.

LV piipadg, e ABC je pravothly trojihelnik s pravym thlem pii vrcholu A, resp.
B, je rovnob&inik ADBV degenerovany (prechdzi v tiseCku AB). V8echny nésledujici
Gvahy v8ak zlstavaji v platnosti.
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Obr. 1

— - — =

Protoze 2-VCy =V D =V A+ VB, plati podle obr. 1
— = — 1 — —
VO+0C, =V(C, = 5(VA+VB).

Vzhledem k tomu, Ze stejnolehlost se stfedem v bodé T' a koeficientem —%
prevadi trojihelnik ABC' na p¥ickovy trojuhelnik A, B1Cy (A1, By a C;
jsou po fadé stiedy stran BC, CA a AB) a soucasné jeho ortocentrum V
na stfed kruznice opsané O trojuhelniku ABC (ortocentrum pfickového

—
trojuhelniku 4, B;Cy), plati ddle OCy = —3 VC. Odtud

— 11— 1 — —
VO-3VC=3(VA+VB). (1)

N =

Uzitim principu cyklické zdmény dostaneme dalsi dva vztahy

— 11— 1 — —
VO -5 VA=Z(VB+VO). (2)
— 11— 1 — —
VO -3 VB =3 (VC+VA). (3)

194 Matematika - fyzika - informatika 20 2010/2011



Souétem rovnosti (1)—(3) obdrzime po snadné Gpravé
— = — —
VA+VB+VC=2-VO.

Tim je diikkaz uzavien.

Véta 2 (Hamiltonova?)

Necht O znadi stfed kruznice opsané trojihelniku ABC a V jeho orto-
centrum. Pak plati

— = — —
OA+0OB+0C=0V.

Diikaz.
C
A B
Obr. 2
Z obr. 2 je patrné, ze plati
—
OA=0V+VA

a analogicky

Jejich souctem a vyuzitim véty 1 dostaneme

—_— — — —_— = — — — — —
OA+0OB+0C=3-0V+(VA+VB+V(C)=3-0V-2-0V =0V,
coz jsme chtéli dokazat.

2W. R. Hamilton (1805-1865), irsky matematik
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Poznamka. 7 uvedeného postupu vyplyvéa, ze Hamiltonova véta je disled-
kem véty 1. Lze vSak naopak také ukazat, ze z Hamiltonovy véty plyne
tvrzeni véty 1. O ditkaz obréacené véty se pokuste samostatné. (Obé rov-
nosti uvedené ve vétach 1 a 2 jsou tudiz ekvivalentni.)

K samostatnému procviceni uvedené problematiky uvadime pro za-
jemce nasledujici dva priklady.
Priklad 1
Necht T znadi tézisté trojuhelniku ABC. Dokazte, ze plati
— = —
TA+TB+TC= 0,

_>
kde 0 znaci nulovy vektor.

Priklad 2

Necht My, M, ..., Mg jsou po fadé stiedy stran A; As, Az As, ..., AgA;
konvexniho Sestithelniku A; As A3 Ay A5 Ag. Dokazte, Ze existuje trojihe-
nik, jehoz strany jsou shodné s Gseckami My Ms, M3 My, MsMg.

K dalsimu prohloubeni znalosti 1ze ¢tenarim doporucit napt. publikaci
[1], v niZ je vektorim vénovéana celd kapitola.
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Znalost problematiky hypotecnich
avéru — nezbytna soucast financéni
gramotnosti

VLADIMIRA PETRASKOVA

Jiho&eska univerzita v C. Budgjovicich, Pedagogickd fakulta

Uvod

V poslednich tiech letech je vénovana zvySend pozornost finanénimu
vzdélavani. Byly vydény nékteré dokumenty (napf. [3], [4]), které se touto
otazkou zabyvaji. V ndvaznosti na tyto dokumenty probéhla v letech 2008
a 2009 implementace tzv. standardd finanéni gramotnosti (dale FG) do
ramcovych vzdélavacich programt (dale RVP), resp. skolnich vzdélavacich
programii (déle SVP). Zavedeni téchto standardii do RVP, popt. SVP by
mélo piispét ke zvyseni finanéni gramotnosti jak zakt ZS, tak studenti
SS. Poznamenejme, ze standardy FG pro studenty SS odpovidaji stan-
dardim FG dospélého ¢lovéka. Obsahové pokryvaji tato témata: penize,
hospodafeni domacnosti, finan¢ni produkty a prava spotiebitele.

V ¢lanku [2] jsou uvedeny priklady tykajici se spotiebitelskych avéra
a splatkového prodeje (ve standardech FG oblast finan¢nich produkti),
které by mohly byt feSeny v hodindch matematiky na SS. Ctenaf zde byl
seznamen i s nékterymi detaily, které je tieba pii jejich vyuzivani brat
v uvahu, protoze zdaleka nejsou zanedbatelné. V tomto ¢lanku se zamé-
fime na dalsi finan¢ni produkt, a to na hypotecni Gvéry. Opét upozornime
na nékteré aspekty, které je nutno pii vybéru produktt zohlednit. Klasické
priklady na vypocet vyse splatky, doby splatnosti, Grokové sazby apod. po-
nechame stranou, nebot jsou jiz prehledné a napadité zpracovany v [1]. Pii
feSeni nize uvedenych problémt budeme predpokladat, ze ¢tendf ma za-
kladni znalosti z oblasti hypotecnich ivéri. Pokud tyto znalosti postrada,
muZe si je doplnit napf. v [5].

Klasicky hypoteéni tveér

Priklad 1
Mlady manzelsky par s dostacujicimi piijmy se rozhodl postavit si mensi
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rodinny domek. Podle predbézné kalkulace bude potiebovat 3 170 000 K¢.
Vzhledem k tomu, ze jako svatebni dar od rodi¢d obdrzel hotovost ve
vysi 1000000 K¢, chybi mu k realizaci jeho plant castka 2170000 K¢.
Mladi manzelé chtéji chybéjici finan¢ni prostredky ziskat prostrednictvim
hypotec¢niho Gvéru. Banka jim tento Gvér nabidne s ro¢ni trokovou mirou
4,9 %, dobou splatnosti 20 let a mési¢ni splatkou 14 201 Ké&. Jak vysoké
budou néklady na Gveér?

Reseni. Manzelé pocitaji s tim, ze ve splatkidch zaplati celkem 20 - 12 -
- 14201 K¢ = 3408240 K¢, tzn. jsou srozuméni s uroky 3408240 —
—2170000 = 1238240 K¢. Vzapéti se ovSsem dozvi, ze banka si Gctuje
za schvéleni tvéru 0,75 % ze zaptjcéené ¢astky (minimalné 6 000 K¢, maxi-
mélné 25000 K¢), za vedeni a¢tu 150 K¢ mési¢né, za odhad trzni budouci
ceny domku 5000 K¢ (odhad nemovitosti je nutny pro poskytnuti avéru).
Déle budou muset vzit v tvahu kazdorocni vydaj 4500 K¢ za pojisténi
domku, nebot bez pojisténi nemovitosti banka Gvér neposkytne.

Nyni se podivejme, jaké budou skutecné naklady na Gvér:

ULOKY . oot e 1238240 K¢

Poplatek za schvaleni avéru.............. 2170000-0,0075 = 16275 K¢
Poplatek za vedeni Gvérového Gctu. ... ... 20-12-15 =36000 K¢
Pojisténi nemovitosti.................... 20-4500 = 90000 K¢

Odhad nemovitosti ...................... 5000 K¢

Celkem ...t 1385515 K¢

Skutecné naklady na Gvér ve vysi 2170000 K¢ budou ¢init 1385515 K¢,
tedy o 147275 K¢ (poplatky) vice neZ manzelé predpokladali.

Klasicky hypoteéni avér versus doba splatnosti

Priklad 2

Mladému manzelskému paru z prikladu 1 se zd4 mési¢ni splatka ve vysi
14201 K¢ prilis vysoka. Pozada banku, zda by nemohla dobu splatnosti
uvéru prodlouzit na vice nez 20 let, protoze se tim samoziejmé snizi vyse
mésicéni splatky. Vzhledem k jejich véku (manZelim je kolem 30 let) jim
banka nabidne tyto varianty:
1. dobu splatnosti 25 let, vysi mési¢ni splatky 12560 K¢,
2. dobu splatnosti 30 let, vysi mési¢ni splatky 11517 K¢,
3. dobu splatnosti 35 let, vysi mésicni splatky 10814 K¢.
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Manzelim se samoziejmé libi varianta 3, nebot vyse splatky by se snizila
oproti ptvodni splatce 14201 K¢ pfiblizné o jednu ¢tvrtinu (o 3387 K¢).
Jak vysoké by byly naklady na Gvér, pokud by zvolili tuto variantu? Po-
rovnejte s naklady z piikladu 1. Kolik by ,stal“ avér pfi dobé splatnosti
25 let a 30 let?

Reseni.
Varianta 3

V pripadé, ze manzelé zvoli variantu 3, splatky je pfijdou na 3512 -
- 10814 K& = 4541880 K¢, tzn. uroky ¢ini 4541880 — 2170000 =
= 2371880 K¢.

Néklady na avér tedy budou

ULOKY . oot 2371880 K¢

Poplatek za schvéleni avéru.............. 2170000-0,0075 = 16275 K¢
Poplatek za vedeni Gvérového acétu....... 35-12-150 = 63000 K¢
Pojisténi nemovitosti .................... 35-4500 = 157500 K¢

Odhad nemovitosti ...................... 5000 K¢

Celkem ... i 2613655 K¢.

Naklady na avér ve vysi 2170000 K¢ ¢ini 2613 655 K¢: aroky 2371 880 K¢
a poplatky 241775 K¢.

Srovname-li ndklady této varianty s naklady z ptikladu 1, vidime, ze se
mésiéni splatka sice snizila o 3387 K¢, ale iroky vzrostly z 1238240 K¢
na 2371880, tj. priblizné se zdvojnasobily, prevysily i vyptjcenou ¢astku.
Také poplatky spojené s Gvérem narostly ze 147275 K¢ na 241775 K¢
(0 94500 K¢).

Varianta 2
V pripadé varianty 2 splatky ¢ini 30-12-11517 K¢ = 4146 120 K¢, tzn.
uroky 4146120 — 2170000 = 1976 120 K¢.

Naklady na avér jsou

UTOKY « oot 1976 120 K¢

Poplatek za schvéleni avéru.............. 2170000-0,0075 = 16275 K¢
Poplatek za vedeni Gvérového aétu....... 25-12-150 = 54000 K¢
Pojisténi nemovitosti .................... 30-4500 = 135000 K¢

Odhad nemovitosti ...................... 5000 K¢

Celkem ... i 2186395 K¢.
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Uvér ve vysi 2170000 K& s dobou splatnosti 30 let bude ,stat
2186395 K¢: tiroky 1976120 K¢ a poplatky 210275 K¢.

Varianta 1

Pokud by manzelé zvolili variantu 1, zaplati ve splatkach 25 - 12 -
- 12560 Ké = 3768000 K¢, tzn. za troky 3768000 — 2170000 =
= 1598000 K¢.

Néklady budou

ULOKY . oot e 1598000 K¢

Poplatek za schvaleni avéru.............. 2170000-0,0075 = 16275 K¢
Poplatek za vedeni Gvérového Gctu. ... ... 25-12-150 = 45000 K¢
Pojisténi nemovitosti.................... 25-4500 = 112500 K¢

Odhad nemovitosti ...................... 5000 K¢

Celkem ...t 1776 775 K.

Uvér ve vysi 2170000 K& s dobou splatnosti 25 let bude stat*
1776775 K¢: aroky 1598000 K¢ a poplatky 178 775 K¢.

7 vyse uvedeného je ziejmé, ze ¢im je delsi doba splatnosti, tim je vér
drazsi. Nartstaji jednak aroky, jednak poplatky s ivérem spojené. Sice se
pfi prodluZzovani doby splatnosti snizuje vy$e mési¢ni splatky (14201 K¢,
12560 K¢, 11 517 K¢, 10814 K¢), ale toto sniZeni neni piimo Gmérné
zvy$eni Groku a poplatka (troky: 1238240 K¢, 1598000 K¢, 1976 120 K¢,
2371880 K¢; poplatky: 147275 K¢, 178775 K¢, 210275 K¢, 241775 K¢).

V tabulce 1 je uvedena ¢ast umorovaciho planu*) hypoteéniho avéru
s dobou splatnosti 35 let a v tabulce 2 ¢&st umotovaciho pldnu hypotec-
niho Gvéru s dobou splatnosti 20 let (ro¢ni trokova sazba je v obou pii-
padech 4,9 %). Po nahlédnuti do téchto tabulek miZeme odhalit p¥i¢inu
markantniho nartstu trokt pii prodlouzeni této doby, a to je pomalejsi
umorovani dluhu. V ptripadé doby splatnosti 35 let v prvnim roce splaceni
jde piiblizné 80 % splatky na troky a priblizné 20 % na umotreni Gvéru.
Teprve v 251. splatce (asi po 21 letech) je imor vétsi nez trok. P#i dva-
pomeér arok a tmor je pfiblizné 60 % k 40 %. Jiz v 70. mésici (asi po 6
letech) se rozlozeni splatky zméni ve prospéch timoru.

*) Umoftovaci plan slouzi k tomu, aby klient mél prehled o tom, jakd Cast splatky
(anuity) jde na trok a jaka na umor, a jaky je ziistatek dluhu.
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Tab. 1: Umotovaci plan hypotééniho Gvéru s dobou splatnosti 35 let a ro¢ni
urokovou mirou 4,9 %

obdobi anuita arok amor zastatek
0 2170000
1 10814 8860,833 1953,167 2168047
2 10814 8852,858 1961,142 2166086
3 10814 8844,85 1969,15 2164117
4 10814 8836,809 1977,191 2162139
5 10814 8828,736 1985,264 2160154
6 10814 8820,629 1993,371 2158161
7 10814 8812,49 2001,51 2156159
8 10814 8804,317 2009,683 2154150
9 10814 8796,111 2017,889 2152132
10 10814 8787,871 2026,129 2150106
11 10814 8779,597 2034,403 2148071
12 10814 8771,29 2042,71 2146028
251 10814 5404,229 5409,771 1318075
252 10814 5382,139 5431,861 1312643
253 10814 5359,959 5454,041 1307189
254 10814 5337,688 5476,312 1301713
255 10814 5315,327 5498,673 1296214
256 10814 5292,874 5521,126 1290693
257 10814 5270,329 5543,671 1285149
258 10814 5247,692 5566,308 1279583
259 10814 5224,963 5589,037 1273994
260 10814 5202,142 5611,858 1268382
261 10814 5179,226 5634,774 1262747
262 10814 5156,218 5657,782 1257089
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Tab. 2: Umotovaci plan hypotééniho Gvéru s dobou splatnosti 35 let a ro¢ni
urokovou mirou 4,9 %

obdobi anuita urok amor zustatek
0 2170000
1 14201 8860,833 5340,167 2164660
2 14201 8839,028 5361,972 2159298
3 14201 8817,133 5383,867 2153914
4 14201 8795,149 5405,851 2148508
5 14201 8773,075 5427,925 2143080
6 14201 8750,911 5450,089 2137630
7 14201 8728,656 5472,344 2132158
8 14201 8706,311 5494,689 2126663
9 14201 8683,874 5517,126 2121146
10 14201 8661,346 5539,654 2115606
11 14201 8638,726 5562,274 2110044
12 14201 8616,013 5584,987 2104459
70 14201 7126,95 7074,05 1738301
71 14201 7098,064 7102,936 1731198
72 14201 7069,06 7131,94 1724067
73 14201 7039,938 7161,062 1716905
74 14201 7010,697 7190,303 1709715
75 14201 6981,337 7219,663 1702496
76 14201 6951,857 7249,143 1695246
7 14201 6922,256 7278,744 1687968
78 14201 6892,534 7308,466 1680659
79 14201 6862,692 7338,308 1673321
80 14201 6832,727 7368,273 1665953

202 Matematika - fyzika - informatika 20 2010/2011



Klasicky hypoteéni ivér versus americka hypotéka

Priklad 3

Mladi manzele chtéji rekonstruovat byt. Predbézny odhad na rekon-
strukci je 1000000 K¢. Manzelé maji uspofeno 300000 K¢. Zbyvajici
¢astku, tj. 700000 K¢, si musi vyptijcit. Rozhoduji se mezi hypote¢nim
avérem a americkou hypotékou. Hypotecni iivér mé roc¢ni tirokovou sazbu
4,95 %, doba splatnosti je stanovena na 20 let s mési¢ni splatkou 4 600 K¢,
poplatek za schvaleni Gvéru je 0,75 % z vypUjcené céstky (minimélné
6000 K¢, maximdlné 25000 K¢), poplatek za vedeni Gétu 150 Ké/mésic.
Americka hypotéka mé ro¢ni trokovou sazbu 7 %, doba splatnosti je 15 let
s mésién{ splatkou 6 292 K¢, poplatek za schvéleni avéru je 0,8 % z vy-
pljcené ¢astky (minimalné 9000 K¢, maximalné 30000 K¢), poplatek za
vedeni G¢tu 97 K¢&/mésic. V obou pfipadech musi manzelé zaplatit ¢astku
2000 K¢ za odhad trzni ceny bytu a kazdoro¢né 2200 K¢ za pojisténi
bytu. Jaky produkt je pro né vyhodné&jsi?

Poznamka: Americkd hypotéka je neacelovy uvér (penize lze pouzit na
cokoliv), ktery je zajistén nemovitosti. Urokova sazba byva o néco vyssi
nez u hypotecniho ivéru, ale zaroven nizsi nez u spotiebitelského véru.

Resent.

Klasicky hypotecni ivér
V pripadé klasického hypotecniho Gvéru splatky ¢ini 20-12-4600 K¢ =
=1104000 K¢, tzn. aroky 1104000 — 700 000 = 404 000 K¢.

Naéklady na avér jsou

ULOKY . oot e 404000 K¢

Poplatek za schvaleni avéru.............. 6000 K¢ (0,007 5 - 700000 =
= 5250 K¢, ale minimalni
sazba je 6000 K¢)

Poplatek za vedeni Gvérového actu....... 20-12-150 = 36 000 K¢
Pojisténi nemovitosti .................... 20 -2200 = 44000 K¢
Odhad nemovitosti ...................... 2000 K¢

Celkem ............... 492000 Ke.

Néklady na hypote¢ni avér ve vysi 700000 K¢ jsou 492000 K¢: aroky
404000 K¢ a poplatky 88000 K¢.
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Americkd hypotéka

Pokud by se manzelé rozhodli pro americkou hypotéku, ve splatkach
zaplati 15 - 126292 K¢ = 1132560 K¢, tzn. Groky 1132560 — 700 000 =
= 432560 K¢.

Néklady na americkou hypotéku jsou

UTOKY « oot 432560 K¢

Poplatek za schvaleni Gvéru.............. 9000 K¢ (0,008 - 700000 =
= 5600 K¢, ale minimalni
sazba je 9000 K¢)

Poplatek za vedeni Gvérového aétu....... 15-12-97 =17460 K¢
Pojisténi nemovitosti.................... 15-2200 = 33000 K¢
Odhad nemovitosti ...................... 2000 K¢

Celkem ...... ... i 494 020 K¢.

Néklady na americkou hypotéku ve vysi 700 000 K¢ jsou 494 020 K¢: Groky
432560 K¢ a poplatky 61460 K¢.

Rekonstrukce bytu manzele pfijde v obou piipadech pfiblizné stejné,

rozdil je pouhych 2020 K¢.
Pfi rozhodovani pro ten ¢i onen produkt by je mohly ovlivnit tyto sku-

teCnosti:

e Pii volbé hypotecniho Gvéru manzelé zaplati o 2020 K¢ méné, ale pod-
statnéjsi je skutecnost, ze vyse mésicni splatky je o 1692 K¢ mensi nez
u americké hypotéky. Nizsi mési¢ni splatka mtize hrat pri rozhodovani
dilezitou roli, nebot nezatizi tolik rodinny rozpocet.

e Volba americké hypotéky mize byt pro manzele ldkava z davodu, ze
vypujcené prostiedky nemusi byt vyuzity pouze na rekonstrukci bytu.
V pripadé, Ze se manzelim podaii pii rekonstrukci usetfit, napt. pti
riznych slevovych akcich, mohou zbyvajici prostiedky pouzit na coko-
liv (ndkup spotiebniho zbozi, potizeni ojetého automobilu, financovani
dovolené ... ). VySe zminéné produkty ¢i sluzby lze ziskat i prostied-
nictvim spotiebitelského Gvéru, popt. leasingu, ale Grokové sazby jsou
podstatné vysSsi nez u americké hypotéky (rozdil v Grokovych sazbédch
miize ¢init az 12 %).

Prefinancovani hypotéky

Priklad 4
Priblizné pred 5 lety si pan Novdk vzal hypote¢ni Gvér u banky AB
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ve vy§i 1800000 K¢ s roéni trokovou sazbou 5,2 %, dobou splatnosti 20
let a mési¢ni splatkou 12079 Ké. Tato drokova sazba byla fixovand na
5 let, nyni se blizi konec doby fixace a pan Novdk ma moznost ziskat
ro¢ni Grokovou sazbu 4,75 %, mési¢ni splatku 11726 K& p¥i zbytkové dobé
splatnosti 15 let. Poplatky jsou u obou bank stejné. Pti zméné banky se
zaplati pouze navic za novy odhad nemovitosti, coz v pripadé pana Novéaka
je 2 500 K¢. Kolik K¢ pan Novak vydéla pri prefinancovani hypotéky?

Reseni. Vzhledem k tomu, ze poplatky spojené s tivérem jsou u banky AB
i banky XY stejné, nemusime je pfi feSeni zohlednovat. Pouze vezmeme
v tvahu cenu odhadu nemovitosti 2500 K¢, kterou by pan Novak zaplatil
bance XY v ptipadé, ze by k ni prevedl ivér. Vliv na jeho rozhodnuti tedy
bude mit hlavné zaplacend vyse troki.

Zaplacené iroky u banky AB

Pokud by pan Novék hypote¢ni avér neprevadél, banka AB by od néj
ve splatkach ziskala ¢astku 20 -12-12709 K¢ = 2898960 K¢, tzn. troky
2898960 — 1800000 = 1098 960 K¢.

Zaplacené idroky v pripadé prevedeni hypotéky z banky AB do banky XY

Pii prevadéni hypotecniho Gvéru z jedné banky do druhé se musi mezi
sebou banky vyrovnat. To znamend, ze banka XY po 5 letech doplati za
pana Novdka u banky AB hypote¢ni avér. Banka AB na zdkladé umoro-
vaciho planu stanovila ztstatek dluhu ve vysi 1507512 K¢. Tento dluh byl
bankou XY zaplacen. Pan Novdk ma nyni u této banky dluh 1507512 K¢,
ktery bude splacet 15 let mési¢nimi splatkami 11726 K¢.

Pan Novéak ve splatkach zaplati

Splatky u banky ABza 5let............. 51212709 = 724 740 K¢
Splatky u banky XY za 151let............ 15-12-11726 = 2110680 K¢
Celkem ... 2835420 K¢.

Ve splatkach je zaplaceno 2835420 K¢, tzn. Groky 2835420 — 1800 000 =
= 1035420 K¢. Dalsi néklad, ktery musime brat na ztetel, je poplatek
2500 K¢ za novy odhad nemovitosti.

Pan Novak prefinancovdnim hypotecniho Gvéru vydéla 1098960 —
—1035420 — 2500 = 61 040 K¢.
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Zavér

Clanek ¢tenéie seznamil s nékterymi tskalimi spojenymi s hypote¢nim
avérem. Mnoho z nés fesilo nebo v budoucnu bude fesit otdzku bydleni,
proto je nezbytné se v této problematice orientovat. To je také jednim
z divodu zafazeni financ¢nich produkti, do nichz hypoteéni Gvéry spadaji,
do standardd FG.
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Pouzitie substiticii pri rieseni
goniometrickych rovnic

VLADIMIR STRECKO
Presovské univerzita v PreSove, SLOVENSKO

Slovo substiticia je latinského pévodu. Nahliadnuc do slovnika cudzich
slov zistime, Ze mé sedem vyznamov v zavislosti od toho, v ktorom odvetvi
ludskej c¢innosti sa aplikuje. V matematike substittcia znamend zavedenie
inych premennych do matematickych vzfahov. Chceme zdo6raznit, Ze pou-
Zitie substitiicie ma viest k zjednoduseniu vypoc¢tov. Prvé pouzitie tohto
nastroja, resp. pravidla logickej dedukcie patri mezopotamskej matema-
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tike, ktora sa venovala rieSeniu linedrnych, kvadratickych a Specidlnych
kubickych rovnic a ich systémov. Definicnym oborom tychto rovnic bol
obor prirodzenych ¢isel. Jedna sa o obdobie 2. tisicrocia pred n. 1. az po 6.
storocie pred n. 1. Vypocty boli realizované opisne bez matematickej sym-
boliky, no aplikované boli niektoré vzorce a metédy pouzité ako pravidla
(napr. metéda doplnenia vyrazu na uplny Stvorec). Prvé pouzitie vzor-
cov patri egyptskej matematike (objem zrezanej pyramidy, obsah kruhu,
poctové vykony so zlomkami) [4].

Na strednych gkolach sa ziaci stretdvaji na hodindch matematiky
s mnozstvom goniometrickych vzorcov a vzfahov medzi goniometrickymi
funkciami. Tieto vyuZivaja ako sicCast matematického aparatu na zjedno-
dusSovanie zlozitejsich goniometrickych vyrazov alebo na rieSenie goniome-
trickych rovnic, ¢éi nerovnic [2]. Prezentované st najmi rovnice vedice po
adekvétnej substiticii k rieSeniu algebraickej rovnice uré¢itého stupia. Uvo-
dom chceme akcentovat velky vyznam substiticii v matematickej ¢innosti
ziakov, pricom prvykrat sa s nimi stretdvaji uz na ZS, ked v 9. ro¢niku
riesia systémy dvoch rovnic s dvoma nezndmymi. Na SS uz ziaci maji
moznost uvidiet obrovské moZnosti zjednoduSenia vypoc¢tov v matematike
prave pouzitim vhodnych substitticii. Na VS sa $tudenti matematiky alebo
frekventanti kurzov matematiky najmé na VST oboznamuji s roznymi
substiticiami (napr. v diferencidlnom a integralnom pocte). Vyustenie te-
matického celku Goniometria na SS vidime v umen{ riesit goniometrické
rovnice resp. nerovnice. V suvislosti so spomenutymi skuto¢nostami mo-
zeme vo vSeobecnosti konstatovat, ze pri rieSeni goniometrickych rovnic
Ziaci musia ¢asto objavit, aka substiticiu majt pouzit.

V tomto ¢lanku ilustrujeme riesenie siedmich prikladov goniometrickych
rovnic. Pri ich vybere sme mali na zreteli ich didakticky aspekt a sticasne
sme sa snazili pokryt Siroké spektrum uciva matematiky na zvolenu tému.
Ciefom prispevku je ukazat na konkrétnych prikladoch moznosti pouZitia
substiticie pri rieSeni goniometrickych rovnic. Substiticie sa u goniomet-
rickych rovnic objavuja v dvoch forméach. T4 jednoduchsia je substittcia
v argumente.

Priklad 1
V obore vSetkych realnych ¢isel rieste rovnicu

2 sin 3x4+ 2 _ A
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Riesenie. Pri rieSeni tejto rovnice je potrebné najprv zistit argument a po-
tom hodnoty premennej, resp. nezndmej x. Pre ziakov je vyhodné rozdelit

si rieSenie rovnice na dve etapy. Zavedieme teda substiticiu 3”+2 =t. Tym
dostaneme zadkladni goniometrickdl rovnicu 2sint = /3, t._]. sint = ?

Tato rovnica mé dve riefenia t; = F + 2k, to = 2% + 2k, k € Z, pricom
Z znamend mnozinu vsetkych celych c¢isel. A teraz staci riesit dve line-
drne rovnice s nezndmou x, 352 = T 4 2kmr, 32E2 = 20 4 Ok k € Z
a dostavame z; = 2(21 — 3) + 27 :1:2 =2(4n-3) + 8’“" ,kel.

Substittcia v argumente sa ¢asto pouziva aj pri riesem gonlometrickych
rovnic po aplikécii goniometrickych vzorcov.

Priklad 2
V obore vSetkych realnych ¢isel rieste rovnicu

sin 2z — V3 cos 2z = 2.

Riesenie. Rovnicu upravime predelenim dvoma, ¢im dostdvame 2 sin 2z —

2
—§ cos2z = 1. Uvazujeme uhol « taky, ze cosx = %, sinx = f , B,

« = Z. Nadu rovnicu je mozné vyjadrit v tvare sin(2z — %) = 1. V tomto
priklade ide o aplikéciu sti¢tového vzorca sin(x— ). Dalej postupujeme ako
v priklade 1. Zavedieme substiticiu 2o — Z = t, ¢im dostaneme zakladni
goniometrickd rovnicu sint = 1, ktord mé jediné rieSenie ¢t = 77[ + 2k,
k € Z Vratime sa k neznamej x a dostaneme rieSenie danej rovnice
r =3 +km k€L

Druhym a zaujimavej$im pripadom rieSenia goniometrickej rovnice je
substiticia funkciou. Je to ¢asto Gcinna metdda riesenia niektorych goni-
ometrickych rovnic. Na tomto mieste pripominame, ze pri rieSeni rovnic,
ktoré nie st ,pripravené vopred, aby ,dobre vysli“ moézeme sa lahko za-
motat do problémov rieSenia algebraickych rovnic vyssieho stupna.

Priklad 3
V obore vSetkych realnych ¢isel rieste rovnicu
1
=4(cosx + tgx).
cos T

Riesenie. V prvom rade uréime podmienku rieSenia rovnice, Cize
x # T4 km, k € Z. Vznikol problém aplikicie vhodnej substittcie. Ten od-
halime az po vhodnych Gpravach naSej rovnice. Tato prevedieme na tvar,

208 Matematika - fyzika - informatika 20 2010/2011



kde st obsiahnuté funkcie sinus a kosinus, teda 1 = 4 cos®? z +4sinz. A te-
raz by mohli ziaci dostat ndpad pouzitia vzorca sin® z + cos® 2 = 1. Vzorec
je zaujimavy tym, ze druhé mocniny sinusu a kosinusu je mozné vzajomne
vyjadrovat. Pretoze je v rovnici jedine sin z v 1. mocnine, vyjadrime cos? x
pomocou sin® z, t.j. 1 = 4(1 — sin? z) + 4sinz, 4sin’ x — 4sinz — 3 = 0.
Po substitticii sinz = z mdme kvadratickt rovnicu 422 — 4z — 3 = 0,
ktorej korenmi st z; = %, Zo = —%. Teraz sa vratime k pévodnej pre-
mennej (neznamej) = a dostdvame dve zdkladné goniometrické rovnice
sing = 2, sinz = —3, z ktorych prvé nems riefenie a druhd m4 rieSenia

7 = %n + 2km, k € Z. Obidve rieSenia st z definicného

T, = ET[_'_ 2k}7'[, To

oboru danej rovnice.

Priklad 4
V obore vSetkych realnych ¢isel rieste rovnicu

3sin’ z + (1 + cosx) cosz — 2 =0

Riesenie. Upravime 3sin? x 4 cos z + cos? £ —2 = 0. Opit vyuzijeme vlast-
nost stctu druhych mocnin funkcii sinus a kosinus, pri¢om teraz vyjadrime
sin?z = 1 — cos? z, ¢im dostaneme 2 cos® 2 — cosz — 1 = 0. Po substiticii
cosz = z mame rovnicu 22—z —1 =0 s korefimi z; = 1, 25 = —%. Ostava
rieSit rovnice cosz = 1 a cosz = —%. Dostaneme definitivne rieSenie rov-
nice ¥y = 2km, Ty = 27+ 2km, x5 = S+ 2km, k € Z.

Priklad 5
V obore vSetkych redlnych ¢isel rieSte rovnicu

sin 2z + tgx = 2.

Riesenie. Podmienka rieSenia danej rovnice je  # X +kmn, k € Z. Upravou
dostaneme v rovnici sinusy a kosinusy, ¢ize 2 sinz cosz + 2‘022 = 2. Z pre-
doslych dvoch prikladov vyplyva, ze substittcie sinx = z, cosz = z nie sa
vhodné. Skisime pouzZit substiticiu tgx = z. V naSej rovnici dostaneme
23LL co5? ¢ + tgw = 2, Cize 2zcos’w + z = 2. Vznikol problém nahra-
dit cos®z vyuZitim funkcie tangens. V stvislosti s tym staci uvazit, ze

tg?z + 1 = —L—. Z tohto vzfahu vyplyva cos’z = alebo inak

cos? x
2 _ 1
COS™ T = T422"

1

T+tgZz
. . . - soxey 1 o ,

Tym je problém vyrieSeny, Cize 22y mt2=2 Po aprave
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tejto rovnice dostaneme kubickt rovnicu 2% — 222 + 3z — 2 = 0. Koret rov-
nice najdeme skusmo. Podla Vietovej vety, ak ma tato rovnica racionélny
koren, potom tento koren je delitelom absolatneho ¢lena rovnice. Mézeme
teda vyskasaft ¢isla +£1, +2. Dahko zistime, Ze ¢islo 1 je korehom rovnice.
Rozkladom na stéin koreiovych ¢initelov mame (z — 1)(22 — 2z +2) = 0,
¢ize z = 1, 22 — 2 + 2 = 0, pricom kvadratické rovnica nemé v R riesenie.
Vratime sa k nezndmej x, ¢im mame tgzx = 1. RieSenim nasej rovnice je
=T 4+ km, k € Z. [Uvedend substiticia je efektivna aj pri nerovnici.]

Pozndmka. Francizsky matematik Francois Viéte (1540-1603) vyriesil
slavny problém casus irreducibilis kubickej rovnice, pri ktorom ostal bez-

radny taliansky matematik Girolamo Cardano (1501-1576). Viete pouZil
na vyrieSenie problému prave goniometrické substiticie.

Uloha 1
V obore vSetkych redlnych ¢isel rieSte rovnicu

cosz sin 2z = 3 cos® z — sin® z.

[Navod: Rovnicu delte cos® z a upravte pouZijlc substiticiu tgz = z, t.j.

2:=3-2%22+2:—=0,2=1,2>+2+3=0]
Uloha 2
V obore vSetkych redlnych ¢isel rieSte rovnicu

3

(sin® x — cos® x) - cosx = 1 — 2cos® z,

[Oborom pravdivosti je P = {km, T + kmt, k € Z}]

Zaverom sa zmienime o ,univerzdlnej“ substittcii tg $ = 2. Tato Casto
vedie k zlozitym algebraickym rovniciam. Nie je to u¢ivo matematiky SS.
Studenti sa s nim stretdvaji na VS pri téme Integrovanie goniometrickych
funkcii.

Priklad 6
V obore vSetkych redlnych ¢isel rieSte rovnicu
2sinz 5 —3sinx —Hcosx
2 —cosx  l+sinz+cosz

Riesenie. PretoZze menovatel musi byt rozny od 0, plati 1+ sinx + cosx #
# 0, odkial © # (2k + 1), © # 2+ 2km, k € Z. Tato rovnicu (a mnoho
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jej podobnych) je efektivne riesif pomocou substiticie tg § = z. Z nej je
potrebné vyjadrit sinz a cosz. To vykondme jednoducho pomocou polo-
viénych argumentov takto:

. 2sin § cos §
sing = ——=——3—,
cos? § +sin”
cos? £ — sin®
CcoST =

cos? § + sin? :

[NERNME]

V obidvoch vzorcoch vydelime Citatel aj menovatel na pravej strane rov-
nosti vyrazom cos® , & # (2k + 1)7, k € Z, ¢im dostavame sinz = 35,
cosT = %’js Odvodené vztahy dosadime do naSej rovnice a po uprave
dostaneme rovnost vyrazov

4z _5+522—62—5+5z2
242221422 142242241 —22

Po vykonani ekvivalentnych tprav dostaneme
82(z +1) = 22(52 — 3)(32%* + 1),

z ¢oho mame hned jedno riesenie z = 0. Po roznéasobeni vSetkych vyrazov
a anulovanim dostdvame kubick(l rovnicu

1523 =923+ 2 —7=0. (%)

Skusmo zistime jej rieSenie z = 1. Po vydeleni polynému na lavej strane
rovnice (¥) polynémom (z — 1) dostaneme rovnicu 152% + 62z +7 = 0, ktora
nemd dalsie redlne korene.

Névratom k substittcii tak dostaneme tg 3 = 0 alebo tg 3 = 1. Obo-
rom pravdivosti nasej rovnice je {an, T +2kmk € Z} Prezentovani
substiticiu je vyhodné pouZit pri goniometrickych rovniciach typu
acosx + bsinz = ¢ (a, b, ¢ st dané redlne &isla).

Matematika - fyzika - informatika 20 2010/2011 211



Uloha 3
V obore vSetkych redlnych ¢isel rieSte rovnicu

1+sinx —3cosx
5—4sinx + 3cosx

Obor pravdivosti P = {Z + 2kn, (2k + 1)m, k € Z} .
2

Uloha 4
V obore vSetkych redlnych ¢isel rieSte rovnicu
2—cosz
1+sinz

[Obor pravdivosti P = {2km, T + 2km, k € Z}].

Pozndmka. Napriek univerzalnemu pouzitiu uvedenej substiticie tieto dve
tlohy moZno riesit po Gprave aj 1. pouzitim stctovych vzorcov, 2. pouzitim
vzorcov pre stcet hodnot goniometrickych funkcii, 3. umocnenim druhou
mocninou, 4. vyuzitim dal$ich goniometrickych vzorcov, 5. aplikdciou po-
loviénych argumentov pre funkcie sinz a cosx.

Pre zaujimavost uvedme este jeden druh substiticie.

Priklad 7
V obore vSetkych redlnych ¢isel rieSte rovnicu

sinx + cosx = 1 + sin 2x.

Riesenie. PoloZzme sinz + cosx = z. Potom uvedomiac si, Ze 1 4 sin 2z =
= sin®z + cos®z + 2sinzcosz, 1 + sin2z = (sinz + cosz)?, dostaneme
z2=2%tj.22—2=0,2(z—1) =0, 21 =0, 2o = 1. RieSenie nasej rovnice
dostaneme ako rieSenie rovnic sinz + cosz = 0, sinz + cosx = 1, teda
1 ZTZ[-F]CT[, T2 :2]{}7'[, r3 = 77[4-2]{77'[, keZ.

Prezentované priklady moézu zaujat Citatefov svojim kreativnym a in-
venénym nébojom. Ide o snahu formovaf uvedomely pristup ziakov SS
k rieSeniu matematickych tloh. Tym sa redukuje formalizmus v mate-
matickych vedomostiach ziakov SS. Snazili sme sa ukizaf nesporny vy-
znam substiticie v matematickych vypoctoch. Zakon¢me cely ¢lanok opit
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pohladom do histérie citujic vyznamného francizskeho matematika P. S.
Laplacea (1749-1827): , Citajte Eulerove diela. Euler je ucitefom nas viet-
kych“. Leonard Euler (1707-1783) je naozaj hviezdou matematického neba.
Goniometriu ostrého uhla poznali stari Gréci, indickd, arabskd a ¢inska
matematika. No az Euler sa ,vymanil“ zo zajatia pravouhlého trojuhol-
nika a dal goniometrii podobu akt pozname dnes. Slavna Eulerova rovnost
ukazuje vztah medzi goniometrickymi funkciami a komplexnymi ¢islami.
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime feSeni tloh 169 a 170, jejichz zadani byla zvefejnéna v devatém
¢isle lofiského (19.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 169
Najdéte vSechna celd cisla n, pro kterd je hodnota vyrazu 2" — 91 tieti
mocninou nékterého celého cisla.
Pavel Calabek

Resent:
Oznacme z celé cislo, pro které je 2" — 91 jeho tfeti mocninou. Plati

tedy
z? = 2" —91. (1)

Nutnou podminkou existence x je, aby ¢islo n bylo celé nezaporné, to
predpokladame ve zbytku reSeni. Prvociselny rozklad ¢isla 91 je 91 = 7-13.
Nejprve vySetiime zbytky pfi déleni ¢islem 7 obou stran rovnice (1).
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Pro libovolné celé &slo x plati (z +7)% — 2 = 7(3z? + 21z +49). Odtud
vidime, ze zbytky tretich mocnin celych cisel pfi déleni sedmi se opakuji
s periodou sedm. Tfeti mocniny celych ¢isel pii déleni 7 maji zbytky 0 (pro
Cisla ¢ délitelnd 7), 1 (pro Cisla @ se zbytky 1, 2 a 4 p¥i déleni 7) a 6 (pro
Cisla @ se zbytky 3, 5 a 6 pfi déleni sedmi).

Dale plati 22 = 8 = 1 (mod 7), proto se zbytky ¢isel tvaru 2" pri
déleni 7 opakuji s periodou 3. Celé neziaporné mocniny ¢isla 2 maji pii
déleni 7 zbytky 1 (kdyZ n je délitelné tfemi), 2 (pro n se zbytkem 1 pii
déleni 3) a 4 (pro n se zbytkem 2 pii déleni tfemi). Tyto zbytky tak maji
i cisla 2™ — 91.

Vidét to mlizeme ostatné i z nésledujici tabulky:

x 0[1]2]3T4[5]6]7[8]9]10]11
22 mod 7 o[1[1]6[1[6]6]0[1]1]6 |1

n 0(1]2[3]4[5]6]7|8]9]10]11

(2" —91) mod 7 T|2]a|1]2]4[1[2[4[1] 2] 4

Vratme se k rovnici (1). Cislo 2” — 91 mfize mit p#i déleni sedmi jeden
ze zbytkd 1, 2, 4, a ¢islo 2 mlZe mit pii déleni sedmi jeden ze zbytki 0,
1, 6. Jediny mozny spolecny zbytek je proto 1. Odtud jiz plyne, Ze ¢islo n
musi byt délitelné 3 a £ mé pii déleni sedmi jeden ze zbytkd 1, 2 a 4. Je
tedy n = 3m pro vhodné celé nezdporné cislo m.

Rovnici (1) upravime do tvaru

(2™ — x)(2%™ 4 2™z + 2?) = 91. (2)

Vzhledem k tomu, Ze ¢islo m je celé nezdporné a cislo = celé, jsou oba
¢initelé levé strany vyrazu (2) celd ¢isla. Navic 22 + 2Mz + 22 =
= (2™ + x)? + 222 > 0, proto jsou oba ¢initelé &isla kladna. Pro aplné fe-
Seni tlohy rozebereme vSechny moznosti rozkladu ¢isla 91 na soucin dvou
kladnych celych ¢isel, tyto moznosti jsou dané nasledujici tabulkou:

A=2m—¢g 1] 7]13]|91
B=242mp 4+ 22191137 |1

Z rovnosti A = 2™ — g plyne 2™ = A + z, proto
B=2"" 42"z +2* = (A+2)* + (A + 2)z + 2 = 32° + 3Az + A?,
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neboli
0=3z? +3Az + A®> — B.

Tuto rovnici budeme fesit jako kvadratickou rovnici vzhledem k neznamé x
pro ¢tyfi dané dvojice ¢isel A a B. Pro (A, B) = (1,91) je z € {—6,5}, pro
(A,B) = (7,13) je z € {-3,-2}, pro (4,B) = (13,7) a (4,B) = (91,1)
tato rovnice nem4 realné koteny. Cislo A + z (= 2™) je oviem mocninou
Cisla 2 pouze pro A =7 a x = —3. Proto m = 2, tedy n = 6.

Zavér. Hodnota vyrazu 2" — 91 je tfeti mocninou celého ¢isla pouze pro
n =6 a plati 26 — 91 = (=3)3.

Spravna teSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van, Ondrej Barto§ z G v Zdaru n. S., Neumannova, Michael Bilij z GJV
v Klatovech, Nar. mucednikt, Jiri Biolek z GPB ve Frydku-Mistku, On-
drej Bouchala z G v Havifové, Komenského, Martin Buchdcek z G v Plzni,
Opavska, Eva Gocnikovd z GJS v Prerové, Komenského, Alena Harlende-
rovd z SGO v Olomouci, tt. Jitiho z Podébrad, Josef Hazi z G v Chebu,
Nerudova, Filip Hlisek z G v Plzni, Mikulasské nam., Anna Chejnovskd
z GChD v Praze 5, Zborovska, Miroslav Koblizek z G v Zamberku, N4-
drazni, Barbora Mdlova a Jakub Solovsky, oba z GMK v Bilovci, Pavel
Sevecek z G v Brng, ti. Kpt. Jarose Stépdn Simsa z GJJ v Litoméficich,
Svojsikova, Martin Topfer z G v Praze 7, Nad Stolou a Lukds Zaviel z G
v Praze 9, Chodovicka,

Netiplné teseni zaslali Frantisek Jachim z Volyné, Viadimir Pavel z Blo-
vic, Jirt Steckbauer z Kvétné, Hynek Jemelik, z G v Brné, tf. Kpt. Jarose
a Tomds Kubelka z G v Zamberku, Nadrazni.

Uloha 170

Na kruznici k jsou dany dva rdzné body X a Y tak, ze pfimka XY
neprochézi stiedem kruznice k. Usetka XY je priimérem kruznice I. Na
vétsim oblouku XY kruznice k lezi bod P a na kruznici [ bod @ tak, zZe
Ctyfihelnik PXQY je konvexni a ptitom PX || QY. Dokazte, Ze velikost
thlu PY Q nezavisi na poloze bodu P (za podminky existence bodu Q).

Robert Geretschliger (Graz)

Reseni:

Primky PX a QY jsou rovnobézné, thly X PY a PY (@ jsou prilehlé,
tedy plati |[SXPY| + |<PYQ| = 180°. Podle véty o obvodovém ahlu
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velikost thlu X PY nezavisi na poloze bodu P na delsim oblouku XY
kruznice k. Proto velikost thlu PY @ nezavisi na poloze bodu P (za pod-
minky existence bodu Q).

Obr. 1

Spravna teSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van, Frantisek Jachim z Volyné, Vladimir Pavel z Blovic, Jiri Steckbauer
z Kvétné, Ondiej Bartos z G v Zdaru n. S., Neumannova, Michael Bily
z GJV v Klatovech, Nar. mucednikt, Jiri Biolek z GPB ve Frydku-Mistku,
Ondiej Bouchala z G v Havitové, Komenského, Martin Buchacek z G
v Plzni, Opavska, Eva Gocnikovd z GJS v Prerové, Komenského, Alena
Harlenderova z SGO v Olomouci, t¥. Jiftho z Podébrad, Josef Hazi z G
v Chebu, Nerudova, Filip Hlasek z G v Plzni, Mikulagské nam., Anna Chej-
novskd z GChD v Praze 5, Zborovska, Hynek Jemelik a Pavel Sevecek, oba
z G v Brné, tf. Kpt. Jarose Miroslav Koblizek a Tomds Kubelka, oba z G
v Zamberku, Nadrazni, Kateiina Medkovd z BGBB v Hradci Kralové, Orl.
néabt., Barbora Mélovd a Jakub Solovskyj, oba z GMK v Bilovci, Stépdn
Simsa z GJJ v Litoméficich, Svojsikova, Martin Topfer z G v Praze 7,
Nad Stolou a Lukd$ Zaviel z G v Praze 9, Chodovicka.

Pavel Calabek
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