
MATEMATIKA

O jednom d�kazu Hamiltonovy v�ty

JAROSLAV �VR�EK

P��rodov�deck� fakulta UP� Olomouc

V p��sp�vku ���� kter� je zam��en na vyu�it� vektor	 p�i �e
en� geo�
metrick�ch �loh� jsou uvedeny mj
 tak� dva odli
n� d	kazy tzv
 Hamil�
tonovy v�ty a n�kter� jej� vyu�it�
 Pomoc� n� bylo mo�no �e
it nap�
 tak�
jednu z planimetrick�ch �loh zadan�ch sout���c�m na ��
 MMO v Madridu
�v roce ������ viz ���


Obsahem tohoto �l�nku je prezentace jin�ho �autorova� d	kazu v�
e
zm�n�n� v�ty
 Nejprve v
ak dok��eme n�sleduj�c� tvrzen��

V�ta �

Nech� O je st�ed kru�nice opsan� troj�heln�ku ABC a V jeho ortocen�
trum �pr	se��k v�
ek�
 Pak plat�

��
V A�

��
V B �

��
V C � � � ��V O �

D�kaz� Ozna�me C� st�ed strany AB uva�ovan�ho troj�heln�ku ABC a D
vrchol rovnob��n�ku ADBV � viz obr
 �
 �hlop���ky tohoto rovnob��n�ku
se p�itom prot�naj� v bod� C�

�
 Ozna�me d�le T t��i
t� troj�heln�ku ABC


�V p��pad�� �e ABC je pravo�hl� troj�heln�k s prav�m �hlem p�i vrcholu A� resp�
B� je rovnob��n�k ADBV degenerovan� 	p�ech�z� v �se
ku AB�� V�echny n�sleduj�c�
�vahy v�ak z
st�vaj� v platnosti�

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ���



����
����
�	
��
��

Obr� �

Proto�e � � ���V C� �
��
V D �

��
V A�

��
V B� plat� podle obr
 �

��
V O �

���
OC� �

���
V C� �

�
�
�
��
V A�

��
V B� �

Vzhledem k tomu� �e stejnolehlost se st�edem v bod� T a koe�cientem � �
�

p�ev�d� troj�heln�k ABC na p���kov� troj�heln�k A�B�C� �A�� B� a C�

jsou po �ad� st�edy stran BC� CA a AB� a sou�asn� jeho ortocentrum V

na st�ed kru�nice opsan� O troj�heln�ku ABC �ortocentrum p���kov�ho

troj�heln�ku A�B�C��� plat� d�le
���
OC� � � �

�

��
V C
 Odtud

��
V O � �

�

��
V C �

�
�
�
��
V A�

��
V B� � ���

U�it�m principu cyklick� z�m�ny dostaneme dal
� dva vztahy

��
V O � �

�

��
V A �

�
�
�
��
V B �

��
V C� � ���

��
V O � �

�

��
V B �

�
�
�
��
V C �

��
V A� � ���
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Sou�tem rovnost� ������� obdr��me po snadn� �prav�

��
V A�

��
V B �

��
V C � � � ��V O �

T�m je d	kaz uzav�en


V�ta � �Hamiltonova��

Nech� O zna�� st�ed kru�nice opsan� troj�heln�ku ABC a V jeho orto�
centrum
 Pak plat� ��

OA�
��
OB �

��
OC �

��
OV �

D�kaz�

����
����

Obr� �

Z obr
 � je patrn�� �e plat�

��
OA �

��
OV �

��
V A

a analogicky ��
OB �

��
OV �

��
V B �

��
OC �

��
OV �

��
V C �

Jejich sou�tem a vyu�it�m v�ty � dostaneme

��
OA�

��
OB �

��
OC � � � ��OV � �

��
V A�

��
V B �

��
V C� � � � ��OV � � � ��OV �

��
OV �

co� jsme cht�li dok�zat


�W� R� Hamilton 	����������� irsk� matematik
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Pozn�mka� Z uveden�ho postupu vypl�v�� �e Hamiltonova v�ta je d	sled�
kem v�ty �
 Lze v
ak naopak tak� uk�zat� �e z Hamiltonovy v�ty plyne
tvrzen� v�ty �
 O d	kaz obr�cen� v�ty se pokuste samostatn�
 �Ob� rov�
nosti uveden� ve v�t�ch � a � jsou tud�� ekvivalentn�
�

K samostatn�mu procvi�en� uveden� problematiky uv�d�me pro z��
jemce n�sleduj�c� dva p��klady


P��klad �

Nech� T zna�� t��i
t� troj�heln�ku ABC
 Doka�te� �e plat�

��
TA�

��
TB �

��
TC �

��
� �

kde
��
� zna�� nulov� vektor


P��klad �

Nech�M��M�� � � � �M� jsou po �ad� st�edy stran A�A�� A�A�� � � � � A�A�

konvexn�ho 
esti�heln�ku A�A�A�A�A�A�
 Doka�te� �e existuje troj�he�
n�k� jeho� strany jsou shodn� s �se�kami M�M�� M�M�� M�M�


K dal
�mu prohlouben� znalost� lze �ten��	m doporu�it nap�
 publikaci
���� v n�� je vektor	m v�nov�na cel� kapitola


L i t e r a t u r a

��� Prasolov� V� V�� Zada
i po planimetrii� 
as� I 	rusky�� Nauka� Moskva �����
��� �vr�ek� J�� U�it� vektor
 p�i �e�en� geometrick�ch �loh� In Sborn�k MAKOS �����

J�MF� Praha 	v tisku��
��� Hor�k� K� a kol�� ��� ro
n�k MO na st�edn�ch �kol�ch� J�MF� Praha �����
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Znalost problematiky hypote�n�ch
�v�r� � nezbytn� sou��st �nan�n�
gramotnosti

VLADIM�RA PETR��KOV�

Jiho
esk� univerzita v �� Bud�jovic�ch� Pedagogick� fakulta

�vod
V posledn�ch t�ech letech je v�nov�na zv�
en� pozornost �nan�n�mu

vzd�l�v�n�
 Byly vyd�ny n�kter� dokumenty �nap�
 ���� ����� kter� se touto
ot�zkou zab�vaj�
 V n�vaznosti na tyto dokumenty prob�hla v letech ����
a ���� implementace tzv
 standard	 �nan�n� gramotnosti �d�le FG� do
r�mcov�ch vzd�l�vac�ch program	 �d�le RVP�� resp
 
koln�ch vzd�l�vac�ch
program	 �d�le "VP�
 Zaveden� t�chto standard	 do RVP� pop�
 "VP by
m�lo p�isp�t ke zv�
en� �nan�n� gramotnosti jak ��k	 Z"� tak student	
S"
 Poznamenejme� �e standardy FG pro studenty S" odpov�daj� stan�
dard	m FG dosp�l�ho �lov�ka
 Obsahov� pokr�vaj� tato t�mata� pen�ze�
hospoda�en� dom�cnost�� �nan�n� produkty a pr�va spot�ebitele


V �l�nku ��� jsou uvedeny p��klady t�kaj�c� se spot�ebitelsk�ch �v�r	
a spl�tkov�ho prodeje �ve standardech FG oblast �nan�n�ch produkt	��
kter� by mohly b�t �e
eny v hodin�ch matematiky na S"
 #ten�� zde byl
sezn�men i s n�kter�mi detaily� kter� je t�eba p�i jejich vyu��v�n� br�t
v �vahu� proto�e zdaleka nejsou zanedbateln�
 V tomto �l�nku se zam��
��me na dal
� �nan�n� produkt� a to na hypote�n� �v�ry
 Op�t upozorn�me
na n�kter� aspekty� kter� je nutno p�i v�b�ru produkt	 zohlednit
 Klasick�
p��klady na v�po�et v�
e spl�tky� doby splatnosti� �rokov� sazby apod
 po�
nech�me stranou� nebo� jsou ji� p�ehledn� a n�padit� zpracov�ny v ���
 P�i
�e
en� n��e uveden�ch probl�m	 budeme p�edpokl�dat� �e �ten�� m� z��
kladn� znalosti z oblasti hypote�n�ch �v�r	
 Pokud tyto znalosti postr�d��
m	�e si je doplnit nap�
 v � �


Klasick� hypote�n� �v�r

P��klad �
Mlad� man�elsk� p�r s dosta�uj�c�mi p��jmy se rozhodl postavit si men
�
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rodinn� domek
 Podle p�edb��n� kalkulace bude pot�ebovat � �$� ��� K�

Vzhledem k tomu� �e jako svatebn� dar od rodi�	 obdr�el hotovost ve
v�
i � ��� ��� K�� chyb� mu k realizaci jeho pl�n	 ��stka � �$���� K�

Mlad� man�el� cht�j� chyb�j�c� �nan�n� prost�edky z�skat prost�ednictv�m
hypote�n�ho �v�ru
 Banka jim tento �v�r nab�dne s ro�n� �rokovou m�rou
��� %� dobou splatnosti �� let a m�s��n� spl�tkou �� ��� K�
 Jak vysok�
budou n�klady na �v�r&

�e�en�� Man�el� po��taj� s t�m� �e ve spl�tk�ch zaplat� celkem �� � �� �
� �� ��� K� � � ��� ��� K�� tzn
 jsou srozum�ni s �roky � ��� ��� �
�� �$� ��� � � ��� ��� K�
 Vz�p�t� se ov
em dozv�� �e banka si ��tuje
za schv�len� �v�ru ��$ % ze zap	j�en� ��stky �minim�ln� ! ��� K�� maxi�
m�ln� � ��� K��� za veden� ��tu � � K� m�s��n�� za odhad tr�n� budouc�
ceny domku  ��� K� �odhad nemovitosti je nutn� pro poskytnut� �v�ru�

D�le budou muset vz�t v �vahu ka�doro�n� v�daj �  �� K� za poji
t�n�
domku� nebo� bez poji
t�n� nemovitosti banka �v�r neposkytne


Nyn� se pod�vejme� jak� budou skute�n� n�klady na �v�r�

�roky � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ������ K�
Poplatek za schv�len� �v�ru � � � � � � � � � � � � � �� �$� ��� � �� ��$  � �! �$ K�
Poplatek za veden� �v�rov�ho ��tu � � � � � � � �� � �� � � � �! ��� K�
Poji
t�n� nemovitosti � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � �  �� � �� ��� K�
Odhad nemovitosti � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ��� K�

Celkem � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��  � K�

Skute�n� n�klady na �v�r ve v�
i � �$� ��� K� budou �init � ��  � K��
tedy o ��$ �$ K� �poplatky� v�ce ne� man�el� p�edpokl�dali


Klasick� hypote�n� �v�r versus doba splatnosti

P��klad �
Mlad�mu man�elsk�mu p�ru z p��kladu � se zd� m�s��n� spl�tka ve v�
i

�� ��� K� p��li
 vysok�
 Po��d� banku� zda by nemohla dobu splatnosti
�v�ru prodlou�it na v�ce ne� �� let� proto�e se t�m samoz�ejm� sn��� v�
e
m�s��n� spl�tky
 Vzhledem k jejich v�ku �man�el	m je kolem �� let� jim
banka nab�dne tyto varianty�

�
 dobu splatnosti � let� v�
i m�s��n� spl�tky �� !� K��
�
 dobu splatnosti �� let� v�
i m�s��n� spl�tky �� �$ K��
�
 dobu splatnosti � let� v�
i m�s��n� spl�tky ����� K�
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Man�el	m se samoz�ejm� l�b� varianta �� nebo� v�
e spl�tky by se sn��ila
oproti p	vodn� spl�tce �� ��� K� p�ibli�n� o jednu �tvrtinu �o � ��$ K��

Jak vysok� by byly n�klady na �v�r� pokud by zvolili tuto variantu& Po�
rovnejte s n�klady z p��kladu �
 Kolik by 'st�l( �v�r p�i dob� splatnosti
� let a �� let&

�e�en��

Varianta �
V p��pad�� �e man�el� zvol� variantu �� spl�tky je p�ijdou na � � �� �

� �� ��� K� � �  �� ��� K�� tzn
 �roky �in� �  �� ��� � � �$� ��� �
� � �$� ��� K�


N�klady na �v�r tedy budou

�roky � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$� ��� K�
Poplatek za schv�len� �v�ru � � � � � � � � � � � � � �� �$� ��� � �� ��$  � �! �$ K�
Poplatek za veden� �v�rov�ho ��tu � � � � � � � � � �� � � � � !� ��� K�
Poji
t�n� nemovitosti � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  �� � � $  �� K�
Odhad nemovitosti � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ��� K�

Celkem � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !�� !  K��

N�klady na �v�r ve v�
i � �$� ��� K� �in� � !�� !  K�� �roky � �$� ��� K�
a poplatky ��� $$ K�


Srovn�me�li n�klady t�to varianty s n�klady z p��kladu �� vid�me� �e se
m�s��n� spl�tka sice sn��ila o � ��$ K�� ale �roky vzrostly z � ��� ��� K�
na � �$����� tj
 p�ibli�n� se zdvojn�sobily� p�ev�
ily i vyp	j�enou ��stku

Tak� poplatky spojen� s �v�rem narostly ze ��$�$ K� na ��� $$ K�
�o ��  �� K��


Varianta �
V p��pad� varianty � spl�tky �in� �� ��� ���  �$ K� � � ��! ��� K�� tzn


�roky � ��! ���� � �$� ��� � � �$! ��� K�


N�klady na �v�r jsou

�roky � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$! ��� K�
Poplatek za schv�len� �v�ru � � � � � � � � � � � � � �� �$� ��� � �� ��$  � �! �$ K�
Poplatek za veden� �v�rov�ho ��tu � � � � � � � � � �� � � � �  � ��� K�
Poji
t�n� nemovitosti � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � �  �� � �� ��� K�
Odhad nemovitosti � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ��� K�

Celkem � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��! �� K��
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�v�r ve v�
i � �$���� K� s dobou splatnosti �� let bude 'st�t(
� ��!�� K�� �roky � �$!��� K� a poplatky ����$ K�


Varianta �
Pokud by man�el� zvolili variantu �� zaplat� ve spl�tk�ch � � �� �

� ��  !� K� � � $!� ��� K�� tzn
 za �roky � $!� ��� � � �$� ��� �
� �  �� ��� K��

N�klady budou

�roky � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  �� ��� K�
Poplatek za schv�len� �v�ru � � � � � � � � � � � � � �� �$� ��� � �� ��$  � �! �$ K�
Poplatek za veden� �v�rov�ho ��tu � � � � � � � � � �� � � � � � ��� K�
Poji
t�n� nemovitosti � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  �� � ���  �� K�
Odhad nemovitosti � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ��� K�

Celkem � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $$! $$ K��

�v�r ve v�
i � �$���� K� s dobou splatnosti � let bude 'st�t(
� $$!$$ K�� �roky �  ����� K� a poplatky �$�$$ K�


Z v�
e uveden�ho je z�ejm�� �e ��m je del
� doba splatnosti� t�m je �v�r
dra�
�
 Nar	staj� jednak �roky� jednak poplatky s �v�rem spojen�
 Sice se
p�i prodlu�ov�n� doby splatnosti sni�uje v�
e m�s��n� spl�tky ��� ��� K��
��  !� K�� ��  �$ K�� �� ��� K��� ale toto sn��en� nen� p��mo �m�rn�
zv�
en� �rok	 a poplatk	 ��roky� � ������ K�� �  ����� K�� � �$!��� K��
� �$���� K�) poplatky� ��$ �$ K�� �$�$$ K�� ����$ K�� ���$$ K��


V tabulce � je uvedena ��st umo�ovac�ho pl�nu�� hypote�n�ho �v�ru
s dobou splatnost� � let a v tabulce � ��st umo�ovac�ho pl�nu hypote��
n�ho �v�ru s dobou splatnost� �� let �ro�n� �rokov� sazba je v obou p���
padech ��� %�
 Po nahl�dnut� do t�chto tabulek m	�eme odhalit p���inu
markantn�ho n�r	stu �rok	 p�i prodlou�en� t�to doby� a to je pomalej
�
umo�ov�n� dluhu
 V p��pad� doby splatnosti � let v prvn�m roce spl�cen�
jde p�ibli�n� �� % spl�tky na �roky a p�ibli�n� �� % na umo�en� �v�ru

Teprve v � �
 spl�tce �asi po �� letech� je �mor v�t
� ne� �rok
 P�i dva�
cetilet�m spl�cen� je v prvn�m roce rozlo�en� �moru a �roku p��zniv�j
��
pom�r �rok a �mor je p�ibli�n� !� % k �� %
 Ji� v $�
 m�s�ci �asi po !
letech� se rozlo�en� spl�tky zm�n� ve prosp�ch �moru


�� Umo�ovac� pl�n slou�� k tomu� aby klient m�l p�ehled o tom� jak� 
�st spl�tky
	anuity� jde na �rok a jak� na �mor� a jak� je z
statek dluhu�
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Tab
 �� Umo�ovac� pl�n hypot��n�ho �v�ru s dobou splatnosti � let a ro�n�
�rokovou m�rou ��� %

obdob� anuita �rok �mor z�statek

� �������

� ����� �������� �������� �������

� ����� �������� �������� �������

� ����� ������� ������� �������

� ����� �������� �������� �������

� ����� �������� �������� �������

� ����� �������� �������� �������

� ����� ������� ������� �������

� ����� �������� �������� �������

� ����� �������� �������� �������

�� ����� �������� �������� �������

�� ����� �������� �������� �������

�� ����� ������� ������� �������

� � �
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Tab
 �� Umo�ovac� pl�n hypot��n�ho �v�ru s dobou splatnosti � let a ro�n�
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Klasick� hypote�n� �v�r versus americk	 hypot
ka

P��klad �
Mlad� man�ele cht�j� rekonstruovat byt
 P�edb��n� odhad na rekon�

strukci je � ������ K�
 Man�el� maj� uspo�eno ������ K�
 Zb�vaj�c�
��stku� tj
 $����� K�� si mus� vyp	j�it
 Rozhoduj� se mezi hypote�n�m
�v�rem a americkou hypot�kou
 Hypote�n� �v�r m� ro�n� �rokovou sazbu
��� %� doba splatnosti je stanovena na �� let s m�s��n� spl�tkou � !�� K��
poplatek za schv�len� �v�ru je ��$ % z vyp	j�en� ��stky �minim�ln�
! ��� K�� maxim�ln� � ��� K��� poplatek za veden� ��tu � � K�*m�s�c

Americk� hypot�ka m� ro�n� �rokovou sazbu $ %� doba splatnosti je � let
s m�s��n� spl�tkou ! ��� K�� poplatek za schv�len� �v�ru je ��� % z vy�
p	j�en� ��stky �minim�ln� � ��� K�� maxim�ln� �� ��� K��� poplatek za
veden� ��tu �$ K�*m�s�c
 V obou p��padech mus� man�el� zaplatit ��stku
� ��� K� za odhad tr�n� ceny bytu a ka�doro�n� � ��� K� za poji
t�n�
bytu
 Jak� produkt je pro n� v�hodn�j
�&

Pozn�mka� Americk� hypot	ka je ne��elov� �v�r �pen�ze lze pou��t na
cokoliv�� kter� je zaji
t�n nemovitost�
 �rokov� sazba b�v� o n�co vy

�
ne� u hypote�n�ho �v�ru� ale z�rove+ ni�
� ne� u spot�ebitelsk�ho �v�ru


�e�en��

Klasick
 hypote�n� �v
r
V p��pad� klasick�ho hypote�n�ho �v�ru spl�tky �in� �� � �� � � !�� K� �

� � ��� ��� K�� tzn
 �roky � ��� ���� $�� ��� � ��� ��� K�


N�klady na �v�r jsou
�roky � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� ��� K�
Poplatek za schv�len� �v�ru � � � � � � � � � � � � � �! ��� K� ��� ��$  � $�� ��� �

�  � � K�� ale minim�ln�
sazba je ! ��� K��

Poplatek za veden� �v�rov�ho ��tu � � � � � � � �� � �� � � � � �! ��� K�
Poji
t�n� nemovitosti � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � ��� � �� ��� K�
Odhad nemovitosti � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� K�

Celkem 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ������ K�


N�klady na hypote�n� �v�r ve v�
i $�� ��� K� jsou ������ K�� �roky
������ K� a poplatky �� ��� K�
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Americk� hypot	ka
Pokud by se man�el� rozhodli pro americkou hypot�ku� ve spl�tk�ch

zaplat� � � �� � ! ��� K� � � ���  !� K�� tzn
 �roky � ���  !�� $�� ��� �
� ���  !� K�


N�klady na americkou hypot�ku jsou

�roky � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���  !� K�
Poplatek za schv�len� �v�ru � � � � � � � � � � � � � �� ��� K� ��� ��� � $�� ��� �

�  !�� K�� ale minim�ln�
sazba je � ��� K��

Poplatek za veden� �v�rov�ho ��tu � � � � � � � � � �� � �$ � �$ �!� K�
Poji
t�n� nemovitosti � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� � �� ��� K�
Odhad nemovitosti � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� K�

Celkem � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� ��� K��

N�klady na americkou hypot�ku ve v�
i $�� ��� K� jsou ��� ��� K�� �roky
��� !� K� a poplatky !� �!� K�


Rekonstrukce bytu man�ele p�ijde v obou p��padech p�ibli�n� stejn��
rozd�l je pouh�ch � ��� K�


P�i rozhodov�n� pro ten �i onen produkt by je mohly ovlivnit tyto sku�
te�nosti�
� P�i volb� hypote�n�ho �v�ru man�el� zaplat� o � ��� K� m�n�� ale pod�
statn�j
� je skute�nost� �e v�
e m�s��n� spl�tky je o � !�� K� men
� ne�
u americk� hypot�ky
 Ni�
� m�s��n� spl�tka m	�e hr�t p�i rozhodov�n�
d	le�itou roli� nebo� nezat��� tolik rodinn� rozpo�et


� Volba americk� hypot�ky m	�e b�t pro man�ele l�kav� z d	vodu� �e
vyp	j�en� prost�edky nemus� b�t vyu�ity pouze na rekonstrukci bytu

V p��pad�� �e se man�el	m poda�� p�i rekonstrukci u
et�it� nap�
 p�i
r	zn�ch slevov�ch akc�ch� mohou zb�vaj�c� prost�edky pou��t na coko�
liv �n�kup spot�ebn�ho zbo��� po��zen� ojet�ho automobilu� �nancov�n�
dovolen� � � � �
 V�
e zm�n�n� produkty �i slu�by lze z�skat i prost�ed�
nictv�m spot�ebitelsk�ho �v�ru� pop�
 leasingu� ale �rokov� sazby jsou
podstatn� vy

� ne� u americk� hypot�ky �rozd�l v �rokov�ch sazb�ch
m	�e �init a� �� %�


P�e�nancov	n� hypot
ky

P��klad 

P�ibli�n� p�ed  lety si pan Nov�k vzal hypote�n� �v�r u banky AB
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ve v�
i � ��� ��� K� s ro�n� �rokovou sazbou  �� %� dobou splatnosti ��
let a m�s��n� spl�tkou �� �$� K�
 Tato �rokov� sazba byla �xovan� na
 let� nyn� se bl��� konec doby �xace a pan Nov�k m� mo�nost z�skat
u banky XY hypote�n� �v�r s ni�
� �rokovou sazbou
 Banka XY nab�z�
ro�n� �rokovou sazbu ��$ %� m�s��n� spl�tku �� $�! K� p�i zbytkov� dob�
splatnosti � let
 Poplatky jsou u obou bank stejn�
 P�i zm�n� banky se
zaplat� pouze nav�c za nov� odhad nemovitosti� co� v p��pad� pana Nov�ka
je �  �� K�
 Kolik K� pan Nov�k vyd�l� p�i p�e�nancov�n� hypot�ky&

�e�en�� Vzhledem k tomu� �e poplatky spojen� s �v�rem jsou u banky AB
i banky XY stejn�� nemus�me je p�i �e
en� zohled+ovat
 Pouze vezmeme
v �vahu cenu odhadu nemovitosti �  �� K�� kterou by pan Nov�k zaplatil
bance XY v p��pad�� �e by k n� p�evedl �v�r
 Vliv na jeho rozhodnut� tedy
bude m�t hlavn� zaplacen� v�
e �rok	


Zaplacen	 �roky u banky AB
Pokud by pan Nov�k hypote�n� �v�r nep�ev�d�l� banka AB by od n�j

ve spl�tk�ch z�skala ��stku �� � �� � �� $�� K� � � ��� �!� K�� tzn
 �roky
� ��� �!�� � ��� ��� � � ��� �!� K�


Zaplacen	 �roky v p��pad
 p�eveden� hypot	ky z banky AB do banky XY
P�i p�ev�d�n� hypote�n�ho �v�ru z jedn� banky do druh� se mus� mezi

sebou banky vyrovnat
 To znamen�� �e banka XY po  letech doplat� za
pana Nov�ka u banky AB hypote�n� �v�r
 Banka AB na z�klad� umo�o�
vac�ho pl�nu stanovila z	statek dluhu ve v�
i �  �$ �� K�
 Tento dluh byl
bankou XY zaplacen
 Pan Nov�k m� nyn� u t�to banky dluh �  �$ �� K��
kter� bude spl�cet � let m�s��n�mi spl�tkami �� $�! K�


Pan Nov�k ve spl�tk�ch zaplat�

Spl�tky u banky AB za  let � � � � � � � � � � � � �  � �� � �� $�� � $�� $�� K�
Spl�tky u banky XY za � let � � � � � � � � � � � �� � �� � �� $�! � � ��� !�� K�

Celkem � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� ��� K��

Ve spl�tk�ch je zaplaceno � �� ��� K�� tzn
 �roky � �� ���� � ��� ��� �
� � �� ��� K�
 Dal
� n�klad� kter� mus�me br�t na z�etel� je poplatek
�  �� K� za nov� odhad nemovitosti


Pan Nov�k p�e�nancov�n�m hypote�n�ho �v�ru vyd�l� � ��� �!� �
�� �� ���� �  �� � !� ��� K��
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Z	v�r
#l�nek �ten��e sezn�mil s n�kter�mi �skal�mi spojen�mi s hypote�n�m

�v�rem
 Mnoho z n�s �e
ilo nebo v budoucnu bude �e
it ot�zku bydlen��
proto je nezbytn� se v t�to problematice orientovat
 To je tak� jedn�m
z d	vod	 za�azen� �nan�n�ch produkt	� do nich� hypote�n� �v�ry spadaj��
do standard	 FG


L i t e r a t u r a

��� Odv�rko� O�� �lohy z �nan
n� matematiky pro st�edn� �koly� Prometheus� Praha
�����

��� Petr�	kov�� V�� P�stov�n� �nan
n� gramotnosti ve vzd�l�v�n� st�edo�kol�k
� Mate 
matika� fyzika a informatika� ro
n�k ��� Prom!theus� Praha ����� s� ��������

��� MF �R� Strategie �nan
n�ho vzd�l�v�n� �online�� Praha� Ministerstvo �nanc� �R�
c���� �cit� ������������ Dostupn! z URL http�""www�mfcr�cz�

��� MF �R� Syst!m budov�n� �nan
n� gramotnosti na z�kladn�ch a st�edn�ch �kol�ch
�online�� Praha� Ministerstvo �nanc� �R� c���� �cit� ������������ Dostupn! z URL
http�""www�mfcr�cz�

��� Petr�	kov�� V� 
 Ha	ek� R�� �vod do �nanc� �online�� c����� posledn� revize �cit�
������������

Pou�itie substit�ci� pri rie	en�

goniometrick
ch rovn�c

VLADIM�R STRE�KO

Pre�ovsk� univerzita v Pre�ove� SLOVENSKO

Slovo substit�cia je latinsk�ho p,vodu
 Nahliadnuc do slovn�ka cudz�ch
slov zist�me� �e m� sedem v�znamov v z�vislosti od toho� v ktorom odvetv�
l-udskej �innosti sa aplikuje
 V matematike substit�cia znamen� zavedenie
in�ch premenn�ch do matematick�ch vz�ahov
 Chceme zd,razni�� �e pou�
�itie substit�cie m� vies� k zjednodu
eniu v�po�tov
 Prv� pou�itie tohto
n�stroja� resp
 pravidla logickej dedukcie patr� mezopot�mskej matema�
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tike� ktor� sa venovala rie
eniu line�rnych� kvadratick�ch a 
peci�lnych
kubick�ch rovn�c a ich syst�mov
 De�ni�n�m oborom t�chto rovn�c bol
obor prirodzen�ch ��sel
 Jedn� sa o obdobie �
 tis�cro�ia pred n
 l
 a� po !

storo�ie pred n
 l
 V�po�ty boli realizovan� opisne bez matematickej sym�
boliky� no aplikovan� boli niektor� vzorce a met.dy pou�it� ako pravidl�
�napr
 met.da doplnenia v�razu na �pln� 
tvorec�
 Prv� pou�itie vzor�
cov patr� egyptskej matematike �objem zrezanej pyram�dy� obsah kruhu�
po�tov� v�kony so zlomkami� ���


Na stredn�ch 
kol�ch sa �iaci stret�vaj� na hodin�ch matematiky
s mno�stvom goniometrick�ch vzorcov a vz�ahov medzi goniometrick�mi
funkciami
 Tieto vyu��vaj� ako s��as� matematick�ho apar�tu na zjedno�
du
ovanie zlo�itej
�ch goniometrick�ch v�razov alebo na rie
enie goniome�
trick�ch rovn�c� �i nerovn�c ���
 Prezentovan� s� najm/ rovnice ved�ce po
adekv�tnej substit�cii k rie
eniu algebraickej rovnice ur�it�ho stup+a
 �vo�
dom chceme akcentova� vel-k� v�znam substit�ci� v matematickej �innosti
�iakov� pri�om prv�kr�t sa s nimi stret�vaj� u� na Z"� ke0 v �
 ro�n�ku
rie
ia syst�my dvoch rovn�c s dvoma nezn�mymi
 Na S" u� �iaci maj�
mo�nos� uvidie� obrovsk� mo�nosti zjednodu
enia v�po�tov v matematike
pr�ve pou�it�m vhodn�ch substit�ci�
 Na V" sa 
tudenti matematiky alebo
frekventanti kurzov matematiky najm/ na V"T oboznamuj� s r,znymi
substit�ciami �napr
 v diferenci�lnom a integr�lnom po�te�
 Vy�stenie te�
matick�ho celku Goniometria na S" vid�me v umen� rie
i� goniometrick�
rovnice resp
 nerovnice
 V s�vislosti so spomenut�mi skuto�nos�ami m,�
�eme vo v
eobecnosti kon
tatova�� �e pri rie
en� goniometrick�ch rovn�c
v/�
inou sa nejedn� o univerz�lnu substit�ciu� �i nejak� rutinn� po��tanie

1iaci musia �asto objavi�� ak� substit�ciu maj� pou�i�


V tomto �l�nku ilustrujeme rie
enie siedmich pr�kladov goniometrick�ch
rovn�c
 Pri ich v�bere sme mali na zreteli ich didaktick� aspekt a s��asne
sme sa sna�ili pokry� 
irok� spektrum u�iva matematiky na zvolen� t�mu

Ciel-om pr�spevku je uk�za� na konkr�tnych pr�kladoch mo�nosti pou�itia
substit�cie pri rie
en� goniometrick�ch rovn�c
 Substit�cie sa u goniomet�
rick�ch rovn�c objavuj� v dvoch form�ch
 T� jednoduch
ia je substit�cia
v argumente


Pr�klad �
V obore v
etk�ch re�lnych ��sel rie
te rovnicu

� sin
�x� �

�
�
p
��
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Rie�enie� Pri rie
en� tejto rovnice je potrebn� najprv zisti� argument a po�
tom hodnoty premennej� resp
 nezn�mej x
 Pre �iakov je v�hodn� rozdeli�
si rie
enie rovnice na dve etapy
 Zavedieme teda substit�ciu �x��

� � t
 T�m

dostaneme z�kladn� goniometrick� rovnicu � sin t �
p
�� t
j
 sin t �

p
�
� 


T�to rovnica m� dve rie
enia t� � �

� � �k�� t� � ��
� � �k�� k � Z� pri�om

Z znamen� mno�inu v
etk�ch cel�ch ��sel
 A teraz sta�� rie
i� dve line�
�rne rovnice s nezn�mou x� �x��

� � �

� � �k�� �x��
� � ��

� � �k�� k � Z

a dost�vame x� � �
� ��� � �� � �k�

� � x� � �
� ���� �� � �k�

� � k � Z

Substit�cia v argumente sa �asto pou��va aj pri rie
en� goniometrick�ch

rovn�c po aplik�cii goniometrick�ch vzorcov


Pr�klad �
V obore v
etk�ch re�lnych ��sel rie
te rovnicu

sin �x�
p
� cos �x � ��

Rie�enie� Rovnicu uprav�me predelen�m dvoma� ��m dost�vame �
� sin �x�

�
p
�
� cos �x � �
 Uva�ujeme uhol � tak�� �e cos� � �

� � sin� �
p
�
� � t
j


� � �

� 
 Na
u rovnicu je mo�n� vyjadri� v tvare sin��x� �

� � � �
 V tomto
pr�klade ide o aplik�ciu s��tov�ho vzorca sin�����
 2alej postupujeme ako
v pr�klade �
 Zavedieme substit�ciu �x� �

� � t� ��m dostaneme z�kladn�
goniometrick� rovnicu sin t � �� ktor� m� jedin� rie
enie t � �

� � �k��
k � Z
 Vr�time sa k nezn�mej x a dostaneme rie
enie danej rovnice
x � ��

�� � k�� k � Z

Druh�m a zauj�mavej
�m pr�padom rie
enia goniometrickej rovnice je

substit�cia funkciou
 Je to �asto ��inn� met.da rie
enia niektor�ch goni�
ometrick�ch rovn�c
 Na tomto mieste pripom�name� �e pri rie
en� rovn�c�
ktor� nie s� 'pripraven� vopred(� aby 'dobre vy
li( m,�eme sa l-ahko za�
mota� do probl�mov rie
enia algebraick�ch rovn�c vy

ieho stup+a


Pr�klad �
V obore v
etk�ch re�lnych ��sel rie
te rovnicu

�
cosx

� ��cosx� tg x��

Rie�enie� V prvom rade ur��me podmienku rie
enia rovnice� �i�e
x �� �

� �k�� k � Z
 Vznikol probl�m aplik�cie vhodnej substit�cie
 Ten od�
hal�me a� po vhodn�ch �prav�ch na
ej rovnice
 T�to prevedieme na tvar�
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kde s� obsiahnut� funkcie s�nus a kos�nus� teda � � � cos� x�� sinx
 A te�
raz by mohli �iaci dosta� n�pad pou�itia vzorca sin� x�cos� x � �
 Vzorec
je zauj�mav� t�m� �e druh� mocniny s�nusu a kos�nusu je mo�n� vz�jomne
vyjadrova�
 Preto�e je v rovnici jedine sinx v �
 mocnine� vyjadr�me cos� x
pomocou sin� x� t
j
 � � ��� � sin� x� � � sinx� � sin� x � � sinx � � � �

Po substit�cii sinx � z m�me kvadratick� rovnicu �z� � �z � � � ��
ktorej kore+mi s� z� � �

� � z� � � �
� 
 Teraz sa vr�time k p,vodnej pre�

mennej �nezn�mej� x a dost�vame dve z�kladn� goniometrick� rovnice
sinx � �

� � sinx � � �
� � z ktor�ch prv� nem� rie
enie a druh� m� rie
enia

x� � 	
�� � �k�� x� � ��

� � � �k�� k � Z
 Obidve rie
enia s� z de�ni�n�ho
oboru danej rovnice


Pr�klad 

V obore v
etk�ch re�lnych ��sel rie
te rovnicu

� sin� x� �� � cosx� cosx� � � �

Rie�enie� Uprav�me � sin� x�cosx�cos� x�� � �
 Op/� vyu�ijeme vlast�
nos� s��tu druh�ch mocn�n funkci� s�nus a kos�nus� pri�om teraz vyjadr�me
sin� x � �� cos� x� ��m dostaneme � cos� x� cosx� � � �
 Po substit�cii
cosx � z m�me rovnicu z�� z� � � � s kore+mi z� � �� z� � � �

� 
 Ost�va
rie
i� rovnice cosx � � a cosx � � �

� 
 Dostaneme de�nit�vne rie
enie rov�
nice x� � �k�� x� � �

��� �k�� x� � �
��� �k�� k � Z


Pr�klad �
V obore v
etk�ch re�lnych ��sel rie
te rovnicu

sin �x� tgx � ��

Rie�enie� Podmienka rie
enia danej rovnice je x �� �

� �k�� k � Z
 �pravou
dostaneme v rovnici s�nusy a kos�nusy� �i�e � sinx cosx� sinx

cosx � �
 Z pre�
do
l�ch dvoch pr�kladov vypl�va� �e substit�cie sinx � z� cosx � z nie s�
vhodn�
 Sk�sime pou�i� substit�ciu tg x � z
 V na
ej rovnici dostaneme
� sinx
cos x cos

� x � tg x � �� �i�e �z cos� x � z � �
 Vznikol probl�m nahra�
di� cos� x vyu�it�m funkcie tangens
 V s�vislosti s t�m sta�� uv��i�� �e
tg� x � � � �

cos� x 
 Z tohto vz�ahu vypl�va cos� x � �
��tg� x alebo inak

cos� x � �
��z� 
 T�m je probl�m vyrie
en�� �i�e �z �

��z� � z � �
 Po �prave
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tejto rovnice dostaneme kubick� rovnicu z���z���z�� � �
 Kore+ rov�
nice n�jdeme skusmo
 Podl-a Vi3etovej vety� ak m� t�to rovnica racion�lny
kore+� potom tento kore+ je delitel-om absol�tneho �lena rovnice
 M,�eme
teda vysk�
a� ��sla ��� ��
 L-ahko zist�me� �e ��slo � je kore+om rovnice

Rozkladom na s��in kore+ov�ch �initel-ov m�me �z � ���z� � z � �� � ��
�i�e z � �� z� � z � � � �� pri�om kvadratick� rovnica nem� v R rie
enie

Vr�time sa k nezn�mej x� ��m m�me tg x � �
 Rie
en�m na
ej rovnice je
x � �

� � k�� k � Z
 �Uveden� substit�cia je efekt�vna aj pri nerovnici
�

Pozn�mka� Franc�zsky matematik Francois Vi�ete �� ����!��� vyrie
il
sl�vny probl�m casus irreducibilis kubickej rovnice� pri ktorom ostal bez�
radn� taliansky matematik Girolamo Cardano �� ���� $!�
 Vi3ete pou�il
na vyrie
enie probl�mu pr�ve goniometrick� substit�cie


�loha �
V obore v
etk�ch re�lnych ��sel rie
te rovnicu

cosx sin �x � � cos� x� sin� x�

�N�vod� Rovnicu del-te cos� x a upravte pou�ij�c substit�ciu tg x � z� t
j

�z � �� z�� z� � �z� � �� z � �� z� � z � � � �
�

�loha �
V obore v
etk�ch re�lnych ��sel rie
te rovnicu

�sin� x� cos� x� � cosx � �� � cos� x�

�Oborom pravdivosti je P � fk�� �� � k�� k � Zg�
Z�verom sa zmienime o 'univerz�lnej( substit�cii tg x

� � z� T�to �asto
vedie k zlo�it�m algebraick�m rovniciam
 Nie je to u�ivo matematiky S"

"tudenti sa s n�m stret�vaj� na V" pri t�me Integrovanie goniometrick�ch
funkci�


Pr�klad �
V obore v
etk�ch re�lnych ��sel rie
te rovnicu

� sinx
�� cosx

�
 � � sinx�  cosx
� � sinx� cosx

�

Rie�enie� Preto�e menovatel- mus� by� r,zny od �� plat� �� sinx�cosx ��
�� �� odkial- x �� ��k � ���� x �� �

��� �k�� k � Z
 T�to rovnicu �a mnoho
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jej podobn�ch� je efekt�vne rie
i� pomocou substit�cie tg x

� � z
 Z nej je
potrebn� vyjadri� sinx a cosx
 To vykon�me jednoducho pomocou polo�
vi�n�ch argumentov takto�

sinx �
� sin x

� cos
x

�

cos� x

� � sin� x

�

�

cosx �
cos� x

� � sin� x

�

cos� x

� � sin� x

�

V obidvoch vzorcoch vydel�me �itatel- aj menovatel- na pravej strane rov�
nosti v�razom cos� x

� � x �� ��k � ���� k � Z� ��m dost�vame sinx � �z
��z� �

cosx � ��z�
��z� 
 Odvoden� vz�ahy dosad�me do na
ej rovnice a po �prave

dostaneme rovnos� v�razov

�z
� � �z� � � � z�

�
 �  z� � !z �  �  z�

� � z� � �z � �� z�
�

Po vykonan� ekvivalentn�ch �prav dostaneme

�z�z � �� � �z� z � ����z� � ���

z �oho m�me hne0 jedno rie
enie z � �
 Po rozn�soben� v
etk�ch v�razov
a anulovan�m dost�vame kubick� rovnicu

� z� � �z� � z � $ � �� ���

Skusmo zist�me jej rie
enie z � �
 Po vydelen� polyn.mu na l-avej strane
rovnice ��� polyn.mom �z��� dostaneme rovnicu � z��!z�$ � �� ktor�
nem� 0al
ie re�lne korene


N�vratom k substit�cii tak dostaneme tg x

� � � alebo tg x

� � �
 Obo�
rom pravdivosti na
ej rovnice je

�
�k�� �� � �k�� k � Z� Prezentovan�

substit�ciu je v�hodn� pou�i� pri goniometrick�ch rovniciach typu
a cosx� b sinx � c �a� b� c s� dan� re�lne ��sla�
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�loha �
V obore v
etk�ch re�lnych ��sel rie
te rovnicu

� � sinx� � cosx
 � � sinx� � cosx

� ��

�Obor pravdivosti P � f�� � �k�� ��k � ���� k � Zg �


�loha 

V obore v
etk�ch re�lnych ��sel rie
te rovnicu

�� cosx
� � sinx

� ��

�Obor pravdivosti P � f�k�� �� � �k�� k � Zg�


Pozn�mka� Napriek univerz�lnemu pou�itiu uvedenej substit�cie tieto dve
�lohy mo�no rie
i� po �prave aj �
 pou�it�m s��tov�ch vzorcov� �
 pou�it�m
vzorcov pre s��et hodn,t goniometrick�ch funkci�� �
 umocnen�m druhou
mocninou� �
 vyu�it�m 0al
�ch goniometrick�ch vzorcov�  
 aplik�ciou po�
lovi�n�ch argumentov pre funkcie sinx a cosx


Pre zauj�mavos� uve0me e
te jeden druh substit�cie


Pr�klad �
V obore v
etk�ch re�lnych ��sel rie
te rovnicu

sinx� cosx � � � sin �x�

Rie�enie
 Polo�me sinx � cosx � z
 Potom uvedomiac si� �e � � sin �x �
� sin� x � cos� x � � sinx cosx� � � sin �x � �sinx � cosx��� dostaneme
z � z�� t
j
 z�� z � �� z�z� �� � �� z� � �� z� � �
 Rie
enie na
ej rovnice
dostaneme ako rie
enie rovn�c sinx � cosx � �� sinx � cosx � �� teda
x� � �

� � k�� x� � �k�� x� � �

� � �k�� k � Z


Prezentovan� pr�klady m,�u zauja� �itatel-ov svoj�m kreat�vnym a in�
ven�n�m n�bojom
 Ide o snahu formova� uvedomel� pr�stup �iakov S"
k rie
eniu matematick�ch �loh
 T�m sa redukuje formalizmus v mate�
matick�ch vedomostiach �iakov S"
 Sna�ili sme sa uk�za� nesporn� v��
znam substit�cie v matematick�ch v�po�toch
 Zakon�me cel� �l�nok op/�
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pohl-adom do hist.rie cituj�c v�znamn�ho franc�zskeho matematika P� S�
Laplacea ��$������$�� '#�tajte Eulerove diela
 Euler je u�itel-om n�s v
et�
k�ch(
 Leonard Euler ��$�$��$��� je naozaj hviezdou matematick�ho neba

Goniometriu ostr�ho uhla poznali star� Gr�ci� indick�� arabsk� a ��nska
matematika
 No a� Euler sa 'vymanil( zo zajatia pravouhl�ho trojuhol�
n�ka a dal goniometrii podobu ak� pozn�me dnes
 Sl�vna Eulerova rovnos�
ukazuje vz�ah medzi goniometrick�mi funkciami a komplexn�mi ��slami


L i t e r a t � r a

��� Odv�rko� O� a kol�� Zbierka �loh z matematiky pre �� ro
n�k gymn�zia� SPN� Bra 
tislava �����

��� Pol�k� J�� P�ehled st�edo�kolsk! matematiky� SPN� Praha �����
��� Vy	�n� J� a kol�� �lohy z matematiky pre �� ro
n�k gymn�zia� SPN� Bratislava �����
��� Zn�m� �� a kol�� Pohl#ad do dej�n matematiky� Alfa� Bratislava� SNTL� Praha �����

Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me �e
en� �loh �!� a �$�� jejich� zad�n� byla zve�ejn�na v dev�t�m
��sle lo+sk�ho ���
� ro�n�ku na
eho �asopisu


�loha ���
Najd�te v
echna cel� ��sla n� pro kter� je hodnota v�razu �n � �� t�et�

mocninou n�kter�ho cel�ho ��sla

Pavel Cal�bek

�e�en��
Ozna�me x cel� ��slo� pro kter� je �n � �� jeho t�et� mocninou
 Plat�

tedy
x� � �n � ��� ���

Nutnou podm�nkou existence x je� aby ��slo n bylo cel� nez�porn�� to
p�edpokl�d�me ve zbytku �e
en�
 Prvo��seln� rozklad ��sla �� je �� � $���

Nejprve vy
et��me zbytky p�i d�len� ��slem $ obou stran rovnice ���
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Pro libovoln� cel� ��slo x plat� �x�$���x� � $��x����x����
 Odtud
vid�me� �e zbytky t�et�ch mocnin cel�ch ��sel p�i d�len� sedmi se opakuj�
s periodou sedm
 T�et� mocniny cel�ch ��sel p�i d�len� $ maj� zbytky � �pro
��sla x d�liteln� $�� � �pro ��sla x se zbytky �� � a � p�i d�len� $� a ! �pro
��sla x se zbytky ��  a ! p�i d�len� sedmi�


D�le plat� �� � � � � �mod $�� proto se zbytky ��sel tvaru �n p�i
d�len� $ opakuj� s periodou �
 Cel� nez�porn� mocniny ��sla � maj� p�i
d�len� $ zbytky � �kdy� n je d�liteln� t�emi�� � �pro n se zbytkem � p�i
d�len� �� a � �pro n se zbytkem � p�i d�len� t�emi�
 Tyto zbytky tak maj�
i ��sla �n � ��


Vid�t to m	�eme ostatn� i z n�sleduj�c� tabulky�

x � � � � � � � �  ! $ � � �� �� � � �

x� mod $ � � � � � � ! � ! ! � � � ! � � � �

n � � � � �  ! $ � � �� �� � � �

��n � ��� mod $ � � � � � � � � � � � � � � �

Vra�me se k rovnici ���
 #�slo �n � �� m	�e m�t p�i d�len� sedmi jeden
ze zbytk	 �� �� �� a ��slo x� m	�e m�t p�i d�len� sedmi jeden ze zbytk	 ��
�� !
 Jedin� mo�n� spole�n� zbytek je proto �
 Odtud ji� plyne� �e ��slo n
mus� b�t d�liteln� � a x m� p�i d�len� sedmi jeden ze zbytk	 �� � a �
 Je
tedy n � �m pro vhodn� cel� nez�porn� ��slo m


Rovnici ��� uprav�me do tvaru

��m � x����m � �mx� x�� � ��� ���

Vzhledem k tomu� �e ��slo m je cel� nez�porn� a ��slo x cel�� jsou oba
�initel� lev� strany v�razu ��� cel� ��sla
 Nav�c ��m � �mx � x� �
� ��m� �

�x�
�� �

�x
� 	 �� proto jsou oba �initel� ��sla kladn�
 Pro �pln� �e�


en� �lohy rozebereme v
echny mo�nosti rozkladu ��sla �� na sou�in dvou
kladn�ch cel�ch ��sel� tyto mo�nosti jsou dan� n�sleduj�c� tabulkou�

A � �m � x � $ �� ��
B � ��m � �mx� x� �� �� $ �

Z rovnosti A � �m � x plyne �m � A� x� proto

B � ��m � �mx� x� � �A� x�� � �A� x�x � x� � �x� � �Ax�A��
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neboli
� � �x� � �Ax�A� �B�

Tuto rovnici budeme �e
it jako kvadratickou rovnici vzhledem k nezn�m� x
pro �ty�i dan� dvojice ��sel A a B
 Pro �A�B� � ��� ��� je x � f�!�  g� pro
�A�B� � �$� ��� je x � f�����g� pro �A�B� � ���� $� a �A�B� � ���� ��
tato rovnice nem� re�ln� ko�eny
 #�slo A � x �� �m� je ov
em mocninou
��sla � pouze pro A � $ a x � ��
 Proto m � �� tedy n � !


Z�v
r
 Hodnota v�razu �n��� je t�et� mocninou cel�ho ��sla pouze pro
n � ! a plat� �� � �� � �����


Spr�vn� �e
en� zaslali Karol Gajdo� z Trnavy� Anton Hn�th z Mora�
van� Ond�ej Barto� z G v 10�ru n
 S
� Neumannova� Michael B�l
 z GJV
v Klatovech� N�r
 mu�edn�k	� Ji�� Biolek z GPB ve Fr�dku�M�stku� On�
d�ej Bouchala z G v Hav��ov�� Komensk�ho�Martin Buch��ek z G v Plzni�
Opavsk�� Eva Gocn�kov� z GJ" v P�erov�� Komensk�ho� Alena Harlende�
rov� z SGO v Olomouci� t�
 Ji��ho z Pod�brad� Josef Hazi z G v Chebu�
Nerudova� Filip Hl�sek z G v Plzni� Mikul�
sk� n�m
� Anna Chejnovsk�
z GChD v Praze  � Zborovsk�� Miroslav Kobl��ek z G v 1amberku� N��
dra�n�� Barbora M�lov� a Jakub Solovsk
� oba z GMK v B�lovci� Pavel
�eve�ek z G v Brn�� t�
 Kpt
 Jaro
e �t
p�n �imsa z GJJ v Litom��ic�ch�
Svojs�kova� Martin T�pfer z G v Praze $� Nad "tolou a Luk�� Zav�el z G
v Praze �� Chodovick��

Ne�pln� �e
en� zaslali Franti�ek J�chim z Volyn�� Vladim�r Pavel z Blo�
vic� Ji�� Steckbauer z Kv�tn�� Hynek Jemel�k� z G v Brn�� t�
 Kpt
 Jaro
e
a Tom�� Kubelka z G v 1amberku� N�dra�n�


�loha ���
Na kru�nici k jsou d�ny dva r	zn� body X a Y tak� �e p��mka XY

neproch�z� st�edem kru�nice k
 �se�ka XY je pr	m�rem kru�nice l
 Na
v�t
�m oblouku XY kru�nice k le�� bod P a na kru�nici l bod Q tak� �e
�ty��heln�k PXQY je konvexn� a p�itom PX k QY 
 Doka�te� �e velikost
�hlu PY Q nez�vis� na poloze bodu P �za podm�nky existence bodu Q�


Robert Geretschl�ger �Graz�

�e�en��
P��mky PX a QY jsou rovnob��n�� �hly XPY a PY Q jsou p�ilehl��

tedy plat� j�
 XPY j � j�
 PY Qj � ����
 Podle v�ty o obvodov�m �hlu

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� �� 



velikost �hlu XPY nez�vis� na poloze bodu P na del
�m oblouku XY

kru�nice k
 Proto velikost �hlu PY Q nez�vis� na poloze bodu P �za pod�
m�nky existence bodu Q�


���
���

Obr� �

Spr�vn� �e
en� zaslali Karol Gajdo� z Trnavy� Anton Hn�th z Mora�
van� Franti�ek J�chim z Volyn�� Vladim�r Pavel z Blovic� Ji�� Steckbauer
z Kv�tn�� Ond�ej Barto� z G v 10�ru n
 S
� Neumannova� Michael B�l

z GJV v Klatovech� N�r
 mu�edn�k	� Ji�� Biolek z GPB ve Fr�dku�M�stku�
Ond�ej Bouchala z G v Hav��ov�� Komensk�ho� Martin Buch��ek z G
v Plzni� Opavsk�� Eva Gocn�kov� z GJ" v P�erov�� Komensk�ho� Alena
Harlenderov� z SGO v Olomouci� t�
 Ji��ho z Pod�brad� Josef Hazi z G
v Chebu� Nerudova� Filip Hl�sek z G v Plzni� Mikul�
sk� n�m
� Anna Chej�
novsk� z GChD v Praze  � Zborovsk�� Hynek Jemel�k a Pavel �eve�ek� oba
z G v Brn�� t�
 Kpt
 Jaro
e Miroslav Kobl��ek a Tom�� Kubelka� oba z G
v 1amberku� N�dra�n�� Kate�ina Medkov� z BGBB v Hradci Kr�lov�� Orl

n�b�
� Barbora M�lov� a Jakub Solovsk
� oba z GMK v B�lovci� �t
p�n
�imsa z GJJ v Litom��ic�ch� Svojs�kova� Martin T�pfer z G v Praze $�
Nad "tolou a Luk�� Zav�el z G v Praze �� Chodovick�


Pavel Cal�bek
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