MATEMATIKA

Iracionalni cisla a retézové zlomky

JIRI WIDZ

Gymnézium Sokolov

V ¢lanku [1] jsme se sezndmili s koneénymi jednoduchymi fetézovymi
zlomky a jejich prevodem na raciondlni ¢islo, vénovali jsme se Eukleidovu
algoritmu pro nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele dvou prirozenych ¢i-
sel. V tomto prispévku ukazeme, kromé jiného, jak prevést racionalni ¢islo
na fetézovy zlomek. Pak se jiz budeme vénovat prevodu iracionalniho ¢isla
na retézovy zlomek a na zavér se zminime o kvadratickych iracionalitach.

Retézové zlomky a Eukleidév algoritmus
Jak prevedeme napf. raciondlni ¢islo % na jednoduchy fetézovy zlo-

mek? K prevodu vyuzijme Eukleidiv algoritmus pro nalezeni nejvétsiho
spolecného délitele citatele a jmenovatele tohoto zlomku

65=17-3 + 14,
17=14-1+3,
14=3-4+2,
3=2-1+1,
2=1-2+40.

Pti vypoctu nejvétsiho spolecného délitele Citatele a jmenovatele daného
raciondlniho ¢isla jsme ziskali tzv. nedpiné podily (viz. [1], str. 197), tj.
¢isla 3, 1, 4, 1, 2, které nazyvame prvky jednoduchého retézového zlomku,
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;. I 65 .
ktery je vyjadrenim ¢isla 32:
65 1
1—7:3+—1 = [3;1;4;2]
1+ ——
1
4+ —T
14+ =
+ 2
Umime prevést raciondlni ¢islo na jednoduchy fetézovy zlomek a také
opatné, Fetézovy zlomek vyjadiit raciondlnim ¢islem (viz. [1], str. 199).
Nyni obratime nasi pozornost na ¢isla iraciondalni.

Prevod iracionalniho ¢isla na retézovy zlomek

Pro prevod iraciondlniho ¢isla na jednoduchy fetézovy zlomek budeme
potiebovat funkci dolni celd cdst redlného cisla |a], kterd je definovana
jako nejvétsi celé ¢islo, nepfevySujici «, tj. [a] < a < |a] + 1 (napf.
|_2787J =2, |__372J = —4, |_5J = 5)

Pokusme se nyni vyjadfit napi. éislo v/3 fetézovym zlomkem.

Oznatme a = /3. Cela ¢ast z &isla o je ag = L\/§J =1 a jeho desetinn4
¢ast (tj. chyba odhadu pomoci celé ¢sti) je v/3 — 1, tj. a — ag. Prevracena
hodnota této desetinné casti je:

1 1 V3+1
T = = = .

a—ay 3-1 2
Celou ¢ast z ¢isla r1 oznacime aq, tj.

a1 = |r] = Vg;lJ —1,

a prevracenou hodnotu desetinné ¢asti tohoto ¢isla vyjadiime ve tvaru:

1 1
T2 —— @_1 \/_+

Cely postup zopakujeme:

1 1 V3+1
Ao = | T :\/3—'—]_ :2 a T2 = = = R
2 =Ir]=1 | T —ay V3+1-2 2
V3+1 1 1
a3—Lr3J—{ 5 J—2 a r4_r3—a3_\/3j2+1_1_\/§+1’
1 1 V3+1
as=|ra] = |V3+1|=2 a r;= = = .
4= ] L J ST ri—as V3+1-2 2
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Nase vypocty se déle jiz opakuji, a proto mtizeme psat:

1
V3=1[1;1,2,1,2,1,2,...] =1+ 1 .
2+ ...
Cisla ag, a1, az, as, a4, ... jsou prvky jednoduchého nekone¢ného fetézo-

vého zlomku, ktery odpovida iracionalnimu ¢islu ab).
Pripomenme dvé vyznamné véty z teorie jednoduchych retézovych zlom-
ka ([1], str. 200). Jejich dikazy lze najit napf. v [3].

Véta 1

Kazdému kladnému redlnému ¢islu o odpovida jediny jednoduchy fe-
tézovy zlomek, ktery ma za hodnotu toto ¢islo. Tento fetézovy zlomek je
konecny, je-li a ¢islo raciondlni; nekonecny, je-li a ¢islo iracionalni.

Definice 1

Rekneme, 7e fetézovy zlomek o = [ag; a1, as . ..] je periodicky, existuji-
li takova prirozend cisla kg a h, ze pro libovolné prirozené k > ko pla-
ti: ag+n = ag. Takovy periodicky fetézovy zlomek pak znacime

a = [a0;a1,0z2 ..., Gy 1, kg, Ao 1 -+ Oho 1 h1]-

Retézovy zlomek, ktery jsme dostali pro v/3, je periodicky a zapiSeme
jej takto: v/3 = [1; 1, 2].

Uvedeny piiklad pro v/3 je specialnim piipadem néasledujici véty, jejiz
dikaz miZzeme najit napt. v [4]:

Véta 2
Necht prirozené ¢islo n neni{ druhou mocninou celého ¢isla, pak /n
1ze vyjadrit pomoci periodického fetézového zlomku ve tvaru:

\/E = [GO; a,az,...az,0ay, 2&0]2).
L Postup, ktery jsme pouzili pro prevod iraciondlnich ¢isel na retézovy zlomek, miizeme
pouzit i pro €isla racionalni.

2) Tento periodicky Fetézovy zlomek je ryze periodicky.
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Perioda Fetézového zlomku ¢isla /n se sklddd ze dvou ¢asti: ze syme-
trické casti ay,as,...,a2,a; a z posledniho prvku 2aq. Priklady odmoc-
nin, které jsou vyjadiené periodickymi fetézovymi zlomky: v/2 = [1;2],
VI = 4T3, 1,8, V20 = [T, 1,2, 10P).

Vrafme se k ¢&islu /3. Pribliznd hodnota této odmocniny je
1,732050807569. Archimédes® ve svém dile Méfeni kruhu pouzival apro-
ximaci v/3. Plati 252 < /3 < 1331 Tato nerovnost je zajimava, pokud

153 780
prevedeme vSechna tfi ¢isla na jednoduché fetézové zlomky:

[1:1,2,1,2,1,2,1,2]<[1;1,2,1,2,12,1,2,...]<[1;1,2,1,2,1,2,1,2,1,2, 1]

Vzhledem k tomu, ze porovnavani jednoduchych fetézovych zlomkid neni
obsahem tohoto ¢lanku, odkdzeme pripadné zajemce o tuto problematiku
na literaturu [4].

Historickd pozndmka. S druhou odmocninou z piirozeného ¢isla souvisi
samotné objeveni fetézovych zlomkim, které je pripisovano dvéma mate-
matiktim z Boloni. Prvnim z nich je Rafael Bombelli® , ktery v roce 1579
vydal ve druhém vydani svoji knihu L’Algebra Opera, ve které se objevuje
algoritmus pro rozvoj do nésledujiciho fetézového zlomku, ktery se nazyva
obecny Tetézovy zlomek:

4
VI3=3+ ——7p—

64+ ——
+6+...

Druhym ze zakladatel teorie fetézovych zlomku je pak Pietro Antonio

Cataldi®, ktery pouzival stejné metody pro rozvoj druhé odmocniny do
3) Odmocniny z pfirozenych &isel mensich nez 40, které nejsou druhou mocninou, vyjad-
Fené pomoci periodickych Fetézovych zlomka lze nalézt napf. na http://mathworld.wolf-
ram.com/PeriodicContinuedFraction.html [cit. 2009-22-04].

4 Archimédes ze Syrakus (cca 287-212 pf. n. L) — jeden z nejslavngj$ich matema-
tikd, fyzikl a inZenyri starovéku. Mezi jeho dila patii: Metoda, O spirdlach, O méreni
kruhu, Kvadratura paraboly, O kouli a valci, Kniha poucek, ... Byl prvni, kdo poskytl
metodu vypoctu 7t s libovolnou Zddanou presnosti, kterd je zaloZena na tom, Ze obvod
pravidelného mnohothelniku vepsaného do kruhu je mensi nez obvod kruhu a obvod
mnohothelniku kruZznici opsané je vétsi.

%) Rafael Bombelli (1526-1572) — italsky matematik, jako prvni zagal pouZivat kom-
plexni ¢isla.

6) Pietro Cataldi (1548-1626) — italsky matematik, profesor matematiky ve Florencii
a Bologni.
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fetézového zlomku jako Bombelli, ale jako prvni rozvinul symboliku pro
Tetézové zlomky a popsal nékteré jejich vlastnosti — jeho prace z roku 1613
(Trattato del modo brevissimo di trovar la radice quadra delli numeri).”

Kvadratické iracionality
S pojmem periodického fetézového zlomku Gzce souvisi tzv. kvadratické
wractonality.

Definice 2
Cislo a se nazyva kvadratickd iracionalita, je-li o iraciondlnim kofenem

nékteré kvadratické rovnice az? + bz + ¢ = 0 s celo¢iselnymi koeficienty,
kde a # 0.

Pikladem kvadratické iracionality je napf. v/2, protoze je jednim z ko-
fent kvadratické rovnice 2% —2 = 0. Kladnym kofenem kvadratické rovnice
g?>—g—1 = 0 je asi nejznamé&j§i kvadratickd iracionalita, kterou je hodnota
datého fezu, viz [5] (g = (1 + V5)).

Zlaty fez muzeme vyjadrit i velice jednoduchym nekoneénym fetézovym
zlomkem:

g=[L1,1,1,1,...]=1+
1+

1
1+

1+...

Pro kvadratické iracionality plati tzv. Lagrangeova® véta (dikaz lze najit
napf. v [3]):

Véta 3 (Lagrangeova)

Kazdou kvadratickou iracionalitu, tj. vyraz tvaru 2 iq‘/ﬁ, kde p,q € Z

(¢ #0), n € N, lze vyjadfit periodickym Fetézovym zlomkem. A naopak,
kazdy periodicky retézovy zlomek je hodnotou néjaké kvadratické iracio-
nality.

Pro prevod libovolné kvadratické iracionality miizeme pouzit obdobny
zpusob, ktery jsme pouzili v predchozi ¢asti. Ve vété 2 jsme se seznamili
s ryze periodickym retézovym zlomkem. Na zavér ukdzeme, jak vyjadrit ne-
ryze periodicky fetézovy zlomek jako kvadratickou iracionalitu. Abychom

) Traktdt o nejkratsim zpusobu nalezeni druhgch odmocnin z Cisel

8) Joseph Louis Lagrange (1736-1813) — narodil se v Italii, zemf¥el ve Francii. Je zakla-
datelem varia¢niho poctu, kromé matematiky se zabyval také astronomii.
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tak ale mohli ucinit, musime si nejdfive definovat zbytek nekonecéného Te-
tezového zlomku.

Definice 3

Retézovy zlomek 7y, = [ag; akt1, apre,- - .| nazyvame zbytkem nekonec-
ného fetézového zlomku o = [ap; ay,as,...].

V souvislosti se zbytkem fetézového zlomku si uvedeme dvé véty, které
pak vyuZijeme pri vyjadieni neryze periodického tetézového zlomku jako
kvadratické iracionality. Dtikazy obou vét muZeme najit nap¥. v [4]:

Véta 4

Necht rozklad kladného realného ¢isla a v fetézovy zlomek je ve tvaru
a = [ap;a1,as,...] a necht rp = [ag;art1,0k42,-..], kK € N, je zbytek
daného fetézového zlomku. Pak pro a = [ap;a1,a2,...,ar_1,7] plati:
ar = |_rk)J7 pro k > 0.

Véta 5
Necht rozklad kladného redlného ¢isla a v fetézovy zlomek je ve tvaru
a = [ap;a1,as,...] a necht ri, pro k € N, je zbytek daného fetézového

zlomku. Pak plati®
rh By + Dz

ok Qro1 + Qro

Uloha
Vyjadiete hodnotu fetézového zlomku [2; 3,1, 5].

Reseni. Cislo  mlizeme psat ve tvaru z = [2;3,75] a podle véty 5, kde

_T'Q'P1+P0
o Q1+ Qo
plati
k 0 1
ag 2 3
Pk ag = 2 ag-a1 +1=2-34+1=7
Qk 1 a; =3

9 Cisla Py_1, Pi_2, Qr_1 a Qp_» jsme si definovali v &lanku [1] . Jedné se o Citatele
a jmenovatele sblizenych zlomka daného fetézového zlomku.
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tj.
T2'7+3

- - 1
o 7'2'3+1 ()

Stejnym zptisobem vyjadiime zbytek ro; 79 = [1;5, 73],

k 0 1
aj 1 5
Py, ap =1 a-a1+1=1-5+1=6
Qk 1 a1 =5
tj.
re-1+6
ngm.

Upravou dostévame kvadratickou rovnici 73 + 4r5 — 6 = 0, ktera méa dva
koteny ry; ro = —2 £ v/10.
Dosadime kladny kofen 75 do (1), mame

(-2++10) - 7+2
(-2+V10)-3+1

a po upraveé
Lo ~1247-V/10
54310

Posledni zlomek usmérnime a dostaneme hledanou kvadratickou iracio-
nalitu, kterd je hodnotou daného fetézového zlomku = = [2;3,1,5], tedy

z = £(150 — V/10).
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O ¢tverci vepsaném do pravothlého
trojuhelniku

FILIP SVRCEK - VLADIMIR VANEK

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Ulohy pro soutéz Matematicky klokan se kazdoro¢né vybiraji na mezi-
narodnich seminarich, kde jsou rozdéleny podle obtiznosti do jednotlivych
vékovych kategorii a dle pak upraveny pro soutéz. Vybeér tloh v roce 2007
se uskutecnil v rakouském Grazu a mezi navrzenymi tlohami pro katego-
rii Junior na soutézni rok 2008 byla také nasledujici planimetrickd tloha,
viz [1]:

Uloha
Uvazugyme dva zpisoby, jak vepsat ctverec do daného pravouhlého troj-

thelniku tak, aby vsechny jeho vrcholy leZely na strandch daného trojuhel-
niku. Pruni z nich spocivd v umisténi dvou sousednich stran ctverce na jeho
odvésny a ve druhém z nich leZi jedna strana ctverce na preponé daného
trojuhelniku, viz obr. 1 a obr. 2. Ktery z obou ¢tverci je vétsi?

A) Proni.

B) Druhy.

C) Oba ctverce jsou shodné.

D) Odpovéd zavisi na konkrétnich rozmérech daného trojihelniku.

E) Nikdy nelze rozhodnout.

Dané tloha predstavuje pomérné zajimavy problém, predev§im co do
poctu a rozmanitosti moznych pristupt k jeho feseni. Cilem tohoto ¢lanku
je seznamit Ctenare s nékterymi z nich.

Reseni 1.
Uvazujme pravouhly trojahelnik ABC s preponou AB. Délky jeho stran

ozna¢me postupné |AB| = ¢, |BC| = a a |CA| = b. Bez Gjmy na obecnosti
mizeme predpokladat, ze a < b.
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Obr. 1

Necht ¢tverec CGH J vepsany do trojuhelniku ABC' prvnim zptsobem

(obr. 1) ma stranu délky x. Je zfejmé, Ze trojuhelniky AHG a HBJ jsou
podobné, proto plati

a—x T

x b—z
Odtud plyne
ab
= . 1
a+b (1)

Do trojihelniku ABC' vepiSme nyni ¢tverec KLMN druhym zptsobem,
délku jeho strany oznacime y (obr. 2).

Obr. 2

Vysku z vrcholu C' v trojihelniku CKN oznacime z. Z podobnosti troj-
uhelnikd ABC a KNC plyne

z

y+z ¢
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Odtud déle dostavame )
Y

c—y
Obsah S trojahelniku ABC miizeme vyjadiit dvéma zptsoby. Plati S =

= Lab a také S = Lc(y + z). Porovndnim téchto vztahii obdrzime rovnost

z =

(2)

1 1
iab = ic(y +2z),

z niZ po dosazeni z (2) za z dostaneme

abe abva? + b?

Stab a2+abtb?

y = (3)

Snadno se dale dokaze, ze pro libovolna kladné redlnd cisla a,b plati ne-

rovnost
1 S Va2 + b2 (4)
a+b” a?+ab+b?’
coz lze ovérit umocnénim obou stran na druhou a naslednym prevodem

pomoci ekvivalentnich Gprav na evidentni nerovnost a?b?> > 0. V takovém
pripadé ale snadnym porovnanim (1) a (3) obdrzime = > y.

Reseni 2.
VyuZzijeme otoceni se stfedem v bodu N o thel 8 = |ZABC| v zaporném

smyslu. Obrazy bodi K, L a M v tomto oto¢eni ozna¢ime po fadé K', L'
a M' (obr. 3).

/]
B N ¢ K

Obr. 3
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Uvazujme posunuti urc¢ené vektorem CW , které trojuhelnik ABC' zo-
brazi na trojuhelnik XY K’ a ¢tverec GHJC na ¢tverec RSZK' (obr. 4).
Pak ale evidentné porovnat délky y = |L'M'| a x = |RS| stran obou
¢tverct vepsanych do trojahelniku ABC znamend porovnat délky I; a o
usecek PM' a BY . Bod P je pfitom prisecikem pfimek AB a L'M’.

A X

Trojthelniky ABC a APQ, kde bod @ je prusecik piimek AC a M'L/,
jsou podobné, proto

PQ| _ |BC|
QA |CA]
tedy
h+y—-0bL a
b—1, b’
Odtud po tpravach mame
a+b
l1 —l2 =a—-Yy- b

a po dosazeni za y z (3) dale

abva?+b%> a+b

h—ly=a— -
Lmh=a a? + b2+ ab b

Z toho ale vyuZitim nerovnosti (4) plyne, ze l; — Iy > 0, coz je ekvivalentni
s nerovnosti x > y.
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Regeni 3.
Délky [l a lo mizeme vSak porovnat i jinym zptisobem. Z pravothlého
trojihelniku K NC' (obr. 2) trividlné dostavame
d=|CK|=ysing . (5)
Daéle pak z pravothlého trojihelniku KAL (viz obr. 2) obdrzime
COSﬂ = m y
odkud muzeme vyjadfit b vyuzitim (5):

b=y ($+sinﬁ>

b—y:y<i+sinﬂ—1>.

Plati tedy

cos 3
Kone¢né v pravothlém trojahelniku APQ (obr. 4) plati
l -1
bVl g,

odkud po Upravé mame
1
lh—ly=y(1 - ——1].
1=l =y( COSﬂ)(Sinﬁ >
Protoze ale 3 € (0; $7), je nutné iy — I > 0, tedy = > y.
Reseni 4.
Bodem K vedme rovnobézku s piimkou BC, ktera protne stranu AB da-

ného trojuhelniku ABC' v bodu D. Trojtahelniky KLD a NMB jsou shodné,
proto ¢tverec KLMN a rovnobéznik KDBN maji stejny obsah (obr. 5).

A A

K K

Obr. 5
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Bodem D vedme rovnobézku s pfimkou AC, kterd protne stranu BC
trojihelniku ABC' v bodu E. Potom trojihelnik DBE je shodny s troju-
helnikem KNC' a obsah c¢tyfahelniku KDBN je proto stejny jako obsah
obdélniku CKDE (obr. 6). Délku strany EC tohoto obdélniku oznaéime e
a délku jeho strany ED jako d.

A

D
4

% 8

7

2

Obr. 6

Porovnat délky = a y znamend totéz, jako porovnat obsah ¢tverce CGHJ
(ozna¢me ho S1) a obsah obdélniku CKDE, ktery oznac¢ime Ss.

Protoze plati S; = S3 + 5S4 a So = S3 + S5, kde S3, Sy a S; jsou
po tadé obsahy obdélniki CKFJ, GHFK a JFDE, je ale porovnani x a y
ekvivalentni porovnani obsahi Sy a Ss (obr. 7). Plati pfitom

Sy=z(x—d) a S;=dle—ux).

B E J C
Obr. 7
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Nyni ukézeme, ze plati |GA| < |KA|. Proto budeme porovnavat vzdéle-
nosti d; a dy bodi G a K od piimky AB. Ztejmé d» = |KL| =y a dale

b
|IGH| ¢
Odtud vyuzitim (1) dostaneme
b ab b
e

Pro libovolna kladné redlna cisla a, b plati nerovnost

b < a® + b?
a+b " aZ+ab+0?2’

(Ize ji po ekvivalentnich tpravich pievést na evidentni nerovnost 0 < a?),
proto vyuzitim (3) dostavame

ab b < abva? + b2
a+b a2 +b2 a?+ ab+ b2

Odtud ale plyne, ze

dl = =y = d2 R
d=|CK|<|CG|==.
Navic z predpokladu a < b zfejmé
e—c=|DF|<|FH|=z-d.
Dohromady tedy mame Sy > S5, coZ znamend
£U2:S1253+S4>S3+S5252:d€:y2,

tj. >y, coz jsme chtéli dokazat.
Reseni 5.

Oznacme Z prusecik piimek KL a BC. Z obr. 8 je ziejmé, ze Ctverec
KLMN je do pravouhlého trojihelniku BZL vepsan prvnim z obou uvede-

nych zptsobt, pficemz trojuhelniky ABC a ZBL jsou podobné.
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Obr. 8

Pokud se ndm tedy podaii ukéizat, Ze obsah S trojihelniku ABC je vétsi
nez obsah Sg trojuhelniku BZ L, bude totéz platit i pro obsahy ¢tverct
GHJC a KLMN.

Jestlize obsah ¢tytthelniku BC' K L oznacime S7 a obsahy trojihelnikt
CZK a ALK po tadé Sg a Sy, pak mdme S = S7 + Sy a Sg = S7 + Ss.
V trojahelniku NCK (obr. 8) zfejmé plati |[KN| > |[KC|.

Trojthelniky CZK a LAK jsou ovSem podobné a pro jejich odpovida-
jici si strany KL a KC mtzeme psat nerovnost

|[KL|=|KN| > |KC|.
Proto Sy > Sy, z toho bezprostiedné S > Sg, a tedy i > y.
Zavér
Vsechna uvedend feseni vedou k téze odpovédi. Ctverec vepsany do

daného pravotihlého trojahelniku (v souladu s obr. 1) mé vzdy delsi stranu
nez ¢tverec, ktery je vepsan do stejného trojuhelniku jako na obr. 2.
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Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime zadéani dalsi dvojice Gloh nasi pravidelné rubriky. Jejich fe-
Seni zaslete nejpozdéji do 10. 1. 2011 na adresu: Redakce casopisu MFI,
tr. 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc. Jejich feseni lze zaslat také elek-
tronickou cestou (pouze v8ak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu)
na emailovou adresu: mfi@upol.cz. Zajimava a origindlni feSeni tloh radi
uverejnime.

Uloha 173
V oboru redlnych cisel feste soustavu rovnic

VVr+2=y-2,
VVYy+2=x—2.

Radek Horensky

Uloha 174
Uvazujme trojihelnik ABC, v némz K znadi stfed strany BC. Daéle
necht S a O jsou po fadé stfedy kruznic opsanych trojahelnikim ABC
a AKC'. Prusecik kolmice z bodu O k piimce BC' s pfimkou C'S ozna¢me
P. Dokazte vétu: Mé-li thel BAC velikost 60°, potom |SK| = |CP|. Plati
i véta obracena?
Jaroslav Svrcek
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