MATEMATIKA

Logaritmické nerovnice

STANISLAV TRAVNICEK

Prirodovédecka fakulta, UP Olomouc

Logaritmické rovnice byvaji zastoupeny ve skolnich programech mate-
matiky na stfednich Skolach a byly tradi¢né ve Skolnich osnovach ode-
dévna, logaritmické nerovnice se tu vSak péstuji méne.

Nahlédnéme do nékterych publikaci. Ucebnice [1] obsahuje jen loga-
ritmické rovnice. V €lanku [2], zabyvajicim se tGlohami ze stfedoskolské
matematiky, vSak najdeme pét péknych piiklad@ na logaritmické nerov-
nice (tyto pfiklady spolu s dalsimi najdeme také jiz ve [3]), ¢imZ tento
¢ldnek nepiimo vyzyva, aby se logaritmickym nerovnicim vénovala prfi
vyuce na stfedni 8kole pozornost. Publikace [4] zabyvajici se standardy
u matematiky pro Ctytletd gymnézia ve své teoretické ¢asti, v niz je uve-
den prehled pozadovanych znalosti a dovednosti, pozaduje pouze ,vyuzit
grafi funkci ke znazornéni kofend zakladnich rovnic a nerovnic“. Tento
pozadavek je ilustrovan piikladem: Pomoci grafu funkce feSte nerovnici
logs > 2. Avsak ve své druhé piikladové Casti obsahuje tato publikace
pét pocetnich prikladf na feSeni logaritmickych nerovnic. Zd4a se tedy, ze
feseni logaritmickych nerovnic je na samém okraji matematického uciva
pro stiedni skoly, tj. nékdy je do néj zahrnuto, jindy ne.

Reseni logaritmickych nerovnic mé velkou didaktickou hodnotu a mtze
vyznamné prohlubovat pozndvaci dovednosti studentid. Je proto vhodné,
kdyz ucitel ve vybranych t¥idach, pro néz SVP pocitd s vétsi ¢asovou
dotaci, toto téma zarfadi a zpestii tak vyuku. V praktické casti tohoto
¢lanku analyzujeme nékolik iloh a ukaZeme si rtizné metody jejich reseni.
nez ucivo o logaritmickych rovnicich.Tato zvySena narocnost neni disled-
kem toho, ze bychom pouzivali néjaké slozité operace, vystacime vlastné
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jen s jednoduchymi nerovnostmi, ale spoc¢ivd v tom, Ze musime pii fe-
Seni logicky zvladnout a zpracovat vice na sobé rtizné zavislych podminek.
Opirame se pritom o nékolik zakladnich vlastnosti logaritmickych funkeci
a logaritmu; uvedme si nékteré (pracujeme v oboru realnych ¢isel, coz uz
déle nezdtraziiujeme):

1° Pro zéklad a logaritmické funkce log, = plati: (a > 0) A (a # 1).

2° Funkce y = log, = je definovana pravé pro viechna z > 0 (splnéni
této nerovnosti pro x predpokladame v celém ¢lanku, pokud nebude fec¢eno
jinak).

3% Pro a > 1 je kazd4 logaritmickd funkce rostouci, pficemz pro 0 < x <
< 1 m4 hodnoty zaporné, pro z = 1 ma hodnotu 0, pro z > 1 ma hodnoty
kladné.

Pro 0 < a < 1 je kazda logaritmickd funkce klesajici, pficemz pro
0 < z < 1 ma hodnoty kladné, pro x = 1 mé hodnotu 0, pro z > 1 mé
hodnoty zaporné.

Tuto vlastnost si potvrdime uzitim grafu funkce.

4% Pro rovnosti plati log, X = log, Y < X =Y (logaritmicka funkce
je prosta).

Pak pro nerovnosti plati:

Pro a > 1 alibovolné vyrazy X,Y > 0 platilog, X <log,Y & X <Y
a stejné log, X >log, Y & X > Y.

Pro 0 < a < 0 a libovolné vyrazy X,Y > 0 plati log, X < log,Y &
X >Y astejné log, X >log, Y & X <Y.

5% Vzorce pro logaritmus soucinu, podilu a mocniny (zndme z vyuky
logaritmi).

6° log, a = 1.

70 log, = = —log, /, .

1
8% Pro vSechna piirozend n, kde a™ # 1, plati log,. = = — log,, z.
n

(Tento vzorec dostaneme, kdyz v rovnosti a™'°%a" ©
garitmim se zdkladem a.)

9% Pro vsechna redln k plati

log,, = log, «
1 = R =—2 .
%Bka ¥ = 71 log, k ( log, ka)

= z prejdeme k lo-

(Tento vzorec dostaneme, kdyz v rovnosti (ka)'°8k«* = x piejdeme k lo-
garitmim se zdkladem a.)
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Uvedme si nyni pestrou sadu ukézkovych prikladii, na nichz si ukdzeme
pouziti uvedenych vlastnosti logaritmické funkce.

Uloha 1. Reste nerovnici
log, (2% — 37) < 1+ log,(z — 2). (1)
Reseni. Jako prvni zpracujeme defini¢ni obor nerovnice (1). Plati tedy
(22 =32 >0)A(z—2>0).
Prvni nerovnici upravime na tvar 2(z—3) > 0 a mnozinou v8ech FeSeni této

nerovnice je (—o00,0) U (3, +00), druhd nerovnice dava (2;4+00). Defini¢ni
obor nerovnice (1) je tedy

((=00;0) U (3; +00)) N (2; +00) = (3; +00).

Nyni piejdeme k vlastnimu feSeni. Uzitim 5°, 6° upravime pravou stranu
nerovnice (1)

1+ logy(z — 2) =log, 2 + log, (x — 2) = log, (22 — 4).
Tak dostavame
log, (z* — 3x) < log,(2x — 4).
Pti zakladu 2(> 1) je logaritmicka funkce rostouci, tedy podle 3°, 4° plati

2 -3z < 2z — 4,

neboli
2?2 —5x+4<0.

Kofeny trojclenu jsou 1 a 4, tedy mnozinou vSech reseni této kvadratické
nerovnice je interval (1, 4). Tento vysledek porovndme s definiénim oborem
zadané nerovnice:

(1;4) N (3;+00) = (3;4).

Mnozinou v8ech feSeni nerovnice (1) je interval X = (3;4).
Jestlize do prikladu vstoupi i zdklad a < 1, je tfeba vénovat zvysSenou
pozornost uplatnéni pravidla 4°.
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Uloha 2. Reste nerovnici

1
log, =

> 1, (2)

kdea >0, a # 1.

Regeni. Defini¢ni obor nerovnice dostaneme ze dvou podminek: (z > 0) A
A(log, = # 0). Tato druhd podminka podle 4°, 6° znamen4 log, = # log, 1,
tedy x # 1; definiénim obor zadané nerovnice je tedy

(0;1) U (1; +00).

Vlastni feSeni za¢neme touto tvahou: v pripadé, ze by log, * < 0, nedo-
staneme zadné FeSeni nerovnice (2), nebot leva strana by byla zaporna.
Lze tedy predpoklddat, ze log, > 0, coz pro a > 1 plati na intervalu
(1;400) a pro 0 < a < 1 na intervalu (0;1). Za téchto podminek nisobime
nerovnici (2) vyrazem log, * a dostaneme po tpravé uzitim 4°, 6°

log, z <1 =log,a.
Pro a > 1 odsud méame, Ze na intervalu (1;4+o00) plati z < a, coz dava
X =(1;a).
Pro 0 < a < 1 dostdvame na intervalu (0;1) feSeni z > a, coz dava
X = (a;1).

V dalgich tiloh4ch uz odkazy na 1° — 6° neuvadime.

Uloha 3. Reste nerovnici
0,01 < (logy ; z)* < 1. (3)
Regeni. Definiénim oborem této dvojité nerovnice je (0;+00). Nerovnici
odmocnime a mame
0,1 < |logg ; z| < 1. (3"
a) Pro logy, # > 0, tj. pro z (0;1), dostdvame ze (3’) nerovnici
0,1 <logy, x <1, tj.

(logo; /0,1 =)logy; 0,1 <logy ; = < logg; 0,1
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z ¢ehoz %/0,1 > x > 0,1, takze z € (0,1; 1{’/0,1).

b) Pro log, ; <0, tj. pro = € (1; +00), dostdvdme ze (3’) nerovnici
0,1 <-—logy,z <1, tj.
(logy, V10 =logy, 0,17 =) -0,1>
> logy, # > —1(=logy , 0,17" =log, ; 10).

Odsud V10 < z < 10, z € ( V/10;10).
Mnozina viech feseni tedy je X = (0,1; 1/0,1) U ( V/10;10).

Zvlaste zajimavé jsou Glohy, v nichz je neznamé x zadkladem logaritmické
funkce.

Uloha 4. Reste nerovnici

log, |2% — 2| > 1. (4)

Regeni. Pro defini¢ni obor nerovnice mame piedné = € (0;1) U (1; +o0)
vzhledem k tomu, ze z je zakladem logaritmické funkce, a déle z # /2,
takze definiénim oborem nerovnice (4) je (0;1) U (1;4/2) U (v/2; +00).
Jelikoz 1 = log, , pfeméni se nerovnice (4) na
log, |2* — 2| > log, . (4"
a) Pro z € (0;1) odsud plyne
|z? — 2| < =.

Na intervalu (0;1) nabyva vyraz 2 — 2 zdpornych hodnot, takze mame

—2*+2<x, tedy
2 +2-2>0.

Koreny tohoto kvadratického trojclenu jsou —2 a 1, takze fesenim této
nerovuice je interval (—2;1). Spolu s defini¢nim oborem rovnice (4) a pod-
minkou z € (0;1) tohoto odstavce dostavame vysledné x € (0;1).
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b) Piipad, kdy z € (1;v/2); nerovnice (4'), vede postupné na nerovnice
|z2 — 2| > z, —2? + 2 > =, a tedy na nerovnici

2 +r-2<0,

jejimz feSenim je (—2,1). Prinik s intervalem (1;v/2) je v8ak préazdny,
takze v (1;1/2) zadné feseni neexistuje.

¢) Pro x € (v/2;+00) plyne ze (4) rovnéz |22 — 2| > =, jezto vSak
2% > 2, mame

z? — 2>z, tedy
P —x—2>0.

Koreny tohoto kvadratického trojclenu jsou —1 a 2, takze fesenim této
nerovuice je interval (—oo;1) U (2;400). Spolu s definiénim oborem rov-
nice (4) a vstupni podminkou z € (v/2;+00) tohoto odstavce dostdvame
vysledek z € (2;+00).

MnoZinou v8ech FeSeni rovnice (4) je tedy X = (0;1) U (2; +00).

Obsahuje-li feseni Glohy vice podminek ve tvaru x € ..., je tfeba davat
pozor, kdy pii porovnavani podminek pouzijeme sjednoceni a kdy prinik.

Uloha 5. Reste nerovnici
1+ (log, z)?
1+ log,
kdea >0, a # 1.
Regeni. Pfedné # > 0 a déle 1 + log, x # 0, tj. log, z # —1 = log, a1,

1 1 1
takZze z # —. Defini¢ni obor nerovnice je tedy (0;—) U | —; 400
a a a

Vsimnéme si, ze Citatel je kladny pro v8echna z # —, takZe nutnou
podminkou pro feSeni nerovnice (5) je, aby i Jmenovatel byl kladny, tj.

1+log,z >0, log,z > —1 =log, L. Topr0a>1znamenaa:>— a pro
a

1
0 <a<1dostavame z < —.
a

Za téchto podminek muaZzeme nerovnici (5) nasobit vyrazem ve jmeno-
vateli, z ¢ehoz
1+ (log, ©)* > 1+ log, =
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a po upraveé
log, z(log, z — 1) > 0.

Mame dvé moznosti: (log, > 0)A(log, z > 1) a (log, z < 0)A(log, = < 1).

a) Pro a > 1 je prvni moznost (z > 1) A (z > a), tedy > a, a druhd
moznost (0 < z < 1) A (z < a), tedy 0 < & < 1. Prinikem feSeni a podmi-
nek je

1 1
((0;1) U (a; +00)) N (E; +oo> = <E; 1> U (a; +00).
b) Pro 0 < a < 1 je prvni moZnost (x < 1) A (0 < = < a), tedy

x < a, a druhd moZnost (x > 1) A (z > a), tedy & > 1. Prinikem feSeni
a podminek je

(@0 asoon (0:5) = G0y u (1),

1
MnoZina vSech feseni pro a > 1 je X = (—; 1) U (a;+00), pro0 <a <1
a

1
je X =(0;a) U 1;E>.

V dalsim prikladu vznika zajimava situace pii vySetfovani zakladt lo-
garitmické funkce (viz 7°).

Uloha 6. Reste nerovnici
(logo,5 x)? — |logy 7| < 2. (6)

Reseni. Defini¢éni obor nerovnice je z > 0.

Jelikoz log, © = —log 5 z, lze rovnici (6) upravit na tvar
(logy @)* — |log, x| < 2 (6)
nebo téz
(logy 5 x)? — |logg 5 | < 2. (6")
Vyberme si prvni moznost. Pouzitim substituce log,x = y dostaneme
nerovnici

v —lyl-2<0
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a) Necht y > 0, tedy log, z < 0, z < 1. Nerovnice y% —y —2 < 0 s kofeny
—1 a 2, mé feSeni —1 < y < 2, takze

1
<log2 3 :) —1<logyz < 2(=log, 4)

1
a z toho 3 < x < 4. Jelikoz vsak predpokldddme x > 1, je vysledek

1<z <4,
b) Necht y < 0, tedy log, # < 0, x < 1. Nerovnice y?+y—2 < 0 s kofeny
—2 al, méreSeni —2 <y < 1, takze

1
<log2 1 :) —2<logyz < 1(=log, 2)

1
a z toho 1 < x < 2. Jelikoz vsak predpoklddame z < 1, je vysledek

1
Z<JJ<1.

MnoZina v§ech feSeni nerovnice (6) i (6°) je tedy X = 1;4 .
Kdybychom vy8e zvolili 2. moZnost, tj. nerovnici (6), dostali bychom
tyz vysledek.
V nésledujici tloze se uplatni vzorec 8°.
Uloha 7. Reste nerovnici

log, x + log, = + logg x < 11. (7)

Reseni. V definicnim oboru z > 0 dané nerovnice miizeme nerovnici (7)
uzitim 8° postupné upravit takto:

1 1
log, z + 3 log, z + 3 log, x < 11, (7"

1 1
(1+§ + g)logﬂ: < 11,
11
€10g2$ < 11,
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log, z < 6 = log, 64,

takze < 64.

Pro 0 < z < 1 je logy,x < 0, takZe nerovnice (7’) i (7) jsou splnény.
Mnozina vSech FeSeni je tak X = (0;64).

V posledni tloze se pouzije vzorec 9°.

Uloha 8. Reste nerovnici

log,,, « + log, kx* > 0, (8)
kde k je libovolnd konstanta, pro niz plati 0 < k& < 1.

Regeni. Defini¢ni obor rovnice dostaneme z podminek (z > 0) A (z # 1)
(x

1
je zdkladem logaritmu) a kx # 1, tj. x # 7 Celkem tedy (0;1) U

(1))

Pro z z defini¢niho oboru rovnice 1ze podle 9° upravit nerovnici (8) na
tvar
log, =

——2r" _ 1 log, kx? > 0.
1+10gwk+ og, kx” >

Levou stranu nerovnice prevedeme na spoleéného jmenovatele a postupné
upravime.
1+ log, ka* + log, k - log, ka?

0
1+log, k >0
1+1log, k + 2+ (log, k)* + 2log, k >0
1+log, k ’
log, k)% +3log, k + 3
(og, k)° +3log, k+3 _ (8
1+log, k
Uvéazime-li substituci log, k = y, je v Citateli kvadraticky trojclen

y? + 3y + 3, jehoz diskriminant je zdporny, takZe tento troj¢len zachovava
pfi libovolném y své znaménko (po dosazeni y = 0 vidime, Ze hodnota
trojcélenu je stale kladnd), tedy v nerovnici (8’) je Citatel trvale kladny.
Pro ziskani reSeni této nerovnice tak je nutné a staci, aby i 1+log, k > 0,
tedy

1
log, k> —1 (: log, E) ,
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z Cehoz pro x > 1 plyne k& > %, takze x > %; pro 0 < z < 1 dostaneme
k < 1, takze x < 1. Protoze viak 0 < k < 1,je 1+ > 1, zlstavd 0 < z < 1.
Mnozina viech FeSeni nerovnice (9) je proto X = (0;1) U (3; +00)
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Jak maturovali gymnazisté na prelomu
19. a 20. stoleti

JAN ZAHRADNIK
Pedagogickd fakulta JU, Ceské Budgjovice

V soucasné dobé probihd v ceské spolecnosti diskuse o podobé a vy-
znamu maturitni zkousky na stfednich skolach. V mém clanku chci ukazat,
jak vypadala maturitni zkouska z matematiky na gymnéaziu pied vice nez
sto lety.

Ve Stétnim okresnim archivu v Ceskych Budéjovicich se nachézi sou-
bor dokumentid z historie sou¢asného Gymnazia Jana Valeridna Jirsika,
které bylo timto vlasteneckym ¢eskobudéjovickym biskupem zalozeno roku
1868 jako prvni ¢eské gymnézium v Ceskych Budé&jovicich. Ve srovnéni
s dokumentaci ostatnich ceskobudéjovickych strednich skol, existujicich
ve druhé poloviné 19. stoleti, se jednd o nejuplnéjsi soubor, obsahujici
kromé katalogl studenti v jednotlivych roc¢nicich také archiv korespon-
dence a zejména sadu podrobnych protokold o maturitnich zkouskach [1],
pocinajici skolnim rokem 1898-1899 a koncici Skolnim rokem 1906-1907,
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které obsahuji mimo jiné také zdznamy prikladd zaddvanych maturantim
pfi Gstni zkouSce z matematiky. V nésledujicich letech se pak charakter
zédznaml méni. Nenachdzime jiz podrobna znéni piikladd, zadanych pfti
ustni zkousce a na zakladé Marchetovych zakond z roku 1908 byla zrusena
i povinna pisemna zkouska z matematiky.

7 uchovanych protokoli je mozné vytvorit pomérné vérny obraz toho,
jak vypadala maturitni zkouska abiturienta gymnézia na prelomu 19. a 20.
stoleti.

V prvni rfadé se musel vyrovnat s péti povinnymi pisemnymi maturit-
nimi pracemi, a to z matematiky, ceského jazyka, piekladu z fectiny do
Cestiny, prekladu z latiny do CeStiny, prekladu z ceStiny do latiny a pokud
si vybral jako maturitni pfedmét némcinu, psal pisemnou praci i z ni. Pi-
semné zkousky se konaly obvykle v prvni poloviné kvétna a jejich témata
vytvareli profesori prislusného gymnazia v nékolika variantach. Konecny
vybér témat provedl zemsky Skolni inspektor, ktery z navrzenych variant
yrudkou zatrhl“ vybrané téma. To pak bylo po predchozim upozornéni na
veskeré Gredni nélezitosti (zejména na zakaz opisovani) studenttim nadik-
tovano. V pripadé matematiky se jednalo o ¢tyfi sady po Ctyfech prikla-
dech. Doba na vypracovani byla ¢tyfi hodiny.

Napftiklad pfi maturitni zkousce ve skolnim roce 1901 — 1902 byly abi-
turientim pii pisemné zkousce z matematiky zadany tyto tlohy:

1. Koncem kazdého roku po 10 let po sobé jdoucich jest zaplatiti 500 K;
dluh tento mé se vyrovnati dvéma stejnymi splatkami, z nichz prvou
jest zaplatiti hned, druhou pocatkem Sestého roku; jak velké budou tyto
splatky pii 4% celoro¢nim slozeném trokovani?

2. Reste celistvymi a kladnymi &isly rovnici:

_52-1ly

5
u 3

= 150.

3. Trojthelnik otod¢i se kol jedné ze svych stran AB. Vypodisti krych-
lovy obsah téla otoCenim vzniklého, jsou-li dany strané té prilehlé Ghly
a = 18°26'6”, B = 120°57'50” a délka kolmice z protéjsiho vrcholu na
prodlouzenou stranu AB spusténd p = 5 cm.

4. Rovnice paraboly jest y> = 16z; vyhledati rovnici te¢né, rovnobézné
s piimkou y = = — 3.
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Ve skolnim roce 1903 — 1904 byly v letnim obdobi zadany nasledujici
ulohy:

1. Mladik jsa tézan, jak je star, odpovédél: ,Letos (1904) je mi pravé tolik
let, kolik Cini ciferny soucet roku mého narozeni.“ Kolik let je mu?
2. Kterou hodnotu ma z, je-li

5
4322 + 23+ 32t + 25+ 3254+ ... = 3"
3. Koule jest protnuta rovinou. Vznikly fez jest zakladnou dvou kuzeld
do tseci vepsanych. V kterém poméru déli se fezem tim polomér koule,
jestlize pomér obsahu koule ku souc¢tu obsahi obou kiizelid rovna se
9:47
4. Pfimka ot4¢i se kolem bodu A(1,1) a z bodu B(—5, —7) spustime na ni
kolmici. Urcete geometrické misto pat téchto kolmic.

Zmamky z pisemnych maturitnich zkousek jsou uvedeny v Prehledu vy-
sledkd zkousek maturitnich [2] a byl na né bran ohled pii stanoveni vy-
sledné znamksy.

Ustni maturitni zkousky pak probihaly podle modelu, ktery zname
i v soucasné dobé. V radném obdobi se zkouska konala na zévér skol-
niho roku, tedy v mésici Cervnu, pfipadné i v prvni poloviné Cervence.
Pocty abiturienti, kteri sklddali maturitni zkousku v letnich terminech,
neziidka prevysovaly ¢islo 40. V dopolednim i odpolednim terminu sklé-
dala maturitni zkousku zpravidla ¢tverice studenti a to ze vSech predméti
ustni zkousky. Povinnymi predméty byly Cesky jazyk, latina, fectina a ma-
tematika. Jako nepovinny predmeét si studenti mohli vybrat druhy zemsky
jazyk, tedy némcinu, dale se mohli prihlasit ke zkousce ze soukromé cetby
z latiny nebo fectiny. Platilo také, Ze ti studenti, ktefi nesplnili v zavérec-
ném roc¢niku pozadavky z fyziky nebo déjepisu, museli se podrobit ustni
zkousce i z téchto predmét. Obvykle se jednalo o po¢ty do deseti student.

Klasifikace v jednotlivych pfedmétech maturitni zkousky se fidila Ses-
timistnou stupnici (véetné stupné ,zcela nedostatecny*), vysledné hod-
noceni pak znélo tak, ze zakovi bylo vydano ,vysvédceni dospélosti ke
studovani na université“ [1], pfipadné ,vysvédéeni s vyznamendnim*“. Ne-
uspésnému abiturientovi mohlo byt povoleno opakovani zkousky.

V archivnich zdznamech je v protokolech o maturitnich zkouskach [1]
z matematiky uvedeno celkem 732 prikladd, které byly v uvedenych letech
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bud zadany u Gstni zkousky (604) nebo pfipraveny k vybéru pro pisemnou
zkousku (128). Je to soubor, ktery umoznuje vytvorit si celkem pravdivy
obraz o tom, jakym tématim se matematika na tehdejsim gymndziu vé-
novala, jak naro¢né tlohy museli studenti feSit a v neposledni rfadé také
o tom, jakou zndmkou byli u maturity klasifikovani. V zaznamech se ne-
vyskytuje ndzev maturitni otazky, jako je tomu v soucasné dobé, jsou uve-
deny pouze ptiklady, které byly abiturientovi zadény (v poctu od jednoho
do ¢ty¥), zndmka kterou zkousejici navrhl u jednotlivych piikladd a ndvrh
vysledné znadmky u Gstni zkousky.

V tomto ¢lanku predkladam prehled témat, zadavanych u Gstni zkousky
a u kazdého z nich vzdy dva zajimavé priklady, at uZz jejich zajimavost
spoCiva v neobvyklé formulaci zadani, pro nasi dobu nezvyklé problema-
tice nebo i v naroc¢nosti, vymykajici se pozadavktim na dneSni maturanty.
Ulohy jsem rozdélil do 25 témat, z nichz 24 je nazvanych podle souc¢asnych
zvyklosti, do 25. tématu jsem shrnul netypické Glohy.

U jednotlivych témat uvadim, kolik aloh z celkového souhrnu tloh za-
danych pfi Gstni maturitni zkousce nebo navrzenych pro pisemnou ¢ast do
néj podle mého nazoru ndlezi a také procentovy podil jednotlivych témat
na celkovém poctu tloh. U kazdého prikladu pak uvadim rok kondni Gstni
maturitni zkousky, kdy byl zadan, pfijmeni a jméno abiturienta, ktery jej
tesil, jeho zndmku z pisemné zkousky z matematiky, ob& znamky navrzené
zkouSejicim a vyslednou zndmku z matematiky u maturitni zkousky. Ta
byla stanovena maturitni komisi s prihlédnutim k témto iidajim a také ke
znamkam v poslednim ro¢niku studia.

1. Rovnice o jedné neznamé (33; 4,51 %)

N 2+ 3y
e Reste rovnici: z+1-— r—1= ——.
\/\/_ \/\/_ 2/ Vzr+1

(1900, Lissek Josef, 3, 3, 3, vysledek 3)

e Reste rovnici: \3/x3 +3x+ V9t +13=x+1.

(1903, Princ Frantisek, 3, 2, 2 vysledek 3)

2. Diofantovské rovnice (5; 0,68 %)
e Reste rovnici pro celistva ¢isla: 15z + 6y = 21.
(1900, Kohout Frantisek, 4, 4, 3, vysledek 3)
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e Reste celistvymi a kladnymi ¢isly rovnici 9z + 11y = 100.
(1903, Ruzicka Josef, 3, 1, 1, vysledek 2)

3. Soustavy rovnic (38; 5,19 %)
e Stanovte nezndmé: 2 +y% + 2 +y = 22,
zy = 4.
(1899, Vitousek Jan, 3, 3, 3, vysledek 3)
. 3 1
e Reste soustavu rovnic: —vz —y =1+ ,
4 Ve —y
vVrty+z+y=12.
(1900, Stédry Karel, 3, 1, 2, vysledek 2)

4. Slovni dlohy (29; 3,96 %)
e Nékdo koupil za 30 penizi 30 ptakd jednéch, druhych dva kusy za 1
peniz a tretich jeden za 2 penize. Kolik kterych dostal?

(1899, Kadlec Jan, 4, 3, 3, vysledek 3)

e Které dvojciferné ¢islo, déleno soucinem svych ¢islic da za podil 3

a totéz cislo zvétseno o 36 rovna se cislu s obracenym poradkem
Cislic?

(1903, Svoboda Karel, 4, 3, 3, vysledek 4)

5. Ulohy o maximech a minimech (5; 0,68 %)
e Cislo 27 jest rozdéliti na dva séitance té vlastnosti, aby ¢tyfnasobny
¢tverec prvého a pétindsobny ¢tverec druhého byl co mozna nejmensi.

(1903, Soukup Josef, 4, 3, 4, vysledek 4)
e Pirimka rovna 4 cm ma byti rozdélena tak, aby soucet ¢tvercd casti
jejich byl minimé&lni.
(1900, Kostka Augustin 3, 2, 3, vysledek 4)
6. Reciproké rovnice (15; 2,05 %)

e Reste rovnici: 2z% — 92° + 142 — 9z + 2 = 0.
(1899, Svoboda Antonin, 4, 3, 4, vysl. 4)

o Reste rovnici: 42° — 172 + 42° — 42> + 172 —4 = 0.
(1902, Cerny Frantisek, 4, 3, 3, vysl. 4)
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7. Numerické vypoéty (8; 1,09 %)
3 - §/5,4968
3 25 :
(1904, Parkos Jan, 3, 4, 4, vysledek 4)

2- 3242
e Logarithmovati vyraz x = ¢ 5773
2-4/59

(1905, Majer Jan, 4, 4, 4-, vysledek 5)

e Urciti hodnotu vyrazu: x =

8. Upravy vyrazua (9; 1,23 %)

1-— b 2 b b2
e Zjednodusiti: (1 - “g”) LroTy
1-— atb b —a
(1906, Danko Frantisek, 3, 5, 4, vysledek 5)
™+ 7 s e . .
e Zlomek [ rozdéliti ve dva zlomky s linedrnimi jmenovateli.
n? +n

(1904, Spatny Josef, 2, 1, 1, vysledek 2)

9. Exponencidlni a logaritmické rovnice (40; 5,47 %)
e Reste rovnici: 2¥ =y*, z=a-y.
(1899, Tuhacek Antonin, 1, 1, 1, vysledek 1)
e Reste soustavu: 5% - 8 = 215000,
r+y="T.
(1903, Petr Jan, 4, 4, 4, vysledek 5)

10. Goniometrie (60; 8,20 %)
e Reste trojahelnik: a + b+ ¢ = 48 cm, a = 34°19’, B = 75°57".
(1903, Kukral Frantisek, 2, 2, 2, vysledek 2)
e Je dan thel v = 84°28') soudet dvou stran a + b = 12, rozdil ahla
a — 3 =10°26'. Resiti trojahelnik.
(1900, Be¢var Frantisek, 2, 2, 2, vysledek 2)

11. Trigonometrie (56; 7,65 %)
e Ktery den vychazi v Petrohradé slunce ve 3 hodiny rano?

(1899, Patek Jan, 2, 1, 1, vysledek 1)
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e 7 lodi plujici k severu je vidéti na zadpadé dva majiky v jedné pifimce;
po jedné hodiné je vidéti jeden majak na jihozadpadé, druhy na jiho-
jihozapadé. Mnoho-li ujede lod za tu hodinu?

(1904, Melmer Vaclav, 3, 1, 1, vysledek 3)

12. Goniometrické rovnice (25; 3,42 %)
e Reste rovnici: sinz + 2 cosz — sin 2z = 1.
(1901, Riha Jifd, 1, 3, 3, visledek 2)

e Reste rovnici: sin 5z = cos 3z.
(1905, Kosta Karel, 3, 4, 4, vysledek 3)

13. Konstrukce algebraickych vyrazu (8; 1,09 %)

ab -t
e Je déno: sinz = —; gf; sestrojte thel x.
a?—b

(1901, Vondrasek Stanislav, 4, 3, 3, vysledek 3)

b2
tg* 5’
(1905, Dvorak Frantisek, 4, 2, 2, vysledek 3)

e Konstruujte: z = \/a2 sin? o —

14. Povrchy a objemy té&les (88; 12,02 %)

¢ Koule z dubového dieva, s = 0,86, o priméru d = 9,8 cm jest osou-

struzena tak, ze jeji povrch se zmensi o %. Jak bude tézka?

(1900, Stédry Karel, 3, 1, 2, vysledek 2)
e Jak vysoko se musime vznésti v balonu, abychom piehlédli celé Cechy
(r =169 m, R = 6309 km — polomér Zemé).

(1901, Zadrazil Jiti, 3, 5, 4, vysledek 3)

15. Analytickd geometrie linedrnich atvara (41; 5,60 %)
e Urcete rovnici pfimky jdouci bodem (—4, —1) a prisekem piimek

3t —Ty=5 a 2¢0+8 +9=0.

(1899, Sekyra Karel, 2, 3, 3, vysledek 3)
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e Trojahelnik dan pfimkami 3z +2y =5, . — b5y = 2, y — 3z = 1.
Stanoviti jeho plochu.

(1901, Vozébal Frantisek, 4, 3, 3, vysledek 3)

16. Analytickd geometrie kvadratickych utvara (129; 17,62 %)
e P06l polary kruhu je na primce a vzdalenost jeho od polary jest d = 24.
Stanovte pél a polaru (jeji rovnici).
(1899, Slaby Emanuel, 3, 1, 1, vysledek 2)
e Z bodu (—2,0) vedeme k parabole y? = 8z te¢né; urciti rovnici tecen
a plochu trojuhelnika omezeného tétivou a te¢nami.

(1904, Misak Jan, 3, 3, 4, vysledek 4)

17. Aritmetické posloupnosti (23; 3,14 %)
e Je ddna rada arithmetickd 18ti ¢lennd, soucet 9tého a 10tého ¢ini 5%,
sou¢in 1 ho a posledniho 5%. Uréete tuto fadu.
(1900, Stejskal Frantisek, 4, 4, 4, vysledek 4)
e Pocestny usel 64 km a to posledniho dne 9 km; kazdy nasledujici
o % km vice nez predchézejici. Kolik usel denné a kolik dni byl na
cesté?

(1902, Prokop Tom4s, 3, 4, 4, vysledek 4)

18. Geometrické posloupnosti (14; 1,91 %)
e Paty Clen fady geometrické rovna se podilu druhého a tietiho a ¢ini
1%; ktera je to rada.
(1902, Holicky Karel, 2, 1, 1, vysledek 2)
e Kolik ¢lenti geometrické fady 2, 6,18, ... dava soucet 7287
(1904, Taborsky Svatopluk, 4, 4, 4, vysledek 4)

19. Finan¢ni matematika (51; 6,97 %)
e V kolika letech umoii se dluh 2000000 K pii 3 %, splaci-li se ro¢né
predem 100000 K?

(1900, Kott Frantisek, 2, 3, 2, vysledek 2)
e Kolik musime ukladati mési¢né do spotitelny, abychom za 10 let
uspofili 2500 K pii 3,6 % slozeném celoro¢nim trokovani.

(1905, Blaha Josef, 3, 3, 4, vysledek 4)
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20. Nekone¢né fady (11; 1,50 %)
4

6
) Rovmcedanal——-{————-{—...:
T x3

5+
(1903, Novéacek Frantisek, 4, 3, 3, vysledek 4)
e Do ctverce je vepsan jiny mensi, do tohoto opét jiny atd. Urciti soucet
jejich ploch.

(1906, Gregora Vaclav, 2, 1, 2, vysledek 2)

21. Kombinatorika (7; 0,96 %)
e 24 73kl jest posadit do 6 lavic po 4; kolikerym zpisobem se to da
provésti?
(1899, Slaby Emanuel, 3, 2, 1, vysledek 2)
e Kolik prestav lze udiniti z prvka a, a, b, b, b, ¢?
(1905, Podhorsky Frantisek, 4, 1, 1, vysledek 2)

22. Kombinaéni ; 0,96 %)

e () -(2) - (2)
(.2

(1901, Vanék Jan, 3, 4, 4, vysledek 4)

> <xf1>:2'

(1905, Stibral Vlastimil, 3, 3, 3, vysledek 3)

e Reste rovnici:

23. Binomicks véta (11; 1,50 %)
o Které x Cini ve vyrazu ¢tvrty ¢len rovny —1.
(1902, Novotny Frantisek, 2, 2, 2, vysledek 2)
e Rozvésti (1 +1)10
(1904, Machécek Jan, 3, 3, 4, vysledek 4)

24. Komplexni ¢&isla (12; 1,64 %)
e Véta Moivreova. Ustanoviti dle ni /1.
(1900, Rasek Leopold, 4, 2, 3, vysledek 3)

e Dany zlomky ; provésti tkony pocetni a ustanoviti, kdy

1 +i
vysledek je 1mag1narn1 a kdy redlny.

(1904, Misak Jan, 3, 4, 4, vysledek 4)
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25. Netypické ulohy (7; 0,96 %)
e Pravdépodobnost néjakého pokusu je 7/8, kterd jest pravdépodob-
nost toho, ze se pokus aspon 4krat zdari, kdyz jej 7krat opakujeme.
(1899, Patek Jan, 2, 1, 1, vysledek 1)
e Stanovte neznamé x,y:

w
ot
—_
[\
w

z+1
y+2
3 5 7 7 8 9

=~
(=)
[l
=~
ot
(=)

1 2 3] |21 1
z+2 3 1|/=[3 3 6
y+3 -1 2| |4 4 -1

(1900, Hajek Emanuel, 1, 1, 1, vysledek 1)

7 uvedeného souboru prikladt je vidét, ze nékterd témata, typickd pro
soucasnou stiedoskolskou matematiku (napiiklad zdklady teorie mnozin,
nerovnice, rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou, nauka o funkcich,
feSeni konstrukénich dloh, shodnost a podobnost v geometrii, analyticka
geometrie v prostoru) v té dobé u maturity explicitné zkouSena nebyla.

Ukazuje se ale, ze nékterym studentim, u kterych zkousejici pan pro-
fesor ocekaval vynikajici vykon, byly zadany netypické a i na dnesni dobu
pomeérné ndroc¢né ulohy, napiiklad z pravdépodobnosti, linedrni algebry
(uvedené netypické tlohy), integralniho po¢tu, limit posloupnosti, ale také
tfeba nauky o fetézovych zlomcich, coz naznacuje, ze se s témito tématy
béhem vyuky studenti museli setkat.

Prevazuji v8ak tlohy, které umoznily abiturientim ukazat nejen zna-
lost, piislusnych postupti, ale také schopnost logicky myslet a kombinovat
(analytickd geometrie, ilohy o povrsich a objemech téles, goniometrie, tri-
gonometrie nebo dlohy z finan¢ni matematiky).

Zavérem konstatuji, ze prapradédové soucasnych maturanti se museli
prii studiu na gymnaziu na zacatku dvacatého stoleti vyrovnat nejen s la-
tinou a reCtinou, CeStinou, némcinou, déjepisem, zemépisem nebo fyzi-
kou, ale také s velmi naro¢nou matematikou. Naro¢nost maturitni zkousky
a také velmi piisnd klasifikace maturant byla na prelomu 19. a 20. stoleti
predmétem diskusi nejen odbornych, ale také rodicovskych. Jejich vysledek
— Marchetovy reformy z roku 1908 — pfinesly mimo jiné zruseni povinné
pisemné maturitni zkousky z matematiky.
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O vice nez sto let pozdéji se opét diskutuje o stupni naroc¢nosti matu-
ritni zkousky a o misté matematiky v ni. Statni maturita by opét méla
byt vysvédcenim ,dospélosti k ndvstéveé univerzitni®, fe¢eno slovy zacatku
dvacatého stoleti. To ale podle mého nazoru neni mozné bez matematiky.
Proto si dovoluji ptipojit se k tém, ktefi volaji po zafazeni matematiky
jako povinného predmétu statni maturitni zkousky i na zacatku stoleti
jednadvacatého.
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Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 167 a 168, jejichz zadani byla zvefejnéna v sedmém
¢isle lonského (19.) ro¢niku naseho Casopisu.

Uloha 167
V roviné jsou dany tsecky AB a CD. Najdéte vSechny body V této
roviny, pro které maji trojihelniky ABV a C'DV stejny obsah.
Sdrka Gergelitsovd

Reseni. Oznaéme a a ¢ délky tseéek AB a CD a dale b a d po fadé
vzdalenosti bodu V' od pfimek AB a C'D. Obsah trojihelniku ABV pak
je $ab a obsah trojuhelniku CDV je icd.
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Nejprve uvazujme piipad, kdy jsou piimky AB a C'D totozné. Pokud
jsou délky usefek AB a CD shodné, méa pozadovanou vlastnost kazdy
bod V roviny, ktery nelezi na piimce AB, jinak Zadny bod pozadované
vlastnosti neexistuje.

Dale uvazujme pfipad, kdy jsou pfimky AB a C'D rovnobézné a pred-
pokladejme, ze tsecky AB a C'D maji stejné délky, tj. a = c. Z rovnosti
obsaht trojihelniki ABV a CDV plyne b = d, tedy bod V' ma stejnou
vzdéalenost od pfimek AB a C'D a proto lezi na ose rovnobéZzek AB a CD.
Naopak je vidét, pro kazdy bod osy rovnobézek AB a CD plati, Ze obsahy
trojuhelnikd ABV a CDV jsou shodné.

Nyni uvazujme piipad, kdy jsou pfimky AB a C'D rovnobézné a maji
riaznou délku. Z rovnost obsahl trojihelniki ABV a CDV plyne
% = £ # 1, tedy bod V mé dany pomér vzdélenosti od dvou rovnobé-
7ek AB a CD. MnozZinou vSech takovych bodu je dvojice rovnobéznych
pfimek a1, as s rovnobézkami AB a CD. Opét vidime, Ze kazdy bod V
lezici na kazdé z téchto piimek ma pozadovanou vlastnost.

C D

ay

a2

Nakonec uvazujme piipad, kdy jsou piimky AB a CD raznobézné.
Oznac¢me S jejich prusecik. Z rovnosti obsahti trojihelniki ABV a CDV
plyne % = <. Piimky AB a CD rozdéli rovinu na ¢tyii konvexni thly
s vrcholy v bodé S. Necht bod V lezi v jednom z téchto thli, jeho velikost
ozna¢me w. Polopiimka s poc¢atkem ve vrcholu tohoto thlu prochézejici
bodem V rozdéli tento tithel na dva thly, oznacme ¢ velikost toho, na jehoz
rameni lezi piimka C'D. Potom b = |AV|sin(w — ¢), d = |AV|sin ¢ a plati

c b JAV|sin(w—¢) .
a d |AV|sinkg-m-s—Thi St W COtE @ — COS w.

Protoze pomér délek usecek AB a CD je konstantni, musi byt kon-
stantni i cotg . Odtud jiz plyne, ze vSechny body V, pro které maji troj-
uhelniky ABV a CDV stejny obsah lezi na dvou pfimkach, teré sviraji
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s piimkami AB a CD ahly dané velikosti (s vyjimkou priseéiku téchto
primek) a prochézeji jejich prisecikem P. K sestrojeni téchto piimek vy-
uzijeme skutecnost, ze thlopficka rovnobézniku déli tento rovnobéznik na
dva trojihelniky shodného obsahu. Sestrojime rovnobéznik, jehoz sousedni
strany lezi na primkach AB a C'D a maji délky shodné s délkami tsecek
AB a CD.

Spravné feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Vladimir Pavel z Blovic a Jiri Steckbauer z Kvétné.

Uloha 168
Dokaizte, ze pro kazdé pfirozené &slo n je &slo v/3n —1 + v4n —1
iracionalni.

Jaroslav Zhouf

Reseni. Nejprve ukazeme, ze druhd odmocnina nezdporného celého ¢isla
je raciondlni (a dokonce celd), pravé kdyz toto ¢islo je druhou mocninou
celého cisla. Predpokladejme, Ze nezaporné celé ¢islo m neni druhou mocni-
nou celého ¢isla. Potom v prvociselném rozkladu ¢isla m existuje prvocislo
p, které je v liché mocning. Piedpokladejme, ze v/m je racionalni ¢islo a d4
se zapsat ve tvaru r/s, kde r a s jsou nesoudélné pfirozend ¢isla. Z rovnosti
V/m = r/s plyne po apravé s>m = r?. Protoze p déli m, musi prvoéislo p
delit 72, tedy r. V prvoéiselném rozkladu r? je prvoéislo p v sudé mocning,
v prvociselném rozkladu m v liché, proto p déli také s, coz je spor s tim,
ze r a s jsou nesoudélnd cisla.

Predpokladejme, Ze existuje prirozené cislo n takové, ze /3n—1 +
+v/4n —1 je rovno (kladnému) raciondlnimu éislu a. Plati v4n —1 =

86 Matematika - fyzika - informatika 20 2010/2011



=a —+/3n — 1. Po umocnéni na druhou a tpravé dostaneme

a2—n

(Bn—1) = 5

Odtud vidime, ze ¢islo 1/(3n — 1) je také racionélni, podle tvrzeni doka-
zaného vyse tedy ¢islo (3n — 1) je druhou mocninou celého ¢éisla. Ovsem
druhé mocniny celych ¢isel maji pii déleni tfemi zbytky 0 a 1, ¢islo 3n —1
ma pri déleni tfemi zbytek 2, coz je spor s predpokladem, Ze a je racionalni
Pozndmka. Resitelé, kteff nepodali iplné fedeni, si vétsinou neuvédomili, Ze
soucet dvou iracionalnich ¢isel mtize byt racionalni. Napt. ¢isla v/2 a 2—+/2
jsou iraciondlni, jejich soucet je ale ¢islo pfirozené, tedy racionalni.

Spravné teseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy a Jakub Solovsky z GMK
v Bilovci,

Nelplné feSeni zaslali Anton Hnath z Moravan, Viadimir Pavel z Blovic,
Jiri Steckbauer z Kvétné, Frantisek Jachim z Volyné a Josef Malik z GMK

v Bilovci.

Pavel Caldbek

(Dokonceni ze str. 128)

Na obdobném principu funguje napfi-
klad také hromadné zobrazovani prezen-
taci ve vS8ech bézné podporovanych for-
méatech (PPT, PPTX, ODP, JPG, PDF,
PNG, GIF). Fakt, Ze studenti budou pre-
zentaci vénovat pozornost, pak ,zajistuje*
soucasné uzamknuti jejich klavesnic i my-
§i. Ucitel mize také stejnym zptsobem
pustit videoukdzku ¢i predem pfipravenou
instruktdz ¢i hromadné spustit libovolny
program nebo konkrétni webovou stranku.

Dalsi funkci, kterou pedagogové v uceb-
néach vybavenych PC Controlem hojné vy-
uzivaji, je moznost vytvorit a zadkim ode-
slat test. S pomoci externiho programu na
tvorbu testd jej totiz mize pripravit nejen
v ,ucitelském* pocitaci v ucebné, ale kde-

koliv jinde. Do testu miize libovolné vkla-
dat napriiklad obréazky, schémata a nasta-
vit libovolny pocet moznych odpovédi.
Jednim kliknutim myS$i pak test zobrazi
na monitorech vSech pocitaci, studenti jej
vyplni a odeslou zpét. Program pak na za-
kladé zadanych spravnych odpovédi test
automaticky vyhodnoti a bé&hem chvile
tak ucitel ziskd vysledky a studentim ro-
zeSle znamky.

Program si miizete vyzkouSet. Na
strankach www.pc-control.cz naleznete ke
stazeni Casové omezenou verzi programu.
Tato trial verze obsahuje vSechny funkce
ZLATE edice programu PC Control a mé-
te moznost ji vyuzivat po 30 dni zdarma.

Libor Kubes
kubes@16up.cz
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