MATEMATIKA

Dikazy a kalkuly

FRANTISEK KURINA
Pedagogickd fakulta UHK, Hradec Krélové

Tento prispévek je volnym pokracovanim mého c¢lanku Matematika
a kalkuly [1]. Chci v ném na nékolika z historie znamych piikladech ukéa-
zat, ze kalkuly vhodného typu mohou v nékterych piipadech nahradit
dtikazy zalozené na ,chytrém® napadu. Kalkuly se tak mohou stat pro-
stfedkem jisté ,,demokratizace” matematiky, nebot mohou zprostiedkovat
prechod od , matematiky pro experty“ k matematice pro ,,skoro vSechny“.
Na stfedni Skole mtizeme nékteré priklady v ¢ldnku uvadéné vyuzit bud ke
smysluplnému procvicovani prislusnych kalkuld, nebo k ilustraci rtznych
pristupi k téze problematice.

1. Thaletova véta
Dikaz véty

MnoZina vrcholu vsech pravych whli roviny, jejichZ ramena prochdzeji
danymi body A, B, je kruznice s prumérem AB
mizeme po zavedeni skalarniho soucinu vektord ,provést vypoctem*
takto: v kartézské soustavé soufadnic podle obr. 1, kde A[—r,0], BJ[r,0],
X|[z,y] je thel AX B pravy, pravé kdyz pro skaldrni souéin plati:

— —
AX -BX =0, (1)
neboli
(:U+r,y)($—r,y) =0. (2)
To ovSem znamena, ze souradnice vrcholu X vyhovuji rovnici
@ +y?=r? (3)
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a lezi tedy na kruznici s primérem AB. Obracené muzeme rovnost (3)
upravit na tvar (1) a Thaletova véta je dokazana.

y

k
/ X
P

Obr. 1

2. TéZnice trojuhelniku

Véta o téznicich trojahelniku je soucasti geometrie zékladni skoly. Z ta-
dy dikazl této véty (pét jich uvadim v knize Uméni vidét v matematice
[2]) pfipomenu jeden, ktery zkonfrontuji s ,dikazy vypoctem®.

Obr. 2

V trojihelniku ABC jsou CC' a BB’ té&znice, které se protinaji v bo-
dé T'. Sestrojme na primce AT bod M tak, aby bod T byl stfedem tsecky
AM (obr. 2). Protoze je podle konstrukce B'T' stiedni pficka trojihelniku
AMC, je piimka B'T = TB rovnobézna s piimkou CM. Ze stejnych
dtvoddi je pfimka CT rovnobé&znd s piimkou M B (T'C' je stfedni pficka
trojihelniku ABM). Ctyithelnik TBMC je tedy rovnobd&znik, A’ je stied
strany BC a |AT| = 2|A'T|. Plati tedy:

Matematika - fyzika - informatika 20 2010/2011 3



V libovolném trojuhelniku prochdzeji téznice jednim bodem, ktery déli
kazZdou z nich v pomeéru 2 : 1.

Toto vypravéni, tento pribéh, mizeme povazovat za dikaz véty o tézisti
trojuhelniku. Jeho jadrem byl napad sestrojit bod M popsanym zptisobem.

Dovolim si zde osobni poznamku. V knize Podivuhodny svét elemen-
tarni matematiky [3] jsem citovany dikaz uvedl jako novy dikaz, ktery
publikoval v roce 2004 jisty Americ¢an. Tento dikaz vSak uvadi jiz Eduard
Cech ve své ucebnici z roku 1946 [4]. Stejny ndpad se zrodil v riiznych
dobéach na rtznych mistech.

Student, ktery zna zaklady analytické geometrie v roviné, maze platnost
véty o tézisti overit vypoctem. Vhodné je umistit trojahelnik do souradni-
cového systému napf. podle obr. 3 (A[0,0], B[b,0], Clc,d]) a vypocitat, ze
prisec¢ikem T piimek AA’, BB' prochdzi pfimka CC’. To je priklad uziti

Obr. 3

S uzitim formélniho kalkulu s body a vektory jako usporadanymi dvo-
jicemi redlnych ¢isel mizeme ovSem postupovat takto:

2— 2— 2— 1
nebot
1 2— 2 1 1 2
A=-(B+C SAA'=Z(A' - A)=-B+-C—-=-A 5
JB+0), ZAA = (A -A)=B+C-24 ()
2—> 1
A+§AA :g(A+B+C’). (6)

Uvedené ditkazy kalkulaci spocivaly na rutinnich vypoctech, které nevy-
zadovaly zadny zvlastni napad.
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3. Vysky trojuhelniku

Véta o priseciku vysek trojihelniku se v nasich ucebnicich obvykle opira
o myslenku interpretovat vysky trojihelniku jako osy stran jiného troja-
helniku nésledujicim zptsobem.

Vedeme-li kazdym z vrchold trojahelniku ABC piimku rovnobéZznou
s protilehlou stranou, jsou priseciky téchto primek vrcholy trojihelniku
na obr. 4 oznaceného K LM, jehoz osy stran jsou vyskami trojihelniku
ABC (¢tytahelniky ABCL, ABKC, ACBM jsou totiz rovnobé&Zniky).
Stied kruznice opsané trojuhelniku K LM je prisecik vysek trojahelniku
ABC.

Obr. 4

To je pribéh vysek trojihelniku, jak ho pojal podle publikace [5] Carl
Friedrich Gauss (1777 — 1855).

Metodou klasické analytické geometrie mizeme vétu o priseciku vysek
dokézat vypoctem. Staci ovérit, ze prasecik primek, v nichz lezi vysky v,
vp (v oznaceni podle obr. 5) mé prvni souradnici c.

Elegantnéji mizeme dokazat vétu o priseciku vysek pomoci vektoro-
vého poc¢tu, jak je uvedeno napt. v uéebnici ([6], s. 45).
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Vb

Obr. 5

4. Véta Pythagorova a jeji zobecnéni

Dikazi Pythagorovy véty je znamo velké mnozstvi. Zde uvedeme jeden
méné znamy, jehoz autor je Frank Burke (citovano z knihy [7]). Dukaz
ma pocetné-konstruktivni charakter a nenasel jsem ho v reprezentativni
publikaci [8].

Zvétsime-li strany a, b, ¢ pravouhlého trojihelniku po radé a krat a b
krat, dostaneme podobné trojuhelniky, z nichz lze slozit podobny trojua-
helnik, jehoz strany jsou ¢ nasobky stran ptvodniho trojihelniku. Cely
postup mtzeme zndzornit schématem na obr. 6, z néhoz je patrné pytha-

gorejska rovnost a? + b? = 2.

s

b
Afa b o)
-a -C
A(a? ab,ac) A(ab, b2, be) Alac, be, ¢2)
bc
) ac ab
“l e o)
1
ab b2
Obr. 6
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Za prostorovou analogii pravothlého trojthelnika mtizeme povazovat
»pravouhly ¢tyistén“ podle obr. 7. Interpretujeme-li pythagorejskou rov-
nost a? 4+ b2 = ¢? jako ,soudet ¢tverci velikosti stiech” je roven Gtverci

yvelikosti pady®, mélo by platit pro pravouhly ¢tyistén analogicky
A? 4+ B? 4+ C? = D?, (7)

kde A, B, C jsou obsahy pravothlych trojihelnika XY P, YZP a XZP
a D je obsah ostrouhlého trojuhelniku XY Z.

Obr. 7

Toto tvrzeni skutecné plati: je to Faulhaberovo zobecnéni Pythagorovy
véty. Johann Faulhaber (1580-1635) byl némecky matematik. Umistime-li
pravouhly ¢tyistén do soutadnicového systému podle obr. 8 a oznacime-li

P[0707 0]7 X[:’U707 0]7 Y[07y7 0]7 Z[0707 Z]?

miizeme vypocitat

1 1 1
A=Zzy, B=-= — -
2:cy, 2yz, C 2:132, (8)

Protoze délky stran trojahelniku XY Z mtzeme vypocitat podle Pythago-
rovy véty

| XY| =vVa2+y?, [YZ|=Vy?+ 22, |ZX|=Va? + 22, 9)
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Obr. 8

nabizi se urcit obsah trojihelniku D podle Heronova vzorce a algebraicky
tak dokdzat platnost rovnosti (7). K dikazu nam sice stadi algebraicky kal-
kul, ale vypocet je dosti zdlouhavy. Stereometrickou lohu jsme tak vlastné
tfesili ,,v nékolika rovindch®, resit ji ,,prostorové“ bude patrné jednodussi.

Dvojim vyjaddfenim obsahu A muzeme uréit vysku v k preponé pravo-
thlého trojuhelniku PXY, Pythagorovou vétou pak urcime vysku h ke
strané XY v trojiuhelniku XY Z a ovéfeni platnosti tvrzeni (7) je jedno-
duché.

K dalsimu zptsobu dikazu Faulhaberovy véty mtizeme vyuzit analy-
tickou geometrii prostoru. Podle vzorce pro vzdalenost bodu P od roviny
XY Z ur¢ime vysku Ctyrsténu sestrojenou z vrcholu P a dvojim vyjadre-
nim objemu ¢tyisténu PXY Z, vypocitdme obsah D trojihelniku XY Z
a ovéfime platnost vztahu (7).

Patrné nejjednodussi odvozeni vSak nabizi vektorovy pocet. Na tento
pristup mé upozornil Svatopluk Zacharids.

7, geometrického vyznamu vektorového soucinu plyne:

1

1—= - 1
D = §|ZX X ZY| = §|($707_Z) X (07y7_2)| = §|(2y,xz,zy)| (10)
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Je tedy
1
D? = Z(:ﬁy2 + 9222 +122%) = A2 + B + C°. (11)
U Thaletovy véty i u vét o téznicich a vyskach trojihelniku byly z histo-
rie znamy ,nekalkulativni dikazy“. Kalkuly umoznily dikazy provést na
zakladé vypoctl. Pri hledani dikazu Faulhaberovy véty jsem nabyl pie-
svédcenti, ze jeji odvozeni bez kalkuli neni mozné. Z omylu mé vyvedl Pavel
Leischner, ktery mi sdélil nasledujici pékny pribéh jejiho nekalkulativniho
odvozeni.

Obr. 9

Promitnéme primku PZ pravotuhle do roviny XY Z. Protoze je primka
PZ kolmé k roviné PXY , je PZ kolmé k ptimce XY a pravothly primét
Z L je kolmy k XY (pravodhly primét pravého thlu, jehoZ jedno rameno je
Casti pramétny). Je tedy (v oznaceni podle obr. 9) H Z vyskou trojihelniku
XY Z a HP vyskou trojuhelniku XY P. V pravouhlém trojthelniku HPZ
plati podle Eukleidovy véty o odvésné

HP[? = |HL|-|HZ| (12)
Vynésobime-li tuto rovnost ¢islem $|XY'|?, dostaneme
1 , (1 1
Z|HP| XY = §|HL|-|XY| . §|HZ|-|XY| . (13)
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Oznacime-li obsah trojahelniku XY L jako A;, mizeme rovnost (13) in-
terpretovat jako rovnost

A% = A\ D. (14)
Podobné mizeme odvodit

B? = B\ D, (15)

C* =y, (16)

kde B; a (] jsou obsahy trojuhelnika YZL a X ZL.
Se¢tenim rovnosti (14), (15) a (16) dostaneme

A+ B>+ C?*=D(A, + B, +C,) = D?.

Tento dikaz je ovSsem prfimou analogii zndmého diikkazu Pythagorovy véty
pomoci vét Eukleidovych podle obr. 10.

al=a;-c

b2:b1'C

a® 4+ b* = (a; +b)e =

Vztahy (14), (15) a (16) jsou urcitymi prostorovymi analogiemi Eukleido-
vych vét o odvésnach.

a

5. Apolléniova kruZnice

Neni mi znamo, jak Apollénius z Pergy (—260, —170) dokdzal svou pro-
slulou vétu, kterou v dnes$ni dikci mtzeme formulovat takto:
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MmnoZina vsech bodu roviny, které maji od danyjch bodu P, ) pomér vzda-
lenosti roven ¢islu m (m # 1), je kruznice s priumérem na primce PQ).

Predpokladam vsak, ze mohl postupovat nasledujicim zpisobem.

F

J

Je-li X jednim z bodd, ktery nelezi na pfimce PQ a spliiuje podminky
véty, sestrojime podle obr. 11 osu X A vnitfniho Ghlu a osu X B vnéjsiho
thlu trojahelniku PX@ a body E, F pfimky PX, pro néz plati

Obr. 11

QE||BX a QF| AX. (17)

Protoze primky AX, BX jsou navzajem kolmé, je

|EX|=1QX]|=|FX|, (18)
a plati
|PX| |PX| |PA]
= = = m, ].9
0x| = 1FX| |04 (19
|PX| |PX| |PB| _ (20)

Qx| ~ 1EX| _l@B] "

Bod X tedy lezi na Thaletové kruznici k s pramérem AB.
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Ukazme dale, ze libovolny bod X kruznice & mé pomeér vzdalenosti od
bodu P, ) rovny Cislu m.
K bodim A, B, pro néZ plati

|PA| |PB|
il RS bl R 21
Q4] ~ JeB] =™ 2y
sestrojme na pfimce PX body E, F' tak, ze plati
|PA| |PX] |PB| |PX|
Qal T 1Fx| =™ loBl EX] " .

Je tedy |EX| = |FX| a protoze je AX L BX, prochazi kruznice s pri-
mérem EF bodem Q. Plati tedy |FX| = |QX]| a bod X mé pozadovanou
vlastnost.

Regeni tlohy vyzadovalo jen znalost podobnosti trojthelnikii, bylo viak
zalozeno na napadu konstruovat osu vnitiniho a vnéjsitho Ghlu u vrcholu
X trojthelniku PXQ.

Mame-li k dispozici kalkul analytické geometrie, mizeme tlohu vytesit
pouhym ,pievodem textu do rovnice“ a jeji Gpravou. V kartézské soustaveé
soufadnic volme P[0, 0], Q[g,0], ¢ > 0, X[z, y]. Pro body hledané mnoziny

ma platit
2 + 2
VTV g, (23)
(z —q)? +y?
Protoze tuto rovnost miizeme upravit na tvar
2 2 2
m=q 9 m=q
_ == 24
(w nﬁ_1)+y s (24)

je hledanou mnozinou kruznice se stfedem

mq

m? = 1|

2
S [%,0] a polomérem
m2 —

6. Heronuv vzorec

Nékdy kolem pocatku naseho letopoctu dal Heron z Alezandrie dohro-
mady piibéh svého vzorce

S =/s(s—a)(s —b)(s —c) (25)
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pro obsah S trojihelniku se stranami a, b, ¢, kde s = %(a +b+c)
S obdivem nad Heronovou intuici a divtipem zde jeho dikaz zprostied-
kovany Moritzem Cantorem [9] pfipomenu.

Obr. 12

V trojahelniku ABC' se stranami a,b,c je k(S;r) kruZnice, kterd se
dotykéa jeho stran v bodech M, N, Q). V oznaceni podle obr. 12 plati:

rT+y=c
y+z=a (26)
c+z=>b

a+ 3+ v =180°. (27)

Resime-li soustavu (26) vzhledem k nezndmym z, y, z, dostaneme
1
T = §(b+c—a) =s—a,
y:%(a+c—b):s—b, (28)
z= %(a-i—b—c) =s—c,
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Sestrojme trojahelniky ABP a SUQ podle obr. 13 (AB L BP, PS 1 AS,
Ue ABNSP).

C
z
% M
S \\
X
B
\‘\
A Q U — B H
X \)’ z
P
Obr. 13

Podle konstrukce je ¢tyfuhelnik ASBP tétivovy a v disledku rovnosti
(27) mé thel APB velikost v. V dusledku podobnosti trojahelnikit ABP
a CMS plati

|BA| |CM| |BH|

= = 29
BP| S JsQl 2
kde|BH| = |CM| = z podle obr. 13.
Rovnost (29) miZeme upravit na tvar
|BA|  |BP| (30)
|BH| — SQ|"
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Z podobnosti trojuhelniki UBP, UQS plyne

|BP|  |BU]|
1SQl  |UQ[
Plati tedy
|BA|  |BU|
|BH|  |UQ|
a tedy i
|BA| | |BH| _ |BU|  |UQ|
|BH| ~ |BH| |[UQ| |UQI
neboli
|AH| _ |BQ|
|BH|  |[UQ|

Rovnost (34) miZeme upravit na tvar

AHP  _|BQ||4Q|
[BH|-[AH] ~ [UQI-1AQI

ProtoZe podle Eukleidovy véty pro trojuhelnik ASU plati
UQ|-14Q| = SQP,
muzeme rovnost (35) prepsat na tvar
(|AH|-|SQD? = |AH|-|AQ| -|BQ| - |BH|

neboli

S =+/s(s—a)(s —b)(s—c),

nebot
a polomérem 7 kruznice vepsané plati podle obr. 14

1
Szir(a+b+c):sr.
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AH| =z +4y+z = s apro obsah S trojahelniku se stranami a, b, ¢

(38)

15



Obr. 14

Dnesni stfedoskoldk mtze odvodit Herontv vzorec témér samostatné, ma-li
k dispozici trigonometrii a umi upravovat algebraické vyrazy. Mize postu-
povat napr. takto:

Vyjde-li ze vzorce

1
S = 3¢ Ve (39)

potiebuje vyjadrit vysku v. pomoci délek stran. To mu umozni napt. apli-
kace kosinové véty. V oznaceni podle obr. 15 plati:

|AP| = bcosa, (40)

v? = b* — b? cos® . (41)

Obr. 15

Z kosinové véty pro trojuhelnik ABC mizeme vypocitat

b2 2 2
cosa = +T (42)
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a je tedy

2 2 _ 2\ 2
vc:b-\/1—<b+2cTa> ) (43)

Pouhou algebraickou tpravou dostaneme odtud s pouzitim vztaht (28)
vyjadieni

vczg-\/s(s—a)(s—b)(s—c), (44)

z néhoz plyne po dosazeni do vzorce (39) vzorec Herontv.
Elegantnéjsi pristup zaloZeny na pocitani s komplexnimi ¢isly zverejnil

nedavno Miles Dillon Eduards [10]. Uvedme jeho postup.
yv

X

I~

AB-C 8 7

o

Obr. 16

Pfemistéme trojihelniky SNA, SQB, SMC z obr. 12 do Gaussovy
roviny podle obr. 16. Souc¢in A - B - C' komplexnich ¢isel

A=r+ai, B =1+ yi, C=r+z (45)

je vzhledem k rovnosti (27) a geometrickému vyznamu nasobeni komplex-
nich ¢isel ¢islem redlnym. Jeho imaginarni slozka je tedy nulova.
Plati tedy
rx+y+2)—zyz =0 (46)
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neboli
re | tYE (47)
r+y+z
To ov8em vzhledem ke vzorci (38), vztahim (28) a rovnosti z +y + 2z = s
znamend, Zze plati (25).

7. Zavér

Zakladni otazkou matematického vzdélavani, ale mozné kazdé lidské
¢innosti, je otdzka smyslu. Pro¢ se maji déti ucit malou nasobilku, proc¢
mame trapit studenty upravou algebraickych vyrazi, ... ? To jsou vazné
didaktické otazky, kterymi se zde nemizeme zabyvat, v zavéru ¢clanku se
ovSem chci vyjadrit k problematice dikazt ve vyucovani.

Michal KftiZek se v neddvno vydané knize [11] vyznava: Matematické
vety a jejich dukazy jsou pro nas jako valouny zlata pro zlatokopy. Gustav
Choquet, jedna z nejvyznamnéjsich postav svétové matematiky druhé po-
loviny dvacatého stoleti ovSem napsal: Chovdni védce, at jiZ v matema-
tice ¢i v experimentdlnich védach, pripomind chovani pruzkumnika v lese,
ktery hledd pramen nebo vzdcny druh hmyzu. Kraci stezickou s napnutymi
smysly pripravenymi vnimat podnéty. Bez umdleni vyuzivd postranni pé-
Sinky. A nékdy se stane zdzrak. Vydal se za motylem a objevuje potucek,
v némz se povaluji valouny zlata ([12], s. 90).

Matematické vzdélavani se jisté lisi podstatné od védecké prace, na-
vzdory optimistickym piedstavam Jerome S. Brunera ze Sedesatych let
minulého stoleti, zZe intelektudlni cinnost je vZdy tdz, af jde o nejuyssi
védu, ¢i o tieti tridu ve skole. Cinnost védce za jeho psacim stolem nebo
v laboratori, ¢innost literarniho kritika pri ¢teni basné jsou cinnosti téhoZ
radu jako cinmost kteréhokoliv clovéka zabyvagictho se podobnymi vécmi
- snaZi-li se, aby jim porozumél. Rozdil je zde ve stupni, nikoliv v druhu
([13], s. 26).

Jak mame chapat dikazy a dokazovani ve skolni matematice?

Rusky matematik J. A. Sichanovi¢ napsal: Dikaz je 4vaha, kterd pie-
svédcéuje [14]. Naproti tomu rakousky logik Friedrich Waismann zdiraz-
nuje: ,, ... mnohy si jisté mysli, Ze je zcela zbytecné zesiroka dokazovat to,
o cem stejné nikdo nepochybuje. Ulohou dikazi viak neni vyvolat v nds po-
cit presvedcent, nybrz dat nam nahlédnout do vzdajemnych souvislosti vét.
PoZadavek dokdzat vse, co jen dokdzat lze, neni vyplodem pochybovacné
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mysli, nybrzZ je to vyjadreni touhy vidét strukturu vétné stavby ve vsi jas-
nosti, vidét spojent, existujici mezi jednotlivgmi pravdami* (citovano podle
[15], s. 127). Pro oba zde citované ndzory miZzeme najit ve Skolni matema-
tice presvédcivé argumenty. Vzdy vSak musi zak ¢i student pocitit smysl
dokazovéani. Polska didakticka Anna Zofia Krygowska uvadi v této souvis-
losti piihodu s témér anekdotickym vytasténim, kdy si zakyné sedmé tiidy
povzdychla: Vsem ndm to bylo jasné, jen pani ucitelka jesté dokazovala,
Ze shodné trojuhelniky jsou shodné.

Podle mého nazoru neprispivaji k pochopeni role dikaz ve skolské
matematice prili§ formalni postupy. Hans Selye, kanadsky lékatr a védec,
dokonce napsal: Z prekdzek, které stoji v cesté pokroku védy, je treba na
prunim misté wvést analyzu védeckych postupiu, kter€ jsou plodem logiky

. NesnaZzila se popsat metody, jimiZ véda v prazxi postupuje, a nepoku-
sila se odvodit pravidla, kterd by se dala pouZit k vizeni pokroku védy . ..
Rdd objevii nahradila ¥édem dikazi ([16], s. 343). Britsky matematik Ian
Stewart formuluje stanovisko k dikazim, které se i mné, po mnohaleté pe-
dagogické praxi, jevi jako spravné: Ucebnice matematicke logiky Tikaji, Ze
dikaz je posloupnost tvrzeni, z nichZ kazdé plyne budto z néjakého tvrzeni
predchdzejicitho nebo z dohodnutych ariomi — nedokdzanych, ale explicitné
formulovanych predpokladi, které vymezuji studovanou oblast matematiky.
Takto Teceno ze to asi tak informativni, jako kdyz rekneme, Ze roman je po-
sloupnost vét, z nichZ kazZda budto ustavuje dohodnuty kontext nebo plyne
vérohodné z predchdzejicich vét. Obé definice mijeji néco podstatného: to,
Ze jak dikazy, tak romdn musi vyprdvét zajimavy piibéh ([17], s. 49).

Dtikaz vypravény jako pribéh navozuje prirozenéjsim zpiisobem souvis-
losti nez posloupnost implikaci.

V tomto ¢lanku jsem se snazil ukézat, ze do pribéhu, ktery je jadrem
diikazu, lze mnohdy Géinné zapojit vypocet, kalkul. Je to pochopitelné,
nebot kalkuly jsou do jistého radu zhus$téné souvislosti a jejich pouziti
muze nékdy nahradit jednorazové proniknuti do problému formou chytrého
napadu.

Forméalné logickym zdiraznovanim charakteru dikazu jako posloup-
nosti implikaci 1ze stézi presvédcit studenty, kdyz navic védi, ze implikace
nevyjadiuje zadnou vécnou souvislost predpokladu a tvrzeni. Hledani di-
kazti je véci intuice, nikoliv véci logiky.

Literatura
(1] Kufina, F.: Matematika a kalkuly. Matematika, fyziky, informatika, &. 1, 2008.
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Pouziti jisté algebraické metody
pri Sifrovani

IVAN CHAJDA

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Uz v dobé antické pozivaly rfimské legie pfi pfenosu zprav Sifrovani.

Chranily tak obsah zpravy pired zneuzitim nepovolanou osobou. V pribéhu
vékia doslo k znacnému rozvoji Sifrovacich metod, které nasly uplatnéni
zejména ve vojenstvi. Mezi laiky se zajem o Sifrovani nyni zna¢né zvysil po
uvedeni britsko amerického filmu Enigma, popisujiciho pribéh prolomeni
Sifry némeckych armad za druhé svétové valky. Ctenai asi snadno pochopi,
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ze nejucelnéjsi je takova Sifrovaci metoda, kterd nepiisobi velké obtize ode-
silateli pii zaSifrovani a prijemci pii rozSifrovani, kterd vSak ptsobi znacné
potize a zabere mnoho ¢asu neautorizované osobé, ktera by chtéla sifru pro-
lomit. Sifrovani totiz vychazi z poznatku, ze prolomit lze v zésadé kazdou
Sifru, ale u nékterych dumyslnych to miZe trvat tak dlouho, Zze prendsena
zprava jiz neni v té dobé aktualni.

Hned v Gvodu je tieba dodat, ze takové §ifry jsou zalozené na ddmysl-
nych algebraickych metodéach a pouzivaji hluboké znalosti teorie ¢isel. My
se zde ovSsem hodlame sezndmit metodou jednodussi, ktera bude ¢tenari
snadno pristupna.

Nejprve se zminime o kédovani. Predpokladejme, Ze je dana néjaka ko-
necnd neprazdnd mnozina znakd. Tuto mnozinu nazyvame abeceda. Pro
ucely nasi komunikace vétsinou pouzivame takovou abecedu, jejiz znaky
nazyvame pismena, Cislice a interpunkéni znaky. V technickych systémech
a zaflizenich, zejména v pocitacich a prenosovych sitich, se vétsinou pou-
ziva tzv. bindrni abeceda, kterd ma pravé dva znaky. Zpravidla je ozna-
cujeme jako 0 a 1. Je to tak z divodu snadné technické realizovatelnosti
dvou odlisnych stavi systému, kterymi tyto znaky realizujeme. Kdédovd-
nim pak rozumime jednoznacny prevod znakl jedné abecedy na konecné
posloupnosti znakii abecedy druhé. Ctenai jisté vi, Ze kazdy znak, af uz
pismeno, ¢islice nebo interpunkce v nasi (tzv. latinské) abecedé je napf.
v poéitaci zakédovan pomoci koneéné posloupnosti (n-tice) nul a jednicek.
Binarni kédy ovSem vznikly davno pred vynalezem pocitace, jako priklad
lze uvést Morseovu abecedu, kde kazdé pismeno a Cislice je zakédovana po-
moci kone¢né posloupnosti dvou znakii, coz jsou ¢arka a tecka. O vyznamu
Morseovy abecedy v minulosti se neni tieba rozsifovat, takto zakédované
zpravy byly prenasené napt. telegrafem a zachranily tisice lidskych zivot.
Ve druhé poloviné 20. stoleti byly postupné telegrafy nahrazeny dalno-
pisy. Ty ke koédovéani nasi abecedy pouzivaly opét binarni kéd oznaceny
jako CCITT, kde kazdy znak byl zakédovan pomoci usporadané pétice,
obsahujici znaky 0 a 1. Pro pfedstavu ¢tendie zde uvaddime koédy pismen
anglické abecedy (o 26 pismenech):

A = 11000, B =10011, C= 01110, D =10010, E = 10000,
= 10110, G = 01011, H= 00101, I =01100, J = 11010,
11110, L = 01001, M= 00111, N =00110, O = 00011,

T
Y

= 01101, Q = 11101, R= 01010, S = 10100,
11100, V = 01111, W= 11001, X = 10111,
10001.

N xRY™
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Jelikoz pocet vSech usporddanych pétic sestavenych z binarnich ¢islic 0
a 1 odpovida celkové 2° = 32 znakiim, byl tento bindrni kéd vhodny pro
prenos textovych zprav.

V dnes$ni dobé se pouzivaji ponékud dimyslnéjsi kédy, které nazyvame
samoopravné. Pii drobné chybé pii prenosu zpravy, jakou je zkomoleni jed-
noho ¢i dvou znaki bindrni abecedy, je takovy kéd schopen nejen chybu
detekovat, ale i opravit. Samoziejmé, ze pak musi byt kazdy znak nasi
vychozi abecedy kédovan pomoci ponékud delsi posloupnosti nul a jedni-
Cek (napt. desetic¢lenné). Popis takovych kodd by ale vyzadoval ponékud
pokrocilejsi algebraicky aparat, ktery zde nebudeme zavadeét.

Je-li tedy naSe zprava zakdédovana napt. v bindrnim kédu, mizeme ji
zaSifrovat tak, aby ji bez problému mohl rozsifrovat pouze nami urceny
prijemce. K tomu slouzi tzv. Sifrovaci klice. Oznadme na8i zpravu sym-
bolem X. Jestlize nyni zvolime Sifrovaci kli¢ b, pak pouzijeme Sifrovaci
proceduru Py, a tedy odesilame jiz zaSifrovanou zpravu ®,(X). Pi{jemce
ov8em KIi¢ b znd, a zna i desifrovaci proceduru ¥y, na tomto kli¢i zaloze-
nou. Tuto pak pouzije na zpravu ®,(X) a obdrzi pivodni zpravu X, neboli
X = U,(Pp(X)), kde tento symbol vyjadiuje provedeni procedury ¥y na
zasifrovanou zpravu @y, (X).

Jak jiz bylo v ivodu feceno, cilem je najit takovou Sifrovaci a desifrovaci
proceduru, aby Sifrovani bylo co nejjednodussi a nejrychlejsi, ale zaroven
aby ¢inilo potize tomu, kdo by chtél 8ifru prolomit, ale kli¢ nezna. K tomu
mitizeme s vyhodou pouzit i pomérné jednoduchy algebraicky aparat. Na
dvouprvkové mnoziné {0,1} 1ze zavést bindrni operaci, tzv. s¢itani podle
modulu 2, takto:

0+0=0, O0+1=1, 140=1, 1+1=0.

Ctenaf znaly napt. Booleovy algebry snadno rozpozné, ze se jednd, o tzv.
operaci symetrické diference na dvouprvkové Booleové algebie. Ten, kdo
znd pocitani v okruzich zbytkovych tfid vi, Ze se jednd o aditivni ope-
raci v okruhu zbytkovych t¥id mod 2. A kone¢né, odbornik na konstrukce
elektrickych obvodd rozpozna, zZe se jedna o tzv. ,bindrni scitani bez pre-
nosu. Neznalému Ctendri lze tento pojem objasnit nasledovné. S¢itame-li
v dvojkové soustavé, pak samoziejmé 0 +0 =0,0+1=1,1+4+0 = 0,
avSak 1+ 1 = 10, nebot ¢islo 2 je ve dvojkové soustavé vyjadieno ve tvaru
10. P1i sc¢itani 1 4+ 1 je tedy vysledek v poslednim ifadu roven 0, a ¢islice
1 se prendsi do vyssiho rfadu. Jestlize na tento prenos ,zapomeneme®, do-
staneme vyse uvedenou operaci. Mame-li nyni dvé usporadané n-tice nul
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a jednicek, napft. (ai,...,ay), (b1,...,by), pak pro né zavidime operaci
»+* (Casto) nazyvanou symetrickd diference, a to nasledujicim zptsobem:

(al,...,an)-i—(bl,...,bn) :(a1+b1,...,an+bn),

kde na pravé strané (uvniti zadvorky) pouzivdme vyse uvedené séitani ,+
modulo 2 (operace ,,+“ se pfi poéitani s n-ticemi aplikuje po slozkéch).

Piiklad 1
(10101) + (11001) = (01100).

Lze snadno ovérit také zakladni algebraické vlastnosti této operace. Jsou
to:
— asociativita, tj. a + (b+c¢) = (a +b) +¢,
— komutativita, tj. a + b =b+ a,
— existence neutralniho prvku, coz je o = (0,...,0),
— involutornost, tj. a + a = o.

Jiz tento jednoduchy algebraicky aparat ndm umozni efektivni Sifrovani
a desifrovani. Za pomoci asociativity, existence neutralniho prvku a invo-
lutornosti snadno nahlédneme, Ze pro kazdé x a kazdé b plati

(x+b)+b==z.

Nyni lze tedy kazdy znak nasi abecedy, zakédovany v binarnim kédu jako
x, zaSifrovat klicem b, coz je libovolny ale pevné zvoleny znak naseho
binarniho kédu, a to takto:

(I)b(l') =x+b.

Jestlize nyni tento znak odesleme piijemci, ktery klic b znd, pak muze
naprosto stejnym postupem znak rozgifrovat, nebot volbou ¥, = @}, do-

staneme
(B (2)) = (2 +b) +b==.
Metoda je velice jednoduché, ¢tendf si ji mize snadno ovérit na nasledu-

jicim piikladu.

Priklad 2
Necht odesilatel hodla odeslat piijemci slovo KNIHA. PouZitim kédu
CCITT je toto slovo zakdédovano takto:

K =11110, N =00110, I=01100, H =00101, A = 11000.
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Predpoklddejme nyni, Ze se odesilatel s prijemcem predem domluvili, ze
klicem bude znak b = 11011. Pak zakdédovani slova je

®,(K) = 11110 + 11011 = 00101 = H,

@, (N) = 00110 + 11011 = 11101 = Q,

®,(I) = 01100 + 11011 = 10111 = X,
(

hd

b(H) = 00101 + 11011 = 11110 = K,
®;,(A) = 11000 + 11011 = 00011 = O.

Jestlize neautorizovand osoba kli¢ b nezné, nemiize sled pismen HQXKO
rozlustit jinak, nez ze bude postupné zkousSet vSech 32 kombinaci pétic
znakt 0 a 1, coz je relativné pracny tkol (zejména bez pouZiti pocitace).
Zatimco prijemce, znaly klice b, opét pouze pomoci operace + bindrné
»pricte” b = 11011 ke kaZdému znaku a ihned obdrZi slovo KNIHA (ovem
v bindrnim kodu).

Ctenaf si domysli, jak snadno lze uvedenou metodu Sifrovani zdoko-
nalit. Napriklad tim, Ze by se pro zakdédovani pismen vychozi abecedy
pouzily ne pétice ale napt. deseticlenné posloupnosti ¢islic 0 a 1. Pak by
neznald osoba musela k prolomeni pouzit nikoliv 32, ale 1024 moZnosti.
Samoziejmé, ze by bylo mozno vyuzit daleko dimyslnéjsi modifikace, napt.
kdybychom misto posloupnosti 0 a 1 pouzivali prvky nékterého, napi. tzv.
ortomoduldrniho svazu. To v8ak vyzaduje podstatné hlubsi znalosti sou-
casné algebry.
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60. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy 1. kola

KATEGORIE 76

Z6-1-1
Kdyz Borek natiral vrata garaze, pretiel omylem i stupnici ndsténného
venkovniho teploméru. Trubicka se rtuti vSak zistala neposkozena, a tak
Borek pivodni stupnici prelepil paskem vlastni vyroby. Na néj peclivé vy-
rysoval dilky, vSechny byly stejné velké a oznacené cisly. Jeho dilek mél
vSak jinou velikost nez pivodni dilek, ktery predstavoval jeden stupen Cel-
sia, a i nulu Botek umistil jinam, nez kde bylo 0°C. Takto zacal Botek mérit
teplotu ve vlastnich jednotkach: borcich. Kdyz by mél teplomér ukazovat
teplotu 11°C, ukazoval 2 borky. Kdyz by mél ukazovat —4°C, ukazoval —8
borki. Jaka je teplota ve °C, vidi-li Borek na svém teploméru teplotu —2

borky?
L. Simiinek

76-1-2

Zacinajici pisnickar prodéval vzdy po vystoupeni CD se svou hudbou.
Ve ¢tvrtek prodal osm stejnych CD. Den nato uz nabizel i své nové CD
a lidé si tak mohli koupit to samé jako ve ¢tvrtek nebo nové. V sobotu
chtéli v8ichni poslucha¢i nové CD a pisnic¢kar jich prodal ten den Sest.
V jednotlivych dnech utrzil 590 K¢, 720 K¢ a 840 K¢, neprozradime vsak,
kterd castka patri ke kterému dni.

e Kolik stalo starsi CD?

e Kolik novych CD prodal v patek?

L. Siminek

76-1-3
Vojta napsal ¢islo 2010 stokrat bez mezer za sebou. Kolik ¢tyimistnych
a kolik pétimistnych soumérnych ¢éisel bylo ukryto v tomto zapise? (Sou-
mérné c¢islo je takové cislo, které je stejné, je-li ¢teno zeptedu i zezadu,
napf. 39193.)
L. Hozova
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7Z6-1-4
Soucin vekt dédy Vendelina a jeho vnoucat je 2010. Soucet vékl vsech
vnoucat je 12 a zadna dvé vnoucata nemaji stejny pocet let. Kolik vnoucat
mé déda Vendelin?
L. Hozova

Z6-1-5
Na tabore se dva vedouci se dvéma taborniky a psem potiebovali dostat
pres feku a k dispozici méli jen jednu lodku o nosnosti 65 kg. Nagtésti
v8ichni (kromé psa) dokazali lodku pres feku prevézt. Kazdy vedouci véazil
priblizné 60 kg, kazdy tabornik 30 kg a pes 12 kg. Jak si méli pocinat?
Kolikrat nejméné musela lodka prekonat reku?
M. Volfova

Z6-1-6

Karel obestavél krabici s obdélnikovym dnem obrubou z krychlicek.
Pouzil pravé 22 krychlicek o hrané 1dm, které stavél tésné vedle sebe
v jedné vrstvé. Mezi obrubou a sténami krabice nebyla mezera a celd tato
stavba méla obdélnikovy ptdorys. Jaké rozméry mohlo mit dno krabice?

M. Krejéova

KATEGORIE Z5

Z5-1-1
Vitek mé napsana dvé cisla, 541 a 293. Ze Sesti pouzitych ¢islic ma
nejprve vySkrtnout dvé tak, aby soucet dvou takto ziskanych cisel byl
nejvétsi mozny. Poté ma z pivodnich Sesti Cislic vyskrtnout dvé tak, aby
rozdil dvou takto ziskanych ¢isel byl nejmensi mozny (ode¢itd mensi ¢islo
od vétsiho). Které ¢islice ma vyskrtnout?
M. Petrovd

75-1-2

V Trpasli¢cim kréalovstvi méii vzdalenosti v pohddkovym milich (pm),
v pohddkovych sdzich (ps) a v pohddkovych loktech (pl). Na vstupni bréné
do Trpasli¢iho kralovstvi je ndasledujici tabulka pro prevody mezi jejich
jednotkami a naSimi:

e lpm = 3,8m,

e 1ps=105cm,

e 1pl =250mm.
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Kral Trpaslik I. nechal premérit vzdalenost od zdmecké brany k pohad-
uvadél 4 pm 4 ps 18 pl, druhy 3pm 2ps 43 pl a tieti 6 pm 1ps 1pl. Jeden
z nich se vSak zmylil. Jaka je vzdéalenost v metrech od zamecké brany
k pohadkovému jezirku? O kolik centimetri se spletl nepresny zeméméric?

M. Petrovd

Z5-1-3
Ctyii kamaradi Adam, Mojmir a dvoj¢ata Petr a Pavel ziskali v hodi-
nach matematiky celkem 52 smajlikti, kazdy alespon 1. Pfitom dvojcata
dohromady maji 33, ale nejispésnéjsi byl Mojmir. Kolik jich ziskal Adam?
M. Volfova

7Z5-14

Pan Tik a pan Tak prodavali budiky v prodejnach Pred Rohem a Za
Rohem. Pan Tik tvrdil, ze Pfed Rohem prodali o 30 budiki vice nez Za
Rohem, zatimco pan Tak tvrdil, ze Pfed Rohem prodali tfikrat vice budikd
nez Za Rohem. Nakonec se ukézalo, ze Tik i Tak méli pravdu. Kolik budikt

prodali v obou prodejnach celkem?
L. Hozova

Z5-1-5

Do krouzkid na obrazku doplite ¢isla 1, 2, 3, 4, 5, 6 a 7 tak, aby soucet
¢isel na kazdé vyznacené linii byl stejny. Zadné ¢&islo pfitom nesmi byt
pouzito vickrat.

M. Smitkova

75-1-6

Pani Siroké ¢ekala vecer hosty. Nejprve pro né pfipravila 25 chlebicki.
Pak spocitala, ze by si kazdy host mohl vzit dva, tii by se vSak na vSechny
nedostaly. Rekla si, ze kdyby vyrobila jesté 10 chlebi¢ki, mohl by si kazdy
host vzit t1i, ale ¢tyti ne kazdy. To ji prislo stale malo. Nakonec uchystala
dohromady 52 chlebic¢kt. Kazdy host by si tedy mohl vzit ¢tyti chlebicky,
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ale pét by se na vSechny nedostalo. Kolik host pani Siroka ocekévala?
Ona sama drzi dietu a vecer nikdy neji.
L. Siminek

Zajimavé matematické tlohy

Otevirame jiz 18. roc¢nik nasi pravidelné resitelské rubriky ,Zajimavé
matematické tlohy“. V kazdém ro¢niku bylo dosud publikovano vzdy deset
uloh. V predchozich ¢islech naseho casopisu tak najdete jiz 170 zajimavych
tloh. Upozoriiujeme soucasné nasSe ctendie, ze kompletni soubor prvnich
130 tloh této rubriky (véetné jejich aplnych feseni) je mozno nalézt v publi-
kaci nakladatelstvi Prometheus ,Sbirka netradi¢nich matematickych tiloh*
autort J. Svrcka a P. Calabka.

Resgeni prvni dvojice tiloh nového roéniku miizete zaslat nejpozdéji do
20. 10. 2010 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, tf. 17. listopadu 12, 771 46
Olomouc. Jejich feSeni lze zaslat také elektronickou cestou (pouze vsak
v TgXovskych verzich, p¥ip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfi@Qupol.cz. Zajimava a originalni feSeni uloh radi uverejnime.

Uloha 171
Necht a, b, ¢, d jsou kladnd redlnd ¢isla vyhovujici podminkam abed = 1,
a b ¢ d
-t+-+=-+-<at+bt+c+d
b ¢ d a

a) Ukazte, ze takova Cisla a, b, ¢, d existuji.
b) Dokazte, Ze pro né plati nerovnost
b ¢ d

a
- t+-+-+5>a+bt+c+d
a b ¢ d

Pavel Novotny (Zilina )

Uloha 172
Je dan trojuhelnik ABC, v némz |AC| # |BC|, a ¢tverce ACDE,
BCGF vné sestrojené nad jeho stranami. Dokazte, ze kruznice s prameéry
DG a AB se protinaji na pfimce EF.
Pavel Leischner
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