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Tento p��sp�vek je voln�m pokra�ov�n�m m�ho �l�nku Matematika
a kalkuly ��	
 Chci v n�m na n�kolika z historie zn�m�ch p��kladech uk��
zat� 
e kalkuly vhodn�ho typu mohou v n�kter�ch p��padech nahradit
d�kazy zalo
en� na �chytr�m� n�padu
 Kalkuly se tak mohou st�t pro�
st�edkem jist� �demokratizace� matematiky� nebo� mohou zprost�edkovat
p�echod od �matematiky pro experty� k matematice pro �skoro v�echny�

Na st�edn� �kole m�
eme n�kter� p��klady v �l�nku uv�d�n� vyu
�t bu� ke
smyslupln�mu procvi�ov�n� p��slu�n�ch kalkul�� nebo k ilustraci r�zn�ch
p��stup� k t�
e problematice


�� Thaletova v�ta

D�kaz v�ty

Mno�ina vrchol� v�ech prav�ch �hl� roviny� jejich� ramena proch�zej�
dan�mi body A� B� je kru�nice s pr�m�rem AB

m�
eme po zaveden� skal�rn�ho sou�inu vektor� �prov�st v�po�tem�
takto� v kart�zsk� soustav� sou�adnic podle obr
 �� kde A��r� �	� B�r� �	�
X �x� y	 je �hel AXB prav�� pr�v� kdy
 pro skal�rn� sou�in plat��

��
AX �

���
BX � �� ���

neboli
�x � r� y��x� r� y� � �� ���

To ov�em znamen�� 
e sou�adnice vrcholu X vyhovuj� rovnici

x� � y� � r� ���
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a le
� tedy na kru
nici s pr�m�rem AB
 Obr�cen� m�
eme rovnost ���
upravit na tvar ��� a Thaletova v�ta je dok�z�na


���
������

Obr� �

�� T��nice troj�heln�ku

V�ta o t�
nic�ch troj�heln�ku je sou��st� geometrie z�kladn� �koly
 Z �a�
dy d�kaz� t�to v�ty �p�t jich uv�d�m v knize Um�n� vid�t v matematice
��	� p�ipomenu jeden� kter� zkonfrontuji s �d�kazy v�po�tem�


������
Obr� �

V troj�heln�ku ABC jsou CC � a BB� t�
nice� kter� se prot�naj� v bo�
d� T 
 Sestrojme na p��mce AT bod M tak� aby bod T byl st�edem �se�ky
AM �obr
 ��
 Proto
e je podle konstrukce B�T st�edn� p���ka troj�heln�ku
AMC� je p��mka B�T � TB rovnob�
n� s p��mkou CM 
 Ze stejn�ch
d�vod� je p��mka CT rovnob�
n� s p��mkou MB �TC � je st�edn� p���ka
troj�heln�ku ABM�
 �ty��heln�k TBMC je tedy rovnob�
n�k� A� je st�ed
strany BC a jAT j � �jA�T j
 Plat� tedy�
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V libovoln	m troj�heln�ku proch�zej� t��nice jedn�m bodem� kter� d�l�
ka�dou z nich v pom�ru 
 � �


Toto vypr�v�n�� tento p��b�h� m�
eme pova
ovat za d�kaz v�ty o t�
i�ti
troj�heln�ku
 Jeho j�drem byl n�pad sestrojit bodM popsan�m zp�sobem


Dovol�m si zde osobn� pozn�mku
 V knize Podivuhodn� sv�t elemen�
t�rn� matematiky ��	 jsem citovan� d�kaz uvedl jako nov� d�kaz� kter�
publikoval v roce ���� jist� Ameri�an
 Tento d�kaz v�ak uv�d� ji
 Eduard
�ech ve sv� u�ebnici z roku ��� ��	
 Stejn� n�pad se zrodil v r�zn�ch
dob�ch na r�zn�ch m�stech


Student� kter� zn� z�klady analytick� geometrie v rovin�� m�
e platnost
v�ty o t�
i�ti ov��it v�po�tem
 Vhodn� je um�stit troj�heln�k do sou�adni�
cov�ho syst�mu nap�
 podle obr
 � �A��� �	� B�b� �	� C�c� d	� a vypo��tat� 
e
pr�se��kem T p��mek AA�� BB� proch�z� p��mka CC �
 To je p��klad u
it�
kalkulu analytick� geometrie k d�kazu v�ty o t�
i�ti troj�heln�ka


������
Obr� �

S u
it�m form�ln�ho kalkulu s body a vektory jako uspo��dan�mi dvo�
jicemi re�ln�ch ��sel m�
eme ov�em postupovat takto�

A�
�
�

���
AA� � B �

�
�

���
BB� � C �

�
�

���
CC � �

�
�
�A�B � C� � ���

nebo�

A� �
�
�
�B � C��

�
�

���
AA� �

�
�
�A� �A� �

�
�
B �

�
�
C �

�
�
A� �!�

A�
�

�

���
AA� �

�

�
�A�B � C�� � �

Uveden� d�kazy kalkulac� spo��valy na rutinn�ch v�po�tech� kter� nevy�

adovaly 
�dn� zvl��tn� n�pad
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�� V�	ky troj�heln�ku

V�ta o pr�se��ku v��ek troj�heln�ku se v na�ich u�ebnic�ch obvykle op�r�
o my�lenku interpretovat v��ky troj�heln�ku jako osy stran jin�ho troj��
heln�ku n�sleduj�c�m zp�sobem


Vedeme�li ka
d�m z vrchol� troj�heln�ku ABC p��mku rovnob�
nou
s protilehlou stranou� jsou pr�se��ky t�chto p��mek vrcholy troj�heln�ku
na obr
 � ozna�en�ho KLM � jeho
 osy stran jsou v��kami troj�heln�ku
ABC ��ty��heln�ky ABCL� ABKC� ACBM jsou toti
 rovnob�
n�ky�

St�ed kru
nice opsan� troj�heln�ku KLM je pr�se��k v��ek troj�heln�ku
ABC


����
����
�	
�

Obr� �

To je p��b�h v��ek troj�heln�ku� jak ho pojal podle publikace �!	 Carl
Friedrich Gauss ��""" # �$!!�


Metodou klasick� analytick� geometrie m�
eme v�tu o pr�se��ku v��ek
dok�zat v�po�tem
 Sta�� ov��it� 
e pr�se��k p��mek� v nich
 le
� v��ky va�
vb �v ozna�en� podle obr
 !� m� prvn� sou�adnici c


Elegantn�ji m�
eme dok�zat v�tu o pr�se��ku v��ek pomoc� vektoro�
v�ho po�tu� jak je uvedeno nap�
 v u�ebnici �� 	� s
 �!�


Matematika � fyzika � informatika �� ��������� !



������
Obr� �


� V�ta Pythagorova a jej� zobecn�n�

D�kaz� Pythagorovy v�ty je zn�mo velk� mno
stv�
 Zde uvedeme jeden
m�n� zn�m�� jeho
 autor je Frank Burke �citov�no z knihy �"	�
 D�kaz
m� po�etn��konstruktivn� charakter a nena�el jsem ho v reprezentativn�
publikaci �$	


Zv�t��me�li strany a� b� c pravo�hl�ho troj�heln�ku po �ad� a kr�t a b
kr�t� dostaneme podobn� troj�heln�ky� z nich
 lze slo
it podobn� troj��
heln�k� jeho
 strany jsou c n�sobky stran p�vodn�ho troj�heln�ku
 Cel�
postup m�
eme zn�zornit sch�matem na obr
  � z n�ho
 je patrn� pytha�
gorejsk� rovnost a� � b� � c�


�����
����	

��
�

Obr� 	
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Za prostorovou analogii pravo�hl�ho troj�heln�ka m�
eme pova
ovat
�pravo�hl� �ty�st�n� podle obr
 "
 Interpretujeme�li pythagorejskou rov�
nost a� � b� � c� jako �sou�et �tverc� velikost� st�ech� je roven �tverci
�velikosti p�dy�� m�lo by platit pro pravo�hl� �ty�st�n analogicky

A� �B� � C� � D�� �"�

kde A� B� C jsou obsahy pravo�hl�ch troj�heln�k� XY P � Y ZP a XZP
a D je obsah ostro�hl�ho troj�heln�ku XY Z


����
����

Obr� 


Toto tvrzen� skute�n� plat�� je to Faulhaberovo zobecn�n� Pythagorovy
v�ty
 Johann Faulhaber ��!$�#� �!� byl n�meck� matematik
 Um�st�me�li
pravo�hl� �ty�st�n do sou�adnicov�ho syst�mu podle obr
 $ a ozna��me�li

P ��� �� �	� X �x� �� �	� Y ��� y� �	� Z��� �� z	�

m�
eme vypo��tat

A �
�

�
xy� B �

�

�
yz� C �

�

�
xz� �$�

Proto
e d�lky stran troj�heln�ku XY Z m�
eme vypo��tat podle Pythago�
rovy v�ty

jXY j �
p
x� � y�� jY Zj �

p
y� � z�� jZX j �

p
x� � z�� ���
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Obr� �

nab�z� se ur�it obsah troj�heln�ku D podle Heronova vzorce a algebraicky
tak dok�zat platnost rovnosti �"�
 K d�kazu n�m sice sta�� algebraick� kal�
kul� ale v�po�et je dosti zdlouhav�
 Stereometrickou �lohu jsme tak vlastn�
�e�ili �v n�kolika rovin�ch�� �e�it ji �prostorov�� bude patrn� jednodu���


Dvoj�m vyj�d�en�m obsahu A m�
eme ur�it v��ku v k p�epon� pravo�
�hl�ho troj�heln�ku PXY � Pythagorovou v�tou pak ur��me v��ku h ke
stran� XY v troj�heln�ku XY Z a ov��en� platnosti tvrzen� �"� je jedno�
duch�


K dal��mu zp�sobu d�kazu Faulhaberovy v�ty m�
eme vyu
�t analy�
tickou geometrii prostoru
 Podle vzorce pro vzd�lenost bodu P od roviny
XY Z ur��me v��ku �ty�st�nu sestrojenou z vrcholu P a dvoj�m vyj�d�e�
n�m objemu �ty�st�nu PXY Z� vypo��t�me obsah D troj�heln�ku XY Z

a ov���me platnost vztahu �"�

Patrn� nejjednodu��� odvozen� v�ak nab�z� vektorov� po�et
 Na tento

p��stup m� upozornil Svatopluk Zachari��

Z geometrick�ho v�znamu vektorov�ho sou�inu plyne�

D �
�
�
j
��
ZX �

��
ZY j �

�
�
j�x� ���z�� ��� y��z�j �

�
�
j�zy� xz� zy�j ����

$ Matematika � fyzika � informatika �� ���������



Je tedy

D� �
�
�
�x�y� � y�z� � x�z�� � A� � B� � C�� ����

U Thaletovy v�ty i u v�t o t�
nic�ch a v��k�ch troj�heln�ku byly z histo�
rie zn�my �nekalkulativn� d�kazy�
 Kalkuly umo
nily d�kazy prov�st na
z�klad� v�po�t�
 P�i hled�n� d�kazu Faulhaberovy v�ty jsem nabyl p�e�
sv�d�en�� 
e jej� odvozen� bez kalkul� nen� mo
n�
 Z omylu m� vyvedl Pavel
Leischner� kter� mi sd�lil n�sleduj�c� p�kn� p��b�h jej�ho nekalkulativn�ho
odvozen�


����
����
�	
�

Obr� �

Prom�tn�me p��mku PZ pravo�hle do roviny XYZ
 Proto
e je p��mka
PZ kolm� k rovin� PXY � je PZ kolm� k p��mce XY a pravo�hl� pr�m�t
ZL je kolm� kXY �pravo�hl� pr�m�t prav�ho �hlu� jeho
 jedno rameno je
��st� pr�m�tny�
 Je tedy �v ozna�en� podle obr
 ��HZ v��kou troj�heln�ku
XY Z a HP v��kou troj�heln�ku XY P 
 V pravo�hl�m troj�heln�ku HPZ
plat� podle Eukleidovy v�ty o odv�sn�

jHP j� � jHLj � jHZj ����

Vyn�sob�me�li tuto rovnost ��slem �

�
jXY j�� dostaneme

�
�
jHP j� � jXY j� �

�
�
�
jHLj � jXY j

�
�

�
�
�
jHZj � jXY j

�
� ����
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Ozna��me�li obsah troj�heln�ku XY L jako A�� m�
eme rovnost ���� in�
terpretovat jako rovnost

A� � A�D� ����

Podobn� m�
eme odvodit
B� � B�D� ��!�

C� � C�� �� �

kde B� a C� jsou obsahy troj�heln�k� Y ZL a XZL

Se�ten�m rovnost� ����� ��!� a �� � dostaneme

A� �B� � C� � D�A� �B� � C�� � D��

Tento d�kaz je ov�em p��mou analogi� zn�m�ho d�kazu Pythagorovy v�ty
pomoc� v�t Eukleidov�ch podle obr
 ��


a� � a� � c

b� � b� � c

a� � b� � �a� � b��c � c��

Vztahy ����� ��!� a �� � jsou ur�it�mi prostorov�mi analogiemi Eukleido�
v�ch v�t o odv�sn�ch


���
���

Obr� �


�� Apoll�niova kru�nice

Nen� mi zn�mo� jak Apoll�nius z Pergy ��� ����"�� dok�zal svou pro�
slulou v�tu� kterou v dne�n� dikci m�
eme formulovat takto�
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Mno�ina v�ech bod� roviny� kter	 maj� od dan�ch bod� P�Q pom�r vzd��
lenost� roven ��slu m �m �� ��� je kru�nice s pr�m�rem na p��mce PQ


P�edpokl�d�m v�ak� 
e mohl postupovat n�sleduj�c�m zp�sobem


�����
����	

��
�

Obr� ��

Je�li X jedn�m z bod�� kter� nele
� na p��mce PQ a spl%uje podm�nky
v�ty� sestroj�me podle obr
 �� osu XA vnit�n�ho �hlu a osu XB vn�j��ho
�hlu troj�heln�ku PXQ a body E�F p��mky PX � pro n�
 plat�

QE k BX a QF k AX� ��"�

Proto
e p��mky AX � BX jsou navz�jem kolm�� je

jEX j � jQX j � jFX j� ��$�

a plat�
jPX j

jQX j
�
jPX j

jFX j
�
jPAj

jQAj
� m� ����

jPX j

jQX j
�
jPX j

jEX j
�
jPBj

jQBj
� m� ����

Bod X tedy le
� na Thaletov� kru
nici k s pr�m�rem AB
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Uka
me d�le� 
e libovoln� bod X kru
nice k m� pom�r vzd�lenost� od
bod� P � Q rovn� ��slu m


K bod�m A� B� pro n�
 plat�

jPAj

jQAj
�
jPBj

jQBj
� m� ����

sestrojme na p��mce PX body E� F tak� 
e plat�

jPAj

jQAj
�
jPX j

jFX j
� m�

jPBj

jQBj
�
jPX j

jEX j
� m� ����

Je tedy jEX j � jFX j a proto
e je AX � BX � proch�z� kru
nice s pr��
m�rem EF bodem Q
 Plat� tedy jFX j � jQX j a bod X m� po
adovanou
vlastnost


&e�en� �lohy vy
adovalo jen znalost podobnosti troj�heln�k�� bylo v�ak
zalo
eno na n�padu konstruovat osu vnit�n�ho a vn�j��ho �hlu u vrcholu
X troj�heln�ku PXQ


M�me�li k dispozici kalkul analytick� geometrie� m�
eme �lohu vy�e�it
pouh�m �p�evodem textu do rovnice� a jej� �pravou
 V kart�zsk� soustav�
sou�adnic volme P ��� �	� Q�q� �	� q � �� X �x� y	
 Pro body hledan� mno
iny
m� platit p

x� � y�p
�x� q�� � y�

� m� ����

Proto
e tuto rovnost m�
eme upravit na tvar�
x�

m�q

m� � �

�
� y� �

m�q�

�m� � ���
� ����

je hledanou mno
inou kru
nice se st�edem

S

�
m�q

m� � �
� �

�
a polom�rem

mq

jm� � �j
�


� Heron�v vzorec

N�kdy kolem po��tku na�eho letopo�tu dal Heron z Alexandrie dohro�
mady p��b�h sv�ho vzorce

S �
p
s�s� a��s� b��s� c� ��!�
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pro obsah S troj�heln�ku se stranami a� b� c� kde s � �

�
�a� b� c�

S obdivem nad Heronovou intuic� a d�vtipem zde jeho d�kaz zprost�ed�
kovan� Moritzem Cantorem ��	 p�ipomenu


����
����
�	
�

Obr� ��

V troj�heln�ku ABC se stranami a� b� c je k�S' r� kru
nice� kter� se
dot�k� jeho stran v bodech M � N � Q
 V ozna�en� podle obr
 �� plat��

x� y � c

y � z � a

x� z � b

�� �

�� � � � � �$��� ��"�

&e��me�li soustavu �� � vzhledem k nezn�m�m x� y� z� dostaneme

x �
�
�
�b� c� a� � s� a�

y �
�
�
�a� c� b� � s� b�

z �
�
�
�a� b� c� � s� c�

��$�
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Sestrojme troj�heln�ky ABP a SUQ podle obr
 �� �AB � BP � PS � AS�
U � AB � SP �


�����
����	

��
�
����������

Obr� ��

Podle konstrukce je �ty��heln�k ASBP t�tivov� a v d�sledku rovnosti
��"� m� �hel APB velikost �
 V d�sledku podobnosti troj�heln�k� ABP
a CMS plat�

jBAj

jBP j
�
jCM j

jSM j
�
jBH j

jSQj
� ����

kdejBH j � jCM j � z podle obr
 ��

Rovnost ���� m�
eme upravit na tvar

jBAj

jBH j
�
jBP j

jSQj
� ����
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Z podobnosti troj�heln�k� UBP � UQS plyne

jBP j

jSQj
�
jBU j

jUQj
� ����

Plat� tedy
jBAj

jBH j
�
jBU j

jUQj
� ����

a tedy i
jBAj

jBH j
�
jBH j

jBH j
�
jBU j

jUQj
�
jUQj

jUQj
� ����

neboli
jAH j

jBH j
�
jBQj

jUQj
� ����

Rovnost ���� m�
eme upravit na tvar

jAH j�

jBH j � jAH j
�
jBQj � jAQj

jUQj � jAQj
� ��!�

Proto
e podle Eukleidovy v�ty pro troj�heln�k ASU plat�

jUQj � jAQj � jSQj�� �� �

m�
eme rovnost ��!� p�epsat na tvar

�jAH j � jSQj�� � jAH j � jAQj � jBQj � jBH j ��"�

neboli

S �
p
s�s� a��s� b��s� c�� ��!�

nebo� jAH j � x� y� z � s a pro obsah S troj�heln�ku se stranami a� b� c
a polom�rem r kru
nice vepsan� plat� podle obr
 ��

S �
�
�
r�a� b� c� � sr� ��$�
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Obr� ��

Dne�n� st�edo�kol�km�
e odvodit Heron�v vzorec t�m�� samostatn�� m��li
k dispozici trigonometrii a um� upravovat algebraick� v�razy
 M�
e postu�
povat nap�
 takto�

Vyjde�li ze vzorce

S �
�

�
c � vc ����

pot�ebuje vyj�d�it v��ku vc pomoc� d�lek stran
 To mu umo
n� nap�
 apli�
kace kosinov� v�ty
 V ozna�en� podle obr
 �! plat��

jAP j � b cos�� ����

v�
c
� b� � b� cos� �� ����

������
Obr� ��

Z kosinov� v�ty pro troj�heln�k ABC m�
eme vypo��tat

cos� �
b� � c� � a�

�bc
����
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a je tedy

vc � b �

s
��

�
b� � c� � a�

�bc

��

� ����

Pouhou algebraickou �pravou dostaneme odtud s pou
it�m vztah� ��$�
vyj�d�en�

vc �
�
c
�
p
s�s� a��s� b��s� c�� ����

z n�ho
 plyne po dosazen� do vzorce ���� vzorec Heron�v

Elegantn�j�� p��stup zalo
en� na po��t�n� s komplexn�mi ��sly zve�ejnil

ned�vno Miles Dillon Eduards ���	
 Uve�me jeho postup


���
���
���	
�

Obr� �	

P�em�st�me troj�heln�ky SNA� SQB� SMC z obr
 �� do Gaussovy
roviny podle obr
 � 
 Sou�in A �B � C komplexn�ch ��sel

A � r � xi� B � r � yi� C � r � zi ��!�

je vzhledem k rovnosti ��"� a geometrick�mu v�znamu n�soben� komplex�
n�ch ��sel ��slem re�ln�m
 Jeho imagin�rn� slo
ka je tedy nulov�


Plat� tedy
r��x� y � z�� xyz � � �� �
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neboli

r �

r
xyz

x� y � z
� ��"�

To ov�em vzhledem ke vzorci ��$�� vztah�m ��$� a rovnosti x� y � z � s

znamen�� 
e plat� ��!�


�� Z�v�r

Z�kladn� ot�zkou matematick�ho vzd�l�v�n�� ale mo
n� ka
d� lidsk�
�innosti� je ot�zka smyslu
 Pro� se maj� d�ti u�it malou n�sobilku� pro�
m�me tr�pit studenty �pravou algebraick�ch v�raz�� � � � ( To jsou v�
n�
didaktick� ot�zky� kter�mi se zde nem�
eme zab�vat� v z�v�ru �l�nku se
ov�em chci vyj�d�it k problematice d�kaz� ve vyu�ov�n�


Michal K���ek se v ned�vno vydan� knize ���	 vyzn�v�� Matematick	
v�ty a jejich d�kazy jsou pro n�s jako valouny zlata pro zlatokopy
 Gustav
Choquet� jedna z nejv�znamn�j��ch postav sv�tov� matematiky druh� po�
loviny dvac�t�ho stolet� ov�em napsal� Chov�n� v�dce� a� ji� v matema�
tice �i v experiment�ln�ch v�d�ch� p�ipom�n� chov�n� pr�zkumn�ka v lese�
kter� hled� pramen nebo vz�cn� druh hmyzu
 Kr��� stezi�kou s napnut�mi
smysly p�ipraven�mi vn�mat podn�ty
 Bez umdlen� vyu��v� postrann� p��
�inky
 A n�kdy se stane z�zrak
 Vydal se za mot�lem a objevuje pot��ek�
v n�m� se povaluj� valouny zlata ����	� s
 ���


Matematick� vzd�l�v�n� se jist� li�� podstatn� od v�deck� pr�ce� na�
vzdory optimistick�m p�edstav�m Jerome S
 Brunera ze �edes�t�ch let
minul�ho stolet�� 
e intelektu�ln� �innost je v�dy t��� a� jde o nejvy���
v�du� �i o t�et� t��du ve �kole
 �innost v�dce za jeho psac�m stolem nebo
v laborato�i� �innost liter�rn�ho kritika p�i �ten� b�sn� jsou �innosti t	ho�
��du jako �innost kter	hokoliv �lov�ka zab�vaj�c�ho se podobn�mi v�cmi
� sna���li se� aby jim porozum�l
 Rozd�l je zde ve stupni� nikoliv v druhu
����	� s
 � �


Jak m�me ch�pat d�kazy a dokazov�n� ve �koln� matematice(

Rusk� matematik J
 A
 �ichanovi� napsal� D�kaz je �vaha� kter� p�e�
sv�d�uje ���	
 Naproti tomu rakousk� logik Friedrich Waismann zd�raz�
%uje� � � � � mnoh� si jist� mysl�� �e je zcela zbyte�n	 ze�iroka dokazovat to�
o �em stejn� nikdo nepochybuje
 �lohou d�kaz� v�ak nen� vyvolat v n�s po�
cit p�esv�d�en�� n�br� d�t n�m nahl	dnout do vz�jemn�ch souvislost� v�t

Po�adavek dok�zat v�e� co jen dok�zat lze� nen� v�plodem pochybova�n	
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mysli� n�br� je to vyj�d�en� touhy vid�t strukturu v�tn	 stavby ve v�� jas�
nosti� vid�t spojen�� existuj�c� mezi jednotliv�mi pravdami� �citov�no podle
��!	� s
 ��"�
 Pro oba zde citovan� n�zory m�
eme naj�t ve �koln� matema�
tice p�esv�d�iv� argumenty
 V
dy v�ak mus� 
�k �i student poc�tit smysl
dokazov�n�
 Polsk� didakti�ka Anna Zo�a Krygowska uv�d� v t�to souvis�
losti p��hodu s t�m�� anekdotick�m vy�st�n�m� kdy si 
�kyn� sedm� t��dy
povzdychla� V�em n�m to bylo jasn	� jen pan� u�itelka je�t� dokazovala�
�e shodn	 troj�heln�ky jsou shodn	


Podle m�ho n�zoru nep�isp�vaj� k pochopen� role d�kaz� ve �kolsk�
matematice p��li� form�ln� postupy
 Hans Selye� kanadsk� l�ka� a v�dec�
dokonce napsal� Z p�ek��ek� kter	 stoj� v cest� pokroku v�dy� je t�eba na
prvn�m m�st� uv	st anal�zu v�deck�ch postup�� kter	 jsou plodem logiky
� � � Nesna�ila se popsat metody� jimi� v�da v praxi postupuje� a nepoku�
sila se odvodit pravidla� kter� by se dala pou��t k ��zen� pokroku v�dy � � �
��d objev� nahradila ��dem d�kaz� ��� 	� s
 ����
 Britsk� matematik Ian
Stewart formuluje stanovisko k d�kaz�m� kter� se i mn�� po mnohalet� pe�
dagogick� praxi� jev� jako spr�vn�� U�ebnice matematick	 logiky ��kaj�� �e
d�kaz je posloupnost tvrzen�� z nich� ka�d	 plyne bu�to z n�jak	ho tvrzen�
p�edch�zej�c�ho nebo z dohodnut�ch axiom� � nedok�zan�ch� ale explicitn�
formulovan�ch p�edpoklad�� kter	 vymezuj� studovanou oblast matematiky

Takto �e�eno ze to asi tak informativn�� jako kdy� �ekneme� �e rom�n je po�
sloupnost v�t� z nich� ka�d� bu�to ustavuje dohodnut� kontext nebo plyne
v�rohodn� z p�edch�zej�c�ch v�t
 Ob� de�nice m�jej� n�co podstatn	ho� to�
�e jak d�kazy� tak rom�n mus� vypr�v�t zaj�mav� p��b�h ���"	� s
 ���


D�kaz vypr�v�n� jako p��b�h navozuje p�irozen�j��m zp�sobem souvis�
losti ne
 posloupnost implikac�


V tomto �l�nku jsem se sna
il uk�zat� 
e do p��b�hu� kter� je j�drem
d�kazu� lze mnohdy ��inn� zapojit v�po�et� kalkul
 Je to pochopiteln��
nebo� kalkuly jsou do jist�ho ��du zhu�t�n� souvislosti a jejich pou
it�
m�
e n�kdy nahradit jednor�zov� proniknut� do probl�mu formou chytr�ho
n�padu


Form�ln� logick�m zd�raz%ov�n�m charakteru d�kazu jako posloup�
nosti implikac� lze st�
� p�esv�d�it studenty� kdy
 nav�c v�d�� 
e implikace
nevyjad�uje 
�dnou v�cnou souvislost p�edpokladu a tvrzen�
 Hled�n� d��
kaz� je v�c� intuice� nikoliv v�c� logiky


L i t e r a t u r a

��� Ku�ina� F�� Matematika a kalkuly� Matematika� fyziky� informatika� �� �� �

��

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ��



��� Ku�ina� F�� Um�n� vid�t v matematice� SPN� Praha �����

��� Ku�ina� F� � P�lp�n� Z�� Podivuhodn� sv�t element�rn� matematiky� Academia�
Praha �

	�

��� �ech� E�� Geometrie pro IV� ro�n�k m���ansk�ch a st�edn�ch �kol� J�MF� Praha
���	�

��� Baltzer� R�� Die Elemente der Mathematik� Hirzel� Leipzig �����

�	� Ko	andrle� M� � Bo	ek� L�� Matematika pro gymn�zia� Analytick� geometrie� Pro�
metheus� Praha �����

�
� Nelsen� R� B�� Proofs without Words II� MAA� Washington �


�

��� Maor� E�� The Pythagorean Theorem� Princeton University Press� Princeton �


�

��� Cantor� M�� Vorlesungen �ber die Geschichte der Mathematik� I�� Teubner� Leipzig
�����

��
� Edwards� M� D�� A Proof of Heron�s Formula� Mathematical Monthly� XII� �


�

���� K�
�ek� M� � Somer� L� � �olcov�� A�� Kouzlo ��sel� Academia� Praha �

��

���� Choquet� G�� Vznik teorie kapacit� zamy�len� nad vlastn� zku�enost�� In� Profesor
Gustave Choquet� Matfyzpress� Praha �

��

���� Bruner� J� S�� Vzd�l�vac� proces� SPN� Praha ��	��

���� �ichanovi	� J� A�� Vvedenije v sovremennuju mat�matiku� Nauka� Moskva ��	��

���� Thiele� R�� Matematick� d�kazy� SNTL� Praha �����

��	� Selye� H�� K z�had�m v�dy� Orbis� Praha ��
��

��
� Stewart� I�� ��sla p��rody� Archa� Bratislava ���	�

P��sp�vek byl vypracov�n v r�mci grantu GA�R �
	�
��

�
�

Pou�it� jist� algebraick� metody
p�i �ifrov�n�

IVAN CHAJDA

P��rodov�deck� fakulta UP� Olomouc

U
 v dob� antick� po
�valy ��msk� legie p�i p�enosu zpr�v �ifrov�n�

Chr�nily tak obsah zpr�vy p�ed zneu
it�m nepovolanou osobou
 V pr�b�hu
v�k� do�lo k zna�n�mu rozvoji �ifrovac�ch metod� kter� na�ly uplatn�n�
zejm�na ve vojenstv�
 Mezi laiky se z�jem o �ifrov�n� nyn� zna�n� zv��il po
uveden� britsko americk�ho )lmu Enigma� popisuj�c�ho pr�b�h prolomen�
�ifry n�meck�ch arm�d za druh� sv�tov� v�lky
 �ten�� asi snadno pochop��
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e nej��eln�j�� je takov� �ifrovac� metoda� kter� nep�sob� velk� obt�
e ode�
s�lateli p�i za�ifrov�n� a p��jemci p�i roz�ifrov�n�� kter� v�ak p�sob� zna�n�
pot�
e a zabere mnoho �asu neautorizovan� osob�� kter� by cht�la �ifru pro�
lomit
 *ifrov�n� toti
 vych�z� z poznatku� 
e prolomit lze v z�sad� ka
dou
�ifru� ale u n�kter�ch d�mysln�ch to m�
e trvat tak dlouho� 
e p�en��en�
zpr�va ji
 nen� v t� dob� aktu�ln�


Hned v �vodu je t�eba dodat� 
e takov� �ifry jsou zalo
en� na d�mysl�
n�ch algebraick�ch metod�ch a pou
�vaj� hlubok� znalosti teorie ��sel
 My
se zde ov�em hodl�me sezn�mit metodou jednodu���� kter� bude �ten��i
snadno p��stupn�


Nejprve se zm�n�me o k+dov�n�
 P�edpokl�dejme� 
e je d�na n�jak� ko�
ne�n� nepr�zdn� mno
ina znak�
 Tuto mno
inu naz�v�me abeceda
 Pro
��ely na�� komunikace v�t�inou pou
�v�me takovou abecedu� jej�
 znaky
naz�v�me p�smena� ��slice a interpunk�n� znaky
 V technick�ch syst�mech
a za��zen�ch� zejm�na v po��ta��ch a p�enosov�ch s�t�ch� se v�t�inou pou�

�v� tzv
 bin�rn� abeceda� kter� m� pr�v� dva znaky
 Zpravidla je ozna�
�ujeme jako � a �
 Je to tak z d�vodu snadn� technick� realizovatelnosti
dvou odli�n�ch stav� syst�mu� kter�mi tyto znaky realizujeme
 K�dov��
n�m pak rozum�me jednozna�n� p�evod znak� jedn� abecedy na kone�n�
posloupnosti znak� abecedy druh�
 �ten�� jist� v�� 
e ka
d� znak� a� u

p�smeno� ��slice nebo interpunkce v na�� �tzv
 latinsk	� abeced� je nap�

v po��ta�i zak+dov�n pomoc� kone�n� posloupnosti �n�tice� nul a jedni�ek

Bin�rn� k+dy ov�em vznikly d�vno p�ed vyn�lezem po��ta�e� jako p��klad
lze uv�st Morseovu abecedu� kde ka
d� p�smeno a ��slice je zak+dov�na po�
moc� kone�n� posloupnosti dvou znak�� co
 jsou ��rka a te�ka
 O v�znamu
Morseovy abecedy v minulosti se nen� t�eba roz�i�ovat� takto zak+dovan�
zpr�vy byly p�en��en� nap�
 telegrafem a zachr�nily tis�ce lidsk�ch 
ivot�

Ve druh� polovin� ��
 stolet� byly postupn� telegrafy nahrazeny d�lno�
pisy
 Ty ke k+dov�n� na�� abecedy pou
�valy op�t bin�rn� k+d ozna�en�
jako CCITT� kde ka
d� znak byl zak+dov�n pomoc� uspo��dan� p�tice�
obsahuj�c� znaky � a �
 Pro p�edstavu �ten��e zde uv�d�me k+dy p�smen
anglick� abecedy �o � p�smenech��

A � ������ B � ������ C� ������ D � ������ E � ������
F � ������ G � ������ H� ������ I � ������ J � ������
K � ������ L � ������ M� ������ N � ������ O � ������
P � ������ Q � ������ R� ������ S � ������ T � ������
U � ������ V � ������ W� ������ X � ������ Y � ������
Z � �����
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Jeliko
 po�et v�ech uspo��dan�ch p�tic sestaven�ch z bin�rn�ch ��slic �
a � odpov�d� celkov� �� � �� znak�m� byl tento bin�rn� k+d vhodn� pro
p�enos textov�ch zpr�v


V dne�n� dob� se pou
�vaj� pon�kud d�mysln�j�� k+dy� kter� naz�v�me
samoopravn	
 P�i drobn� chyb� p�i p�enosu zpr�vy� jakou je zkomolen� jed�
noho �i dvou znak� bin�rn� abecedy� je takov� k+d schopen nejen chybu
detekovat� ale i opravit
 Samoz�ejm�� 
e pak mus� b�t ka
d� znak na��
v�choz� abecedy k+dov�n pomoc� pon�kud del�� posloupnosti nul a jedni�
�ek �nap�
 deseti�lenn��
 Popis takov�ch k+d� by ale vy
adoval pon�kud
pokro�ilej�� algebraick� apar�t� kter� zde nebudeme zav�d�t


Je�li tedy na�e zpr�va zak+dov�na nap�
 v bin�rn�m k+du� m�
eme ji
za�ifrovat tak� aby ji bez probl�mu mohl roz�ifrovat pouze n�mi ur�en�
p��jemce
 K tomu slou
� tzv
 �ifrovac� kl��e
 Ozna�me na�i zpr�vu sym�
bolem X 
 Jestli
e nyn� zvol�me �ifrovac� kl�� b� pak pou
ijeme �ifrovac�
proceduru ,b� a tedy odes�l�me ji
 za�ifrovanou zpr�vu ,b�X�
 P��jemce
ov�em kl�� b zn�� a zn� i de�ifrovac� proceduru -b� na tomto kl��i zalo
e�
nou
 Tuto pak pou
ije na zpr�vu ,b�X� a obdr
� p�vodn� zpr�vuX � neboli
X � -b�,b�X��� kde tento symbol vyjad�uje proveden� procedury -b na
za�ifrovanou zpr�vu ,b�X�


Jak ji
 bylo v �vodu �e�eno� c�lem je naj�t takovou �ifrovac� a de�ifrovac�
proceduru� aby �ifrov�n� bylo co nejjednodu��� a nejrychlej��� ale z�rove%
aby �inilo pot�
e tomu� kdo by cht�l �ifru prolomit� ale kl�� nezn�
 K tomu
m�
eme s v�hodou pou
�t i pom�rn� jednoduch� algebraick� apar�t
 Na
dvouprvkov� mno
in� f���g lze zav�st bin�rn� operaci� tzv
 s��t�n� podle
modulu �� takto�

� � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � ��

�ten�� znal� nap�
 Booleovy algebry snadno rozpozn�� 
e se jedn� o tzv

operaci symetrick� diference na dvouprvkov� Booleov� algeb�e
 Ten� kdo
zn� po��t�n� v okruz�ch zbytkov�ch t��d v�� 
e se jedn� o aditivn� ope�
raci v okruhu zbytkov�ch t��d mod �
 A kone�n�� odborn�k na konstrukce
elektrick�ch obvod� rozpozn�� 
e se jedn� o tzv
 �bin�rn� s��t�n� bez p�e�
nosu�
 Neznal�mu �ten��i lze tento pojem objasnit n�sledovn�
 S��t�me�li
v dvojkov� soustav�� pak samoz�ejm� � � � � �� � � � � �� � � � � ��
av�ak ��� � ��� nebo� ��slo � je ve dvojkov� soustav� vyj�d�eno ve tvaru
��
 P�i s��t�n� � � � je tedy v�sledek v posledn�m ��du roven �� a ��slice
� se p�en��� do vy���ho ��du
 Jestli
e na tento p�enos �zapomeneme�� do�
staneme v��e uvedenou operaci
 M�me�li nyn� dv� uspo��dan� n�tice nul
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a jedni�ek� nap�
 �a�� � � � � an�� �b�� � � � � bn�� pak pro n� zav�d�me operaci
��� ��asto� naz�vanou symetrick� diference� a to n�sleduj�c�m zp�sobem�

�a�� � � � � an� � �b�� � � � � bn� � �a� � b�� � � � � an � bn��

kde na prav� stran� �uvnit� z�vorky� pou
�v�me v��e uveden� s��t�n� ���
modulo � �operace ��� se p�i po��t�n� s n�ticemi aplikuje po slo
k�ch�


P��klad �
������� � ������� � ��������

Lze snadno ov��it tak� z�kladn� algebraick� vlastnosti t�to operace
 Jsou
to�
# asociativita� tj
 a� �b� c� � �a� b� � c�
# komutativita� tj
 a� b � b� a�
# existence neutr�ln�ho prvku� co
 je o � ��� � � � � ���
# involutornost� tj
 a� a � o

Ji
 tento jednoduch� algebraick� apar�t n�m umo
n� efektivn� �ifrov�n�

a de�ifrov�n�
 Za pomoc� asociativity� existence neutr�ln�ho prvku a invo�
lutornosti snadno nahl�dneme� 
e pro ka
d� x a ka
d� b plat�

�x� b� � b � x�

Nyn� lze tedy ka
d� znak na�� abecedy� zak+dovan� v bin�rn�m k+du jako
x� za�ifrovat kl��em b� co
 je libovoln� ale pevn� zvolen� znak na�eho
bin�rn�ho k+du� a to takto�

,b�x� � x� b�

Jestli
e nyn� tento znak ode�leme p��jemci� kter� kl�� b zn�� pak m�
e
naprosto stejn�m postupem znak roz�ifrovat� nebo� volbou -b � ,b do�
staneme

-b�,b�x�� � �x� b� � b � x�

Metoda je velice jednoduch�� �ten�� si ji m�
e snadno ov��it na n�sledu�
j�c�m p��kladu


P��klad �
Nech� odes�latel hodl� odeslat p��jemci slovo KNIHA
 Pou
it�m k+du

CCITT je toto slovo zak+dov�no takto�

K � ������ N � ������ I � ������ H � ������ A � ������
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P�edpokl�dejme nyn�� 
e se odes�latel s p��jemcem p�edem domluvili� 
e
kl��em bude znak b � �����
 Pak zak+dov�n� slova je

,b�K� � ������ ����� � ����� � H�

,b�N� � ������ ����� � ����� � Q�

,b�I� � ������ ����� � ����� � X�

,b�H� � ������ ����� � ����� � K�

,b�A� � ������ ����� � ����� � O�

Jestli
e neautorizovan� osoba kl�� b nezn�� nem�
e sled p�smen HQXKO
rozlu�tit jinak� ne
 
e bude postupn� zkou�et v�ech �� kombinac� p�tic
znak� � a �� co
 je relativn� pracn� �kol �zejm�na bez pou
it� po��ta�e�

Zat�mco p��jemce� znal� kl��e b� op�t pouze pomoc� operace � bin�rn�
�p�i�te� b � ����� ke ka
d�mu znaku a ihned obdr
� slovo KNIHA �ov�em
v bin�rn�m k+du�


�ten�� si domysl�� jak snadno lze uvedenou metodu �ifrov�n� zdoko�
nalit
 Nap��klad t�m� 
e by se pro zak+dov�n� p�smen v�choz� abecedy
pou
ily ne p�tice ale nap�
 deseti�lenn� posloupnosti ��slic � a �
 Pak by
neznal� osoba musela k prolomen� pou
�t nikoliv ��� ale � ��� mo
nost�

Samoz�ejm�� 
e by bylo mo
no vyu
�t daleko d�mysln�j�� modi)kace� nap�

kdybychom m�sto posloupnosti � a � pou
�vali prvky n�kter�ho� nap�
 tzv

ortomodul�rn�ho svazu
 To v�ak vy
aduje podstatn� hlub�� znalosti sou�
�asn� algebry


�� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



��	 ro
n�k matematick� olympi�dy
�lohy I	 kola

KATEGORIE Z 

Z
�I��
Kdy
 Bo�ek nat�ral vrata gar�
e� p�et�el omylem i stupnici n�st�nn�ho

venkovn�ho teplom�ru
 Trubi�ka se rtut� v�ak z�stala nepo�kozen�� a tak
Bo�ek p�vodn� stupnici p�elepil p�skem vlastn� v�roby
 Na n�j pe�liv� vy�
r�soval d�lky� v�echny byly stejn� velk� a ozna�en� ��sly
 Jeho d�lek m�l
v�ak jinou velikost ne
 p�vodn� d�lek� kter� p�edstavoval jeden stupe% Cel�
sia� a i nulu Bo�ek um�stil jinam� ne
 kde bylo ��C
 Takto za�al Bo�ek m��it
teplotu ve vlastn�ch jednotk�ch� bo�c�ch
 Kdy
 by m�l teplom�r ukazovat
teplotu ���C� ukazoval � bo�ky
 Kdy
 by m�l ukazovat ���C� ukazoval �$
bo�k�
 Jak� je teplota ve �C� vid��li Bo�ek na sv�m teplom�ru teplotu ��
bo�ky(

L
 �im�nek

Z
�I��
Za��naj�c� p�sni�k�� prod�val v
dy po vystoupen� CD se svou hudbou


Ve �tvrtek prodal osm stejn�ch CD
 Den nato u
 nab�zel i sv� nov� CD
a lid� si tak mohli koupit to sam� jako ve �tvrtek nebo nov�
 V sobotu
cht�li v�ichni poslucha�i nov� CD a p�sni�k�� jich prodal ten den �est

V jednotliv�ch dnech utr
il !�� K�� "�� K� a $�� K�� neprozrad�me v�ak�
kter� ��stka pat�� ke kter�mu dni

� Kolik st�lo star�� CD(
� Kolik nov�ch CD prodal v p�tek(

L
 �im�nek

Z
�I��
Vojta napsal ��slo ���� stokr�t bez mezer za sebou
 Kolik �ty�m�stn�ch

a kolik p�tim�stn�ch soum�rn�ch ��sel bylo ukryto v tomto z�pise( �Sou�
m�rn� ��slo je takov� ��slo� kter� je stejn�� je�li �teno zep�edu i zezadu�
nap�
 �����
�

L
 Hozov�
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Z
�I�

Sou�in v�k� d�dy Vendel�na a jeho vnou�at je ����
 Sou�et v�k� v�ech

vnou�at je �� a 
�dn� dv� vnou�ata nemaj� stejn� po�et let
 Kolik vnou�at
m� d�da Vendel�n(

L
 Hozov�

Z
�I��
Na t�bo�e se dva vedouc� se dv�ma t�born�ky a psem pot�ebovali dostat

p�es �eku a k dispozici m�li jen jednu lo�ku o nosnosti  ! kg
 Na�t�st�
v�ichni �krom� psa� dok�zali lo�ku p�es �eku p�ev�zt
 Ka
d� vedouc� v�
il
p�ibli
n�  � kg� ka
d� t�born�k �� kg a pes �� kg
 Jak si m�li po��nat(
Kolikr�t nejm�n� musela lo�ka p�ekonat �eku(

M
 Volfov�

Z
�I�

Karel obestav�l krabici s obd�ln�kov�m dnem obrubou z krychli�ek


Pou
il pr�v� �� krychli�ek o hran� �dm� kter� stav�l t�sn� vedle sebe
v jedn� vrstv�
 Mezi obrubou a st�nami krabice nebyla mezera a cel� tato
stavba m�la obd�ln�kov� p�dorys
 Jak� rozm�ry mohlo m�t dno krabice(

M
 Krej�ov�

KATEGORIE Z!

Z��I��
V�tek m� naps�na dv� ��sla� !�� a ���
 Ze �esti pou
it�ch ��slic m�

nejprve vy�krtnout dv� tak� aby sou�et dvou takto z�skan�ch ��sel byl
nejv�t�� mo
n�
 Pot� m� z p�vodn�ch �esti ��slic vy�krtnout dv� tak� aby
rozd�l dvou takto z�skan�ch ��sel byl nejmen�� mo
n� �ode��t� men�� ��slo
od v�t��ho�
 Kter� ��slice m� vy�krtnout(

M
 Petrov�

Z��I��
V Trpasli��m kr�lovstv� m��� vzd�lenosti v poh�dkov�m m�l�ch �pm��

v poh�dkov�ch s�z�ch �ps� a v poh�dkov�ch loktech �pl�
 Na vstupn� br�n�
do Trpasli��ho kr�lovstv� je n�sleduj�c� tabulka pro p�evody mezi jejich
jednotkami a na�imi�
� �pm � ��$!m�
� �ps � ��! cm�
� �pl � �!�mm
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Kr�l Trpasl�k I
 nechal p�em��it vzd�lenost od z�meck� br�ny k poh�d�
kov�mu jez�rku
 T�i pozvan� zem�m��i�i dosp�li k t�mto v�sledk�m� prvn�
uv�d�l � pm �ps �$pl� druh� � pm �ps ��pl a t�et�  pm �ps � pl
 Jeden
z nich se v�ak zm�lil
 Jak� je vzd�lenost v metrech od z�meck� br�ny
k poh�dkov�mu jez�rku( O kolik centimetr� se spletl nep�esn� zem�m��i�(

M
 Petrov�

Z��I��
�ty�i kamar�di Adam� Mojm�r a dvoj�ata Petr a Pavel z�skali v hodi�

n�ch matematiky celkem !� smajl�k�� ka
d� alespo% �
 P�itom dvoj�ata
dohromady maj� ��� ale nej�sp��n�j�� byl Mojm�r
 Kolik jich z�skal Adam(

M
 Volfov�

Z��I�

Pan Tik a pan Tak prod�vali bud�ky v prodejn�ch P�ed Rohem a Za

Rohem
 Pan Tik tvrdil� 
e P�ed Rohem prodali o �� bud�k� v�ce ne
 Za
Rohem� zat�mco pan Tak tvrdil� 
e P�ed Rohem prodali t�ikr�t v�ce bud�k�
ne
 Za Rohem
 Nakonec se uk�zalo� 
e Tik i Tak m�li pravdu
 Kolik bud�k�
prodali v obou prodejn�ch celkem(

L
 Hozov�

Z��I��
Do krou
k� na obr�zku dopl%te ��sla �� �� �� �� !�  a " tak� aby sou�et

��sel na ka
d� vyzna�en� linii byl stejn�
 .�dn� ��slo p�itom nesm� b�t
pou
ito v�ckr�t


����
M
 Smitkov�

Z��I�

Pan� *irok� �ekala ve�er hosty
 Nejprve pro n� p�ipravila �! chleb��k�


Pak spo��tala� 
e by si ka
d� host mohl vz�t dva� t�i by se v�ak na v�echny
nedostaly
 &ekla si� 
e kdyby vyrobila je�t� �� chleb��k�� mohl by si ka
d�
host vz�t t�i� ale �ty�i ne ka
d�
 To j� p�i�lo st�le m�lo
 Nakonec uchystala
dohromady !� chleb��k�
 Ka
d� host by si tedy mohl vz�t �ty�i chleb��ky�
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ale p�t by se na v�echny nedostalo
 Kolik host� pan� *irok� o�ek�vala(
Ona sama dr
� dietu a ve�er nikdy nej�


L
 �im�nek

Zaj�mav� matematick� �lohy

Otev�r�me ji
 �$
 ro�n�k na�� pravideln� �e�itelsk� rubriky �Zaj�mav�
matematick� �lohy�
 V ka
d�m ro�n�ku bylo dosud publikov�no v
dy deset
�loh
 V p�edchoz�ch ��slech na�eho �asopisu tak najdete ji
 �"� zaj�mav�ch
�loh
 Upozor%ujeme sou�asn� na�e �ten��e� 
e kompletn� soubor prvn�ch
��� �loh t�to rubriky �v�etn� jejich �pln�ch �e�en�� je mo
no nal�zt v publi�
kaci nakladatelstv� Prometheus �Sb�rka netradi�n�ch matematick�ch �loh�
autor� J
 *vr�ka a P
 Cal�bka


&e�en� prvn� dvojice �loh nov�ho ro�n�ku m�
ete zaslat nejpozd�ji do
��
 ��
 ���� na adresu� Redakce �asopisu MFI� t�
 �"
 listopadu ��� ""� � 
Olomouc
 Jejich �e�en� lze zaslat tak� elektronickou cestou �pouze v�ak
v TEXovsk�ch verz�ch� p��p
 v MS Wordu� na emailovou adresu�
m��upol
cz
 Zaj�mav� a origin�ln� �e�en� �loh r�di uve�ejn�me


�loha ���
Nech� a� b� c� d jsou kladn� re�ln� ��sla vyhovuj�c� podm�nk�m abcd � ��

a

b
�
b

c
�
c

d
�
d

a
� a� b� c� d�

a� Uka
te� 
e takov� ��sla a� b� c� d existuj�

b� Doka
te� 
e pro n� plat� nerovnost

b

a
�
c

b
�
d

c
�
a

d
� a� b� c� d�

Pavel Novotn� ��ilina �

�loha ���
Je d�n troj�heln�k ABC� v n�m
 jACj �� jBCj� a �tverce ACDE�

BCGF vn� sestrojen� nad jeho stranami
 Doka
te� 
e kru
nice s pr�m�ry
DG a AB se prot�naj� na p��mce EF 


Pavel Leischner
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