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������
�l�nek ukazuje mo�nosti vytvo�en� jed�

noduch�ch animovan�ch graf� v aplikaci
MS Excel� Tyto animovan	 grafy lze vyu���
vat jako pomocn� prost�edek pro zn�zor�
n
n� pr�b
hu funkc� v matematice� V �l�n�
ku je pops�n princip itera�n�ho p�epo�tu
bu�ky v Excelu
 na jeho� z�klad
 se ani�
movan	 grafy vytv��ej��

Animace
Animace obecn
 znamen� zp�sob
 jak zd�nliv
 �rozh�bat� statick� ob�

r�zek� Principem animace je zaznamen�n� sekvence sn�mk�
 kter	 se ne�
patrn
 li��� P�i rychl	m zobrazov�n� t
chto sn�mk� za sebou vznik� d�ky
setrva�nosti lidsk	ho oka dojem pohybu� Zp�sob
 jak animovat graf
 uk��
�eme na p��kladu animace pr�b
hu kvadratick	 funkce f�x� � a�x�b���c�
Animovat graf znamen�
 �e zm
nou jednoho
 pop�� v�ce parametr�
 dojde
ke zm
n
 zdrojov�ch dat grafu a graf krok za krokem bude de�novan

m
nit sv�j tvar� Pokud tedy budeme m
nit nap�� parametr c �p�i kon�
stantn�ch parametrech a a b�
 bude se tento graf posouvat ve sm
ru osy y
� viz nap�� ���� Nyn� si uk��eme
 jak zajist�me zm
nu parametru c pomoc�
tzv� iterativn�ho p�epo�tu hodnoty bu�ky�

Iterace
Obecn
 iterace znamen� opakov�n� ur�it	 �innosti � slovo iterace po�

ch�z� z latinsk	ho iterare � opakovat� V matematice a numerick�ch meto�
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d�ch iterace je proces opakovan	ho pou�it� funkce
 kdy v dal��m kroku se
funk�n� hodnota pou�ije jako argument t	to funkce � pomoc� matematick	
symboliky zaps�no� xn�� � f�xn� � viz nap�� ���� Typick�m p��kladem
vyu�it� iterac� je numerick	 �e�en� neline�rn�ch rovnic obecnou itera�n�
metodou � viz nap�� ����

Iterace v programov�n�
 podobn
 jako v matematice
 znamen� op
�
tovn	 vol�n� funkce
 kdy argumentem funkce je v�sledek p�ede�l	ho vol�n�
funkce� V programov�n� se s iteracemi setk�v�me pom
rn
 �asto� I p�i�a�
zovac� p��kaz typu A�� A � � lze ch�pat jako formu iterace� Tento v�raz
znamen�
 �e nov� hodnota prom
nn	 je rovna p�vodn� hodnot
 A zv��en	
o � �AN�� �� AN � ���

Iterace v Excelu

V Excelu se ve vzorci dan	 bu�ky m��e vyskytnout cyklick� odkaz� Zna�
men� to
 �e vzorec v bu�ce se odkazuje na hodnotu t	to bu�ky
 pop�� �e
vzorec t	to bu�ky se odkazuje na hodnotu jin	 bu�ky
 kter� m� ve vzorci
op
t odkaz na p�vodn� bu�ku� Hodnotu takov	 bu�ky lze stanovit pouze
iterativn�m p�epo�tem� Pokud v n�stroj�ch Excelu nen� povolen iterativn�
p�epo�et �standardn
 je zak�z�n�
 v�po�et se neprovede a bude ozn�mena
chyba� Ve verzi Excelu �  ! se iterativn� p�epo�et povol� v dialogov	m
okn
 Mo�nosti aplikace Excel �tla��tko na otev�en� dialogov	ho okna se
objev� po kliknut� na Tla��tko O"ce �� v z�lo�ce Vzorce
 co� je patrno
z obr� �� Zde je t�eba za�krtnout volbu Povolit iterativn� p�epo�et� Polo�ka
Nejvy��� po�et iterac� uv�d� maxim�ln� po�et iterac�
 opakov�n�
 kter	 Ex�
cel provede p�i iterativn�m p�epo�tu� Polo�ka Maxim�ln� zm�na stanovuje
p�esnost v�po�tu � porovn�v� se zde hodnota bu�ky p�ed iterac� a hodnota

������
������

Obr� � Nastaven� hodnot pro iterativn� p�epo�et
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Obr� 	 
�st v�vojov�ho diagramu popisuj�c� iterativn� p�epo�et

bu�ky po iteraci� Pokud absolutn� rozd�l obou hodnot je men�� ne� stano�
ven� p�esnost v�po�tu
 bude iterace zastavena� Standardn
 jsou v Excelu
nastaveny hodnoty Nejvy��� po�et iterac� na �  a Maxim�ln� zm�na na
 
  �� Iterativn� v�po�et a jeho ukon�en� lze pro snaz�� pochopen� vyj�d�it
formou algoritmu zapsan	ho v�vojov�m diagramem na obr� �� Iterativn�
p�epo�et lze ru�n
 spustit stiskem kl�vesy F$ a to i p�esto
 �e v dialogov	m
okn
 Mo�nosti aplikace Excel je Nastavena volba Automaticky�

Nastaven� itera�n�ho p�epo�tu pro animaci grafu�

Vra%me se nyn� k vyu�it� itera�n�ho p�epo�tu pro animov�n� grafu�
Konkr	tn
 budeme m
nit nap�� parametr c kvadratick	 funkce f�x� �
� a�x � b�� � c� Hodnotu tohoto parametru ulo��me do bu�ky B�� Do
t	to bu�ky d�le nap��eme cyklick� vzorec ��B����
 kter� vyjad�uje
 �e
hodnota bu�ky B� se po proveden� jednoho itera�n�ho p�epo�tu nav���
o �� Ru�n�m proveden�m p�epo�tu stiskem kl�vesy F$ se provede tolik
p�epo�t�
 kolik ud�v� hodnota stanoven� v okn
 Maxim�ln� po�et iterac��
Chceme�li prov	st jeden
 vzorcem v bu�ce B� de�novan� p�epo�et
 je nutn	
tuto hodnotu nastavit na �
 jak je z�ejm	 z obr�zku �� Nyn� opakovan�m
stiskem
 pop�� dr�en�m kl�vesy F$ se hodnota bu�ky B� bude opakovan

zvy�ovat o hodnotu �� Pokud by v bu�ce B� byl uveden pouze vzorec
��B����
 hodnota B� by se po ka�d	m p�epo�tu st�le zvy�ovala� Do�
konce i p�i ulo�en� souboru
 jeho uzav�en� a n�sledn	m otev�en� se provede
v�dy jeden p�epo�et�
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Je proto vhodn	 stanovit minim�ln� mez � je udan� hodnotou v bu�ce
C�
 a maxim�ln� mez � je udan� hodnotou v bu�ce D�
 v r�mci kter�ch
se budou p�epo�ten	 hodnoty B� pohybovat� To lze zajistit tak
 �e vzorec
v bu�ce B� bude dopln
n podm�nkou� ��KDY&�B���D�'C�'B��E���
� obr�zek �� Tato podm�nka porovn�v� hodnotu v bu�ce B� s hodnotou
v bu�ce D�� Pokud je podm�nka �B���D�� spln
na
 hodnota v bu�ce B�
se zm
n� na hodnotu v bu�ce C�� V opa�n	m p��pad
 se provede itera�n�
p�epo�et a hodnota bu�ky B� se zv��� o hodnotu ulo�enou v bu�ce E�
� velikost itera�n�ho kroku� Opakovan�m stiskem
 pop�� dr�en�m kl�vesy
F$ se bude prov�d
t v��e de�novan� p�epo�et parametru c kvadratick	
funkce v mez�ch od minim�ln� �D�� do maxim�ln� hodnoty �C�� se zada�
n�m itera�n�m krokem �E���

Grafy v Excelu
Tabulkov� editor MS Excel m� pom
rn
 dob�e implementovan	 n�stroje

pro tvorbu graf�� Umo��uje na z�klad
 po�adavk� u�ivatele vytv��et r�zn	
typy graf�
 jejich� (pln� seznam lze naj�t v n�pov
d
 Excelu
 pop�� v na�
b�dce Vlo�en� grafu� V tomto �l�nku se budeme zab�vat pouze grafy XY
bodov�mi
 kter	 umo��uj� v rovin
 zobrazit mno�inu bod� dan�ch sou�
�adnicemi x a y� P�i �dostate�n	m� mno�stv� �hust
� zvolen�ch bod� lze
pomoc� tohoto typu grafu zobrazovat pr�b
hy zvolen�ch funkc��

P��prava hodnot pro XY bodov� graf

Jak ji� bylo uvedeno v��e
 animaci grafu si uk��eme na grafu zvolen	
kvadratick	 funkce� Tento graf zobraz�me v intervalu pro x � h�� ' � i
Pomoc� iterativn�ho p�epo�tu se bude m
nit koe�cient c
 jeho� hodnota
je ulo�ena v bu�ce B�
 koe�cienty a
 b budou nem
nn	 a jsou ulo�eny
v bu�k�ch B� a B�� Do jednoho ze sloupc� �nap�� A� vep��eme pod sebe
sou�adnice x v�ech zobrazovan�ch bod� v dan	m intervalu� S ohledem
na p�esnost zobrazen� je nutn	 zvolit tyto sou�adnice pom
rn
 �hust
�
vedle sebe
 nap�� po  
�� S v�hodou zde vyu�ijeme mo�nosti automatick	ho
kop�rov�n� �ady ��sel ta�en�m za (chyt bu�ky� Po�et takto vytvo�en�ch
bod� je � �� Ve sloupci B provedeme v�po�et hodnot funkce f�x�� Vzorec
ulo�en� v bu�ce B# je pak z�ejm� z obr� �� Odkazy na koe�cienty a
 b

c bu�k�ch B�
 B� a B� jsou absolutn�
 odkazy na hodnoty argumentu
funkce ve sloupci A jsou relativn�� Vytvo�en� vzorec ta�en�m za (chyt
p�ekop�rujeme z bu�ky B# do bun
k B! a� B� #�

Vytvo�en� a animace grafu

Vybereme data
 ze kter�ch budeme vytv��et graf � v na�em p��pad
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oblast A#�B� #
 a vlo��me bodov� graf s vyhlazen�mi spojnicemi �tento
typ grafu je ur�en ke kreslen� funkc��� Na zobrazen	m grafu je vhodn	
nastavit maxim�ln� a minim�ln� meze obou os pevn

 v opa�n	m p��pad

animace automaticky m
n� tyto hodnoty a v�sledek nen� tak n�zorn�� Ve
verzi Excel �  ! se nastaven� prov�d� v dialogov	m okn
 Form�t osy
 zvl��%
pro osu x
 zvl��% pro osy y � obr� ��

���
���

Obr� � Vzorec v bu
ce B� pro graf kvadratick� funkce

�����
����������

Obr� � Nastaven� vlastnost� osy grafu

Po ka�d	m proveden	m iterativn�m p�epo�tu koe�cientu c dan	 kva�
dratick	 funkce v mez�ch a s krokem tak
 jak bylo uvedeno v p�ede�l	m
textu
 dojde k p�epo��t�n� funk�n�ch hodnot v oblasti B#�B� # a z�rove�
dojde k automatick	mu posunu statick	ho grafu
 graf funkce se posouv� ve
sm
ru osy y� Vhodnou volbou velikosti itera�n�ho kroku �hodnota bu�ky
E�� se graf jev� jako animovan� � obr� ��
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Obr� � Animovan� graf kvadratick� funkce vytvo�en� iterativn�m p�epo�tem bu
�

ky B�

Z�v�r
�l�nek se zab�v� mo�nost� vyu�it� ICT ve v�uce matematiky� Na kon�

kr	tn�m p��kladu animace kvadratick	 funkce je uk�z�no vyu�it� iterativ�
n�ho p�epo�tu
 implementovan	ho do tabulkov	ho editoru MS Excel
 jako
n�stroje pro vytvo�en� jednoduch�ch animovan�ch graf�� Podobn
 lze apli�
kovat metodu animace pro parametry a a b
 pop�� sou�asn
 m
nit v�ce
parametr� najednou� Metodu animace lze pou��t samoz�ejm
 i v jin�ch
p�edm
tech i pro slo�it
j�� funk�n� z�vislosti
 dokonce i pro gra�ck	 �e�en�
fyzik�ln�ch model��

L i t e r a t u r a

��� Odv�rko� O�� Matematika pro gymn�zia� Funkce� Prometheus� �����
�	� Jehli�ka� V�� Numerick� metody� �� lekce� �e�en� neline�rn�ch rovnic� Dostupn� na

http���lide�uhk�cz�pdf�ucitel�jehlivl��vyuka�numeraky�numericke metody�htm
��� Redakce MFI� Odmocnina� MFI� r� �� �	�������� �� �� s� �	����

�Autorkou �vodn� ilustrace je Mgr� Jaroslava �erm�kov���
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Sou�et d�litel� a po��ta�

STANISLAV TR�VN	�EK

P��rodov�deck� fakulta UP� Olomouc

P�irozen� ��sla
 ta p�ece zn� ka�d�
 ka�d� dovede od��k�vat �� �� �� �� � � � 

co na nich m��e b�t zaj�mav	ho krom
 toho
 �e vyjad�uj� po�et �mamut�

knih
 desetinn�ch m�st�) Tak se n
kdo m��e pt�t p�i povrchn�m pohledu�
Ale pohle*me trochu hloub
ji�

P�irozen� ��sla postupn
 vznikala u� v prvn�ch f�z�ch komunikace na�
�ich prap�edk� a jen co se osvobodila od po��tan�ch p�edm
t� �tj� vznikly
pojmy �jedna�
 �dv
�
 atd��
 zaujala mnoho p�em��liv�ch a hrav�ch p�ed�
ch�dc� pozd
j��ch matematik�� V pr�b
hu historie se jimi zab�vali i ti
nejv
t�� matematikov	 a dodnes jsou tato ��sla p�edm
tem hlubok�ch stu�
di�� O jejich vlastnostech jsou naps�ny rozs�hl	 spisy
 ale o obsah t
chto
spis� n�m dnes nep�jde� Zkus�me
 jak	 by to bylo a jak� bychom m
li
pocit
 kdybychom cht
li p�ij�t na n
co nov	ho �i kdy� to t�eba objektivn

nov	 nebude��

V p�edlo�en	m �l�nku pojedn�me o jednom zaj�mav	m probl	mu
 kter�
se t�k� d
litel� a jejich sou�t�� Nahl	dneme
 jak m��e po��ta� b�t n�po�
mocen p�i z�sk�v�n� (vodn�ch poznatk� o n
jak	m probl	mu
 na jejich�
z�klad
 m��e matematik vytv��et netrivi�ln� hypot	zy�

Sou�et d�litel�
V rozvinut�ch kultur�ch ji� d�vno �ili lid	
 kte�� se zaj�mali o p�irozen�

��sla
 a kte�� si postupn
 uv
domovali
 �e n
kter� ��sla jsou sou�inem ji�
n�ch ��sel a jin� ne
 tak�e se za�ala rozli�ovat ��sla slo�en� a prvo��sla�
P�i studiu slo�en�ch ��sel vytv��eli mno�iny v�ech d
litel� dan	ho ��sla n

nap�� ��slo �� m� d
litele �
 �
 �
 � a # �tak	 ��
 ale budeme zde uva�ovat
jen d
litele men�� ne� n a nebudeme se zab�vat p��padem n � ��� A tu
n
koho nejm	n
 p�ed dv
ma a p�l tis�ci lety napadlo v�echny d
litele da�
n	ho ��sla se��st� Pro�
 to je ot�zka
 proto�e krom
 lidsk	 zv�davosti pro to
snad rozumn� d�vod ani nebyl� Ale postupn
 nar�stalo pozn�n� o p�iro�
zen�ch ��slech a matematici se mnoha probl	my t�kaj�c�mi se d
litelnosti
a d
litel� i sou�tu d
litel� zab�vaj� dodnes� Pod�vejme se na tento probl	m
z program�torsk	ho hlediska�
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Sou�et d
litel� dan	ho ��sla n ozna�me s�n�
 tedy nap�� s���� � ����
� � � � # � �#
 s�� � � � � � � � � �
 s�#� � � � � � � � #� Pro v�po�et
s�n� na po��ta�i vytvo��me �v Pascalu� funkci

function SD�M� Longint�� Longint�

var

S� K� Longint�

begin

K �� �� S �� ��

while M �� K 	 K do

begin

if M mod K � 
 then

S �� S � K � �M div K��

if M � K 	 K then

S �� S � K�

Inc�K�

end�

SD �� S

end�

Na po��tku zad�me velikost sou�tu S d
litel� hodnotou S � � �t�m za�
po��t�v�me samoz�ejm	ho d
litele �� a do S postupn
 akumulujeme dal��
d
litele� V cyklu po��naje K � � a kde K postupn
 zvy�ujeme o jedni�ku

d
l�me zadan	 ��slo M ��slem K a pokud d
len� vyjde beze zbytku
 p�i�
�teme k S nejen d
litele K
 ale i d
litele M�K� Proto sta�� uva�ovatK jen
do hodnoty

p
M 
 tj� cyklus se prov�d�
 pokud M � K�� Kdy� vyjde p�esn


M � K�
 nap�� pro M � �� a K � �
 byl by d
litel K zapo��t�n dvakr�t
�M�K � K�
 tak posledn�ho d
litele K jednou ode�teme �ponech�v�me
�ten��i
 aby vymyslel i jin� zp�sob o�et�en� p��padu M � K���

Pro zaj�mavost poznamenejme
 �e na internetu v ��sti �Dokonal� ��sla�
je v uk�zce pou�it jin� algoritmus� V cyklu se k S p�i��t� jen pr�v
 zji�t
n�
d
litel K a p�tr�n� po d
litelech kon�� a� pro K � M��� Tato odli�nost
velmi zpomaluje v�po�ty' jeho �asov� slo�itost je O�M��� na rozd�l od
v��e uveden	ho algoritmu se slo�itost� O�

p
M�� Pro v
t�� M je to velk�

rozd�l� Nap�� proM � �      se po�et pr�b
h� cyklem zmen�� z �     
p�i O�M��� na pouh� �    v na�em p��pad
� Uvedenou funkci SD�M�
zapracujeme do v�ech dal��ch program� v tomto �l�nku�

Jako prvn� si uve*me zcela jednoduch� program na v�po�et sou�tu
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d
litel� ��sel n v zadan	m rozmez� od A do B�

program SoucetD�

var

A� B� N� Longint�

function SD�M� Longint�� Longint�






begin �program�

WriteLn��Soucet delitelu cisel n���

Write��od A � ���

ReadLn�A��

if A � � then A �� ��

Write��do B � ���

ReadLn�B��

N �� A�

while N �� B do

begin

WriteLn�N�� �� SD�N���

if �N mod �
� � 
 then ReadLn�

Inc�N�

end�

ReadLn

end
 �program�

Tento program po v�stupu ka�d�ch dvaceti ��dk� pr�ci zastav�
 aby
m
l u�ivatel dostatek �asu k prohl	dnut� nov�ch v�sledk�� Jeho vedlej��m
pou�it�m m��e b�t tak	 zji�%ov�n�
 zda dan	 ��slo n je prvo��slo �v tomto
p��pad
 je s�n� � ��
 i kdy� samoz�ejm
 mnohem v�hodn
j�� jsou k tomuto
(�elu programy
 o jak�ch jsme pojedn�vali v redak�n�m �l�nku ����

��sla abundantn� a de�cientn�
Co p�i v�po�tu s�n� vid�me) Pro n
kter� n �nap�� n � ��� je s�n� � n


takov� ��sla se naz�vaj� abundantn�' pro jin� �nap�� n � � � je s�n� � n

tato ��sla se naz�vaj� de	cientn�� V n
kter�ch p��padech je s�n� � n
 to
jsou tzv� ��sla dokonal�
 co� pro mnoho �ten��� jist
 nen� novinkou�

Sledujme �etnosti ��sel abundantn�ch a de�cientn�ch pro n v zadan	m
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rozmez�� K tomu �ten��i sta�� jen m�rn
 upravit p�edchoz� program �vy�
nechat tisk a zav	st dv
 po��tadla�
 kter�m pak �etnosti lehce zjist�me�
Zapi�me si n
kter	 nahodil	 v�sledky do tabulky�

Rozmez� n abundantn�ch de	cientn�ch

� a� �     �� !$� !� �  
�    � a� �     �� #�# !� ���
�    � a� #     �� !�$ !� ���
$    � a� �       �� !! !� �� 
�      � a� � �     �� !�! !� ���
�      � a� � �     �� !!! !� ���

Tak�e se m��eme zeptat�
� Skute�n
 je v ka�d	m dostate�n
 rozs�hl	m rozmez� n relativn� �etnost
abundantn�ch ��sel m�rn
 pod �� + a de�cientn�ch m�rn
 nad !� +)
�Na �p�esn
j��� (vahu m�me zji�t
no m�lo dat�� A pro� je tomu tak)

Dokonal� ��sla
Pr�v
 tato ��sla nejv�ce znepokojuj� matematiky cel�ch t
ch dva a p�l

tis�ce let� Nebudeme se v�ak zde jimi zab�vat
 jen si uve*me prvn� �ty�i�
#
 ��
 �$#
 ����� �Nezasv
cen� �ten�� se m��e na internetu o t
chto ��slech
a o historii jejich pozn�v�n� dozv
d
t mnoho zaj�mavost�
 sta�� vyhledat
heslo �dokonal� ��sla�' nap�� �e v�ech �# dosud zn�m�ch dokonal�ch ���
sel jsou ��sla sud� a �e se dosud nev�
 zda existuje n
jak	 lich	 dokonal	
��slo�� Mohli bychom m�t n�mitku
 pro� pr�v
 vlastnost s�n� � n je tak
v�znamn�
 �e v n� spat�ujeme jakousi dokonalost
 ale berme to tak
 �e se
ta ��sla prost
 takto jmenuj��

Chce�li �ten�� pro��t pocit objevitele dokonal�ch ��sel
 m��e k tomu
pou��t n�sleduj�c� program
 ale nesm� b�t zklam�n
 �e t
ch dokonal�ch
��sel moc neobjev��

program DokCis�

var

A� B� N� Longint�

function SD�M� Longint�� Longint�
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begin �program�

WriteLn��Dokonala cisla���

Write��od A � ���

ReadLn�A��

Write��do B � ���

ReadLn�B��

N �� ��A��� div ��	�� �vytvo��me N sude�

while N �� B do

begin

if SD�N� � N then WriteLn�N��

Inc�N���

end�

WriteLn��Konec���

ReadLn

end
 �program�

V programu na internetu je pozn�mka� � � � � lich	 dokonal	 ��slo asi
neexistuje a pokud ano
 tak je v
t�� ne� � ���
 co� je mimo rozsah form�tu
��sel i tohoto algoritmu�� Proto i v programu DokCis se postupuje jen po
sud�ch ��slech�

Posloupnosti navazuj�c�ch ��sel
U� pythagorejci zjistili existenci tzv� sp��telen�ch ��sel
 co� jsou takov	

dvojice n�
 n�
 pro n
� plat� s�n�� � n� a sou�asn
 s�n�� � n�
 je to nap��
dvojice �� 
 ���� Takov�mi dvojicemi se zab�val nap�� i L� Euler a u� se v�

�e je jich nekone�n
 mnoho� �Pro �ten��e by nem
lo b�t slo�it	 p�ipravit
si program
 kter� by po sp��telen�ch ��slech p�tral�� Jsou zn�ma i tzv�
pospolit� ��sla
 kter� jsou jak�msi zobecn
n�m sp��telen�ch ��sel a tvo��
cyklus� Zat�m byly objeveny jen �ty��lenn	 skupiny
 kde pro i � �� �� �
plat� s�ni� � ni�� a d�le s�n�� � n� � � � � Je to nap�� �tve�ice �� �$#
 ��
���
 �� �!�
 �� ��#�

V tomto zobec�ov�n� pokra�ujme je�t
 d�le a de�nujme posloupnosti

navazuj�c�ch ��sel� Budeme tak ozna�ovat posloupnosti �kone�n	 nebo ne�
kone�n	�

n�� n�� n�� � � � � nk� � � � �

v nich� pro v�echna i plat� s�ni� � ni�� � � � � Takovou posloupnost� je nap��

��� �#� ����!� �'
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za posledn� jedni�kou by mohly n�sledovat u� jen sam	 jedni�ky
 kter	
v�ak nebudeme uva�ovat
 a uvedenou posloupnost budeme pova�ovat za
kone�nou� Jin� p��klad�

���� ���� ���� ���� $# � �  ��� � !#�� � �$�� # �! � � !�#� � � � '

jej� � �� �len je � #!! # � �$# �� $� �len je ji� mimo mo�nosti form�tu
Longint� a je ot�zka
 zda je tato posloupnost kone�n� nebo nekone�n�

p��padn
 kolik m� �len�� Skute�nost
 �e se n�m tato posloupnost jev� jako
rostouc�
 toti� je�t
 nic neznamen�� Na po��tku se takto stejn
 chov� nap��
posloupnost�

�� � �� � � �� �  �#� � $#�� � �� � ! #� � �� ���� �� �!��

jej�� pokra�ov�n� je
�! ���� �� �#�� ��

nebo% �� �#� je prvo��slo� Tak�e se nab�z� ot�zka�
� Existuje n
jak� nekone�n� posloupnost navazuj�c�ch ��sel nebo jsou
v�echny tyto posloupnosti kone�n	)

Nab�z�me �ten��i program
 s jeho� pomoc� si m��e posloupnosti nava�
zuj�c�ch ��sel po�izovat
 a pak zkoumat jejich chov�n��

program PoNaCis�

var

N� Suma� Longint�

C� Integer�

function SD�M� Longint�� Longint�






begin �program�

WriteLn��Posloupnost navazujicich cisel� prvni clen���

Write���
 ���

ReadLn�N��

C �� �� Suma �� 
�

while ��C �� �

� and �Suma �� ��� do

begin

Suma �� SD�N��
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WriteLn�C� �
 �� Suma��

if �C mod �
� � 
 then ReadLn�

Inc�C�� N �� Suma

end�

WriteLn��Konec���

ReadLn

end
 �program�

T��dy D�x�
Nech% x je cel	 ��slo� T��da D�x� je mno�ina v�ech takov�ch p�irozen�ch

��sel n
 pro n
� plat� s�n� � n� x� Uv���me�li
 �e D� � je mno�ina v�ech
dokonal�ch ��sel
 vid�me
 �e t��dy D�x� d�vaj� na sou�ty d
litel� obecn
j��
pohled� Sv�j n�zev kdysi dostaly i prvky ze t��dy D���
 a to skoro doko


nal� ��sla
 ale tato t��da nen� a� tak zaj�mav�
 proto�e obsahuje pr�v
 jen
v�echny kladn	 mocniny dvou
 tj� �k
 kde k je p�irozen	 ��slo�

Vy�et�ov�n� t��d D�x� je docela zaj�mav	
 otev�r� �adu probl	m�
a umo��uje formulovat mnoho hypot	z� Uve*me p��klady� V rozmez� n
od � do �       m� t��da D��� t
chto � prvk��

��� ! � ��� � ���� �  � � � �� � �� ���� ��� !�#�

Ve stejn	m rozmez� m� t��da D���� t
chto � prvk��

�� ��� ��� �� � ���� ���� � ���� � ���� �� #��� ��# #���

zat�mco nap�� t��da D��� zde m� jen jeden prvek
 a to ��
 a D��� dokonce
��dn��

Pod�vejme se nyn� v n�sleduj�c�ch tabulk�ch na po�et prvk� n
kter�ch
t��d D�x� v rozmez� ��sel n od � do �     �prvn� ��dek� a od � do �    
   �druh� ��dek��

x � � 	 � � � � � � � �� �� �	 �� �� ��

po�et prvk � � � � � � 	 � � � 	 � � �	� � � �

� � � � � � � � �� � � � ��		� � � �

x ��� ��� ��� ��	 ��� ��� �� �� �� �� �� �� �� �	 ��

po�et prvk � � � � � � � � � � � � � � ��

� � � � � � � �	 � � � �� � � ��
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Na z�klad
 poznatk� z t
chto tabulek n�s jist
 napadnou n
kter	 ot�z�
ky
 kter	 mohou b�t podkladem r�zn�ch hypot	z� Nap���
� Je to tak
 �e pro lich� x �� �� jsou p��slu�n	 t��dy D�x� pr�zdn	 nebo
obsahuj� nanejv�� jeden prvek)

� Jak to
 �e t��da D���� se po�tem prvk� tak prudce vymyk� ostatn�m
t��d�m) M� nekone�n
 mnoho prvk�) Poznamenejme
 �e prvky t��dy
D���� nach�z�me i mezi ��sly velmi velik�mi �z hlediska fungov�n� cel�ch
��sel na po��ta�i�
 nap�� jich najdeme � v rozsahu od � ��! ���    
do � ��! ��� #  
 tj� na sam	m okraji ��sel form�tu Longint� Nejv
t��
dosa�iteln	 na�imi programy je � ��! ��� #�#�

� Vid�me
 �e pro n�mi zvolen� sud� x se n�mi zji�t
n	 prvky t��d D�x�
pro x �� �� nach�zej� v
t�inou nebo i v�echny pro n ji� v rozmez� od
� do �     �p��padn
 je�t
 men��m�� Maj� v�bec n
kter	 tyto t��dy
nekone�n� po�et prvk�)
Je docela zaj�mav	 vyzkou�et i dal�� hodnoty x
 d�le od  � M��eme tak

zjistit dal�� anom�lii
 a to pro x � �#� Po�et prvk� D��#� pro n v rozsahu
do �     je toti� � � a v rozsahu do �       je jich ji� � � ��
� Pro� pro x � �# je �etnost prvk� D�x� �v dan	m rozmez� n� v�razn

vy���) Jsou i dal�� takov	 t��dy D�x� s vy��� �etnost� prvk�)

Uveden	 po�ty prvk� ��st� t��d D�x� byly zji�t
ny t�mto programem�

program TridyDX�

var

A� B� N� Suma� Longint�

Pocet� X� Integer�

function SD�M� Longint�� Longint�






begin �program�

WriteLn��Cisla z tridy D�x����

Write��x � ���

ReadLn�X��

Write��od A � ���

ReadLn�A��

Write��do B � ���

ReadLn�B��

Pocet �� 
� N �� A�

while N �� B do
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begin

Suma �� SD�N��

if Suma � N � X then

begin

WriteLn�N�� �� Suma��

Inc�Pocet�

end�

Inc�N�

end�

WriteLn��Pocet� �� Pocet��

ReadLn

end
 �program�

Vra%me se je�t
 ke t��d
D���� a vypi�me si postupn
 od po��tku n
kolik
jej�ch �len�

��� � � ��� ��� ##� !�� $ � � � � '

zjist�me zaj�mavou v
c
 toti� �e v D���� je obsa�ena p
ti�lenn� podpo�
sloupnost navazuj�c�ch ��sel

� � ��� ��� ##� !�'

�ale d�l u� ne
 proto�e s�!�� � $ �� D������ Lehce se p�esv
d��me

�e navazuj�c�ch dvojic obsahuje D���� celou �adu� Nap�� ��# � D����

s���#� � ��� � D����' podobn
 nam�tkou vybereme dvojice � �#�
 � �!�'
�� # �
 �� #��' �� ���
 �� ��#' � �#� ��#
 � �#� ���' �� $$� �##
 �� $$�
�!�' atd�
 kter	 maj� stejnou v��e uvedenou vlastnost� Mo�n�
 �e se po
p�e�ten� informac� o t��d
 D���� bude n
kter	mu �ten��i jevit tato t��da
zaj�mav
j�� a z�hadn
j�� ne� D� � � dokonal� ��sla�

A p�ich�z� ot�zka�
� Kolik navazuj�c�ch dvojic obsahuje D����) Obsahuje i jin	 v�ce�lenn	
navazuj�c� podposloupnosti)

� Vyskytuje se tento jev i v jin�ch t��d�ch D�x�)
Vyzkou��me�li za��tky n�mi zkouman�ch t��d D�x�
 objev�me jen jednu

navazuj�c� dvojici ve t��d
 D�� �' �� � D�� �
 s���� � �� � D�� ��

T��dy Q�r�
Nech% r je racion�ln� ��slo� T��da Q�r� je mno�ina v�ech takov�ch p�i�

rozen�ch ��sel n
 pro n
� plat� s�n� � r � n� Vid�me
 �e Q��� je mno�ina
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v�ech dokonal�ch ��sel
 tak�e t��dy Q�r� tak	 obohacuj� pohled na sou�ty
d
litel�� Chceme�li z�skat informace o �po��te�n�ch� prvc�ch mno�in Q�r�

m��eme k tomu pou��t n�sleduj�c� program�

program TridyQR�

var

A� B� N� P� Q� Suma� Longint�

Pocet� Integer�

function SD�M� Longint�� Longint�






begin �program�

WriteLn��Cisla z tridy r�n���p�q�n���

Write��citatel p � ���

ReadLn�P��

Write��jmenovatel q � ���

ReadLn�Q��

WriteLn��pro n v rozsahu���

Write��od A � ���

ReadLn�A��

Write��do B � ���

ReadLn�B��

Pocet �� 
�

N �� ��A � Q � �� div Q� 	 Q�

while N �� B do

begin

Suma �� SD�N��

if �Q 	 Suma � P 	 N� then

begin

WriteLn�N� � �� Suma��

Inc�Pocet�

end�

Inc�N�Q��

end�

WriteLn��Pocet� �� Pocet��

WriteLn��Konec���

ReadLn

end
 �program�
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Pro p�edstavu o t��d�ch Q�r� si uve*me n
kolik p��klad�' pro n v roz�
mez� od � do �       dost�v�me pro zadan� r tyto prvky p��slu�n�ch
t��d�

Q������ ��'Q������ �� 
 #!�
 ��� !�#'Q������ � �� 
 � #� 
 �# � �'Q������
� �� 
 �� !# ' Q������ ��
 ���' Q�����' ��
 �! 
 � ���
 � #��
 �� ���'
Q�!���� �  � 
 #  ��
 # ���
 ��� ! �' Q������ �' Q������ � 
 ���
 �!� �$�'
Q�!���� �! #�#�

Na z�klad
 z�skan�ch poznatk� lze polo�it tyto ot�zky�
� Jsou v�echny t��dy Q�r� kone�n	) Nebo je to jinak)
� V�echny zde uveden	 p��klady obsahuj� jen sud� ��sla� Jak je to s lich�mi
��sly
 a existuj� i netrivi�ln� p��pady)

Trivi�ln�m p��padem p�itom nazveme nap�� ��slo � � a jeho zat��d
n��
s�� �� � �!
 tak�e � � � Q��$�����

Z�v�r
V tomto �l�nku jsme polo�ili n
kolik ot�zek' jak	 jsou mo�nosti na�

j�t na n
 odpov
* i s matematick�m od�vodn
n�m t	to odpov
di) Jsou
v podstat
 dv
�

� odpov
* a jej� od�vodn
n� u� matematika d�vno zn�
 jen je t�eba ob�
jevit p��slu�nou literaturu'

� odpov
* v literatu�e nenach�z�me a pokou��me se na z�klad
 hlub��ho
studia �k n
kter	 ot�zce� o vlastn� z�v
r�

V
��me
 �e jsme t�mto �l�nkem inspirovali n
kter	 �ten��e
 aby cht
li
hloub
ji proniknout do tajemstv� p�irozen�ch ��sel a pro�ili p�itom zaj��
mav	 chv�le�

L i t e r a t u r a
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