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N�m�ty sout��n�ch �loh pr��
v� skon�en�ho �	
 ro�n�ku Ma�
tematick� olympi�dy � katego�
rie P �
koln� rok ���	������
p�ipravili sloven
t� organiz�to�i
olympi�dy z Fakulty matema�
tiky� fyziky a informatiky Uni�
verzity Komensk�ho v Bratisla�

v�
 V na
em seri�lu zaj�mav�ch �loh z olympi�dy si tentokr�t rozebereme
jednu �lohu z krajsk�ho kola sout��e� kterou bychom mohli ozna�it jako
grafovou a z�rove� jako optimaliza�n�
 A�koliv se jedn� o �lohu netradi�n��
k jej�mu vy�e
en� nebudeme pot�ebovat ��dn� speci�ln� znalosti� ale �pln�
vysta��me s prostou logickou �vahou a se z�kladn�mi grafov�mi algoritmy

Za�neme jako obvykle zad�n�m sout��n� �lohy� kter� jsme zde oproti p��
vodn� verzi trochu upravili a zkr�tili� ani� by se ov
em jakkoliv zm�nil
p�vodn� smysl �lohy


� � �

Spole�nost Expresn� po
ta doru�uje z�silky po cel� Evrop�
 V posledn�
dob� ale jej� �idi�i �asto p�ehl��eli dopravn� zna�ky a dost�vali pokuty za
p�ekro�en� maxim�ln� povolen� rychlosti
 �editel spole�nosti proto roz�
hodl� �e nech� do ka�d�ho auta namontovat omezova� rychlosti
 Ten fun�
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guje tak� �e si na n�m �idi� p�ed j�zdou nastav� maxim�ln� p��pustnou rych�
lost a p��stroj se pak automaticky postar� o to� aby auto b�hem cel� j�zdy
nikdy tuto rychlost nep�ekro�ilo
 �editel spole�nosti nav�c vydal na��zen��
�e si �idi� mus� p�ed ka�dou j�zdou nastavit takov� omezen� rychlosti� aby
nikde na sv� trase nep�ekro�il ��dnou maxim�ln� povolenou rychlost


Sout��n� �loha
Je d�na silni�n� s��� po n�� jezd� �idi�i spole�nosti Expresn� po
ta
 Tato

silni�n� s�� obsahuje N m�st� mezi nimi� vede celkem M r�zn�ch silnic

Ka�d� silnice spojuje dv� m�sta� p�i�em� silnice se mimo m�sta k���� pouze
mimo�rov�ov� �tzn
 mimo m�sta nelze odbo�it z jedn� silnice na jinou�

Pro ka�dou silnici zn�me jej� d�lku �v kilometrech� a maxim�ln� povolenou
rychlost �v kilometrech za hodinu�
 Pro danou dvojici m�st x� y m��e
existovat v�ce zp�sob�� jak lze po silnic�ch dojet z m�sta x do m�sta y

Napi
te program� kter� pro v
echny dvojice m�st x� y ur�� minim�ln� �as
pot�ebn� na cestu z m�sta x do m�sta y p�i pou�it� omezova�e rychlosti
a dodr�en� na��zen� �editele spole�nosti


Form�t vstupu
Prvn� ��dek obsahuje dv� kladn� cel� ��sla N � M �� � N � ���

� � M � ����� � po�et m�st a po�et silnic mezi nimi
 Jednotliv� m�sta
jsou na vstupu ozna�ena ��sly � a� N 
 Ka�d� z n�sleduj�c�ch M ��dk�
popisuje jednu silnici
 Obsahuje �ty�i ��sla i� j� d� m� kter� ud�vaj�� �e
silnice spojuj�c� m�sta i� j m� d�lku d kilometr� a maxim�ln� povolenou
rychlost m kilometr� za hodinu
 V
echny silnice jsou obousm�rn�
 Mezi
dv�ma m�sty m��e v�st v�ce silnic r�zn� d�lky a s r�znou maxim�ln� povo�
lenou rychlost�
 M��ete p�edpokl�dat� �e mezi ka�dou dvojic� m�st existuje
aspo� jedna trasa �kter� m��e b�t tvo�ena v�ce navazuj�c�mi silnicemi�

V
echny vzd�lenosti a rychlosti jsou na vstupu uvedeny s p�esnost�

nejv�
e na t�i desetinn� m�sta
 Pro ka�dou vzd�lenost d plat� � � d �
� �������� pro ka�dou maxim�ln� povolenou rychlost m plat� � � m �
� ������


Form�t v�stupu
V�stup bude tvo�en N ��dky� z nich� ka�d� obsahuje N ��sel
 ��slo v i�

t�m ��dku a j�t�m sloupci ur�uje minim�ln� �as �v hodin�ch� pot�ebn� na
j�zdu mezi m�sty i� j
 V�sledek uve�te s p�esnost� na t�i desetinn� m�sta
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Pozn�mka
P�i pr�ci s re�ln�mi ��sly v po��ta�i mohou vznikat zaokrouhlovac�

chyby
 Tuto skute�nost m��ete ve sv�m �e
en� ignorovat � postupujte�
jako kdyby v
echny v�po�ty� kter� prov�d�te� byly p�esn�


� � �

Na konkr�tn�m p��kladu vstupn�ch dat a jim odpov�daj�c�ch v�sledk� si
objasn�me zad�n� a z�rove� uk��eme� ��m je tato �loha zaj�mav� a na co
mus�me d�t pozor p�i jej�m �e
en�
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Podle vstupn�ch dat si sami nakreslete jednoduch� sch�ma zadan� sil�
ni�n� s�t�
 V uveden�m p��kladu se z m�sta � do m�sta � nejrychleji do�
staneme p�es m�sto �
 Ujedeme p�i tom celkem �� kilometr� rychlost�
��� km�h� tak�e doba j�zdy bude ��� hod
 Existuje krat
� p��m� spojen�
mezi m�sty � a �� kter� m� d�lku pouze �� km� ale omezen� rychlosti na
t�to silnici na �� km�h zp�sob� del
� dobu j�zdy ����� hod
 Je tedy z�ejm��
�e nejkrat
� cesta mezi m�sty x� y nemus� b�t v�dy �asov� nejv�hodn�j
�

 lohu proto nem��eme jednodu
e p�ev�st na pouh� hled�n� nejkrat
�ch
cest mezi v
emi dvojicemi m�st� co� bychom um�li vy�e
it pomoc� stan�
dardn�ch grafov�ch algoritm� �Dijkstr�v algoritmus� Floyd�v�Warshall�v
algoritmus � viz nap�
 !�"�

Ve v�
e uveden�m p��kladu si d�le v
imn�te� �e nejrychlej
� cesta z m�s�

ta � do m�sta � vede po trase ������ nikoliv �������
 Vzhledem k ome�
zen� rychlosti na silnici ��� na �� km�h mus�me takto nastavit omezova�
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rychlosti pro celou j�zdu a ji� se n�m proto nevyplat� optimalizovat cestu
z m�sta � do m�sta � obj���kou p�es m�sto �� jako tomu bylo v p�edchoz�m
p��pad�
 Vid�me tedy� �e pokud vede nejrychlej
� cesta z m�sta x do m�sta
y p�es m�sto z� nem��eme ji z�skat prost�m slo�en�m nejrychlej
� cesty
z m�sta x do m�sta z a nejrychlej
� cesty z m�sta z do m�sta y
  lohu
proto nem��eme �e
it ani ��dn�m jednoduch�m dynamick�m programo�
v�n�m� kter� by postupovalo s rostouc�m po�tem m�st� jimi� na zvolen�
trase proj��d�me

Pro v
echny dal
� �vahy p�i �e
en� �lohy bude d�le�it� n�sleduj�c� po�

zorov�n�
 A� si zvol�me jakoukoliv trasu vedouc� z m�sta x do m�sta y�
optim�ln� nastaven� omezova�e rychlosti bude rovno minimu z maxim�ln�
rychlosti povolen� na silnic�ch� kter� tvo�� zvolenou trasu
 Vy

� rychlost na
omezova�i nastavit nesm�me� nastavit ni�
� rychlost se n�m nevyplat�
 Pro
dosa�en� nejkrat
� doby j�zdy mezi kter�mikoliv dv�ma m�sty m� proto
smysl nastavovat omezova� rychlosti jedin� na n�kterou z rychlost�� kter�
jsou zad�ny na vstupu

Nejrychlej
� cestu z m�sta x do m�sta y bychom mohli teoreticky z�s�

kat tak� �e bychom nalezli v
echny cesty vedouc� z x do y� pro ka�dou
z nich bychom ur�ili nastaven� omezova�e rychlosti �minimum z maxim�l�
n�ch povolen�ch rychlost� na silnic�ch tvo��c�ch tuto cestu� a jej� d�lku
�sou�et d�lek silnic tvo��c�ch tuto cestu� a spo��tali bychom dobu j�zdy

Tento postup je ale velmi neefektivn�� v p��pad� hust� silni�n� s�t� bude
po�et existuj�c�ch cest exponenci�ln� velk� vzhledem k N 

V�razn� lep
� �e
en� z�sk�me vhodn�m vyu�it�m n�kter�ho ze standard�

n�ch grafov�ch algoritm�
 Uva�ovan� silni�n� s�� p�edstavuje hranov� ohod�
nocen� neorientovan� graf G� vrcholy grafu odpov�daj� m�st�m �je jich N�
a hrany exituj�c�m silnic�m �t�ch je M�
 Ji� jsme konstatovali� �e omezo�
va� rychlosti bude v�dy nastaven na n�kterou z rychlost� uveden�ch na
vstupu
 T�chto mo�n�ch rychlost� nen� mnoho � nejv�
e tolik� kolik je sil�
nic
 Nab�z� se tedy mo�nost vyzkou
et postupn� v
echna mo�n� nastaven�
omezova�e rychlosti a pro ka�dou takovou rychlost v ur�it� za jak� �as se
dok��eme dostat z m�sta x do m�sta y
 Ozna�me si symbolem Gv pod�
graf p�vodn�ho grafu� kter� obsahuje jen ty hrany� na nich� je rychlost
v je
t� povolena
 M�me�li tedy nastaven omezova� rychlosti na hodnotu
v� m��eme jet pouze po hran�ch grafu Gv
 Kdy� u� m�me ur�enou rych�
lost j�zdy� nejlep
� dobu j�zdy dos�hneme tehdy� pokud v grafu Gv zvol�me
nejkrat
� mo�nou cestu �v kilometrech� vedouc� z m�sta x do m�sta y

Cel� postup �e
en� je
t� jednou shrneme$ Pro ka�dou rychlost v ze
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vstupu vytvo��me graf Gv
 V n�m ur��me d�lky �v kilometrech� nejkrat�

�ch cest mezi v
emi dvojicemi m�st x� y a ozna��me je Dv�x� y�
 V�sledn�
optim�ln� doby j�zdy pro rychlost v maj� hodnotu Dv�x� y��v
 Pro ka��
dou dvojici m�st x� y zvl�
� pak sta�� ur�it� p�i kter�m v nab�v� v�raz
Dv�x� y��v minim�ln� hodnoty
 Tato minim�ln� hodnota je hledan�m v��
sledkem

Zb�v� uk�zat� jakou �asovou slo�itost m� popsan� �e
en�
 Podle na
eho

�vodn�ho pozorov�n� budeme jako hodnoty v uva�ovat v
echny rychlosti
zadan� na vstupu � t�ch je nejv�
eM r�zn�ch
 Graf Gv sestroj�me snadno
v �ase O�M� tak� �e projdeme v
echny hrany p�vodn�ho grafu
 Pro ur�en�
d�lky nejkrat
� cesty v grafu Gv mezi ka�dou dvojic� vrchol� se nab�zej�
dva mo�n� p��stupy$
� Floyd�v�Warshall�v algoritmus� kter� tento probl�m �e
� v �ase O�N��
� N �kr�t spu
t�n� Dijkstr�v algoritmus �pro ka�d� v�choz� vrchol�� ��m�
dojdeme op�t k �asov� slo�itosti O�N��� nebo v p��pad� vyu�it� haldy
z�sk�me �e
en� v �ase O�NM logN�

Celkov� �asov� slo�itost �e
en� je tedy O�MN��� p��p
 O�NM� logN��

pam��ov� slo�itost algoritmu je O�N��

Pr�v� popsan� �e
en� ale je
t� nen� nejlep
� mo�n�
 Uk��eme si nyn�

jin� postup� kter� vyu��v� trochu odli
n�m zp�sobem podobnou my
�
lenku� jako ji� zm�n�n� Floyd�v�Warshall�v algoritmus �popis Floydova�
Warshallova algoritmu najdete t�eba v u�ebnici !�" nebo ve studijn�m
textu !�"�
 Nejprve se�ad�me v
echny hrany v grafu G do posloupnosti
e�� e�� � � � � eM tak� aby pro jejich maxim�ln� povolen� rychlosti platilo v� %
% v� % v� % � � � % vM 
  lohu nyn� vy�e
�me metodou dynamick�ho pro�
gramov�n�
 Postupn� pro ka�d� k od � do M spo��t�me v
echny hodnoty
dk�x� y�� kter� p�edstavuj� d�lku nejkrat
� cesty �v kilometrech� mezi m�sty
x� y� jestli�e se sm�me pohybovat pouze po hran�ch e�� e�� � � � � ek
 Pokud
takov� cesta neexistuje� polo��me dk�x� y� rovno nekone�nu
 Podle de&nice
z p�edch�zej�c�ho �e
en� m��eme tak� ��ci� �e dk�x� y� je d�lka nejkrat
�
cesty mezi m�sty x� y v grafu Gvk 
 K vy�e
en� �lohy sta�� nal�zt hodnoty
dk�x� y� pro ka�d� k % �� �� � � � �M 
 Hodnota v�razu dk�x� y��vk pak ur�uje
p��slu
nou optim�ln� dobu j�zdy pro rychlost vk 
 Podobn� jako v p�edcho�
z�m �e
en� z�sk�me hledan� v�sledek pro ka�dou dvojici m�st x� y jako
minimum z hodnot dk�x� y��vk z�skan�ch pro k % �� �� � � � �M 

Uk��eme si nyn�� jak lze rychle a elegantn� spo��tat hodnoty dk�x� y�

na z�klad� ji� zn�m�ch hodnot dk���x� y�
 V k�t�m kroku v�po�tu chceme
'zp��stupnit( hranu ek a p�epo��tat hodnoty dk�x� y� pro v
echny dvojice

�� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



m�st x� y
 P�i stanoven� hodnoty dk�x� y� uva�ujeme n�sleduj�c� dv� mo��
nosti$
�
 V p��pad�� �e nejkrat
� cesta z m�sta x do m�sta y nepou�ije hranu ek�
je

dk�x� y� % dk���x� y��

�
 V opa�n�m p��pad� lze nejkrat
� cestu z x do y rozd�lit na t�i �seky$
z vrcholu x p�jdeme do n�kter�ho vrcholu hrany ek� projdeme touto
hranou a z jej�ho druh�ho konce p�jdeme do vrcholu y
 V prvn�m i ve
t�et�m �seku cesty se vyskytuj� pouze hrany s ��slem men
�m ne� k�
tak�e optim�ln� d�lku t�chto �sek� u� zn�me
 Jestli�e ozna��me uk�
a uk� vrcholy spojen� hranou ek� potom plat� bu�

dk�x� y� % dk���x� uk�� ) jekj) dk���uk�� y��

nebo
dk�x� y� % dk���x� uk�� ) jekj) dk���uk�� y��

podle toho� kter�m sm�rem na
e trasa proch�z� hranou ek


M��eme si zvolit� zda hranu ek pou�ijeme nebo ne� a pokud ano� tak
v kter�m sm�ru
 Vybereme si samoz�ejm� nejlep
� z uveden�ch t�� mo��
nost�
 Proto je hodnota dk�x� y� rovna minimu z uveden�ch t�� mo�nost�

T�m jsme z�skali rekurzivn� vztah pro v�po�et hodnot dk�x� y� pomoc�
hodnot dk���x� y�

V ka�d�m z M krok� v�po�tu �pro k % �� �� � � � �M� spo��t�me ka��

dou z N� hodnot �pro v
echny dvojice x� y % �� �� � � � � N� podle uvede�
n�ho rekurzivn�ho vztahu v konstantn�m �ase
 Toto �e
en� m� proto �aso�
vou slo�itost O�MN��
 K tomu je je
t� t�eba p�ipo��tat �as pot�ebn� na
uspo��d�n� hran podle maxim�ln� povolen� rychlosti � to m��eme prov�st
v �ase O�M logM�
 Celkov� �asov� slo�itost popsan�ho algoritmu je tedy
O�MN� )M logM�

Pro dosa�en� n�zk� pam��ov� slo�itosti si sta�� uv�domit� �e hodnoty

dk z�visej� pouze na hodnot�ch dk��� nikoliv na hodnot�ch ze star
�ch
krok� v�po�tu
 Vysta��me proto s pam�t� velikosti O�N��� star
� hodnoty
si nemus�me pamatovat

Na z�v�r p�ipojujeme uk�zkov� program v Pascalu� kter� demonstruje�

jak lze pr�v� popsan� algoritmus naprogramovat
 Pro uspo��d�n� hran
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podle maxim�ln� povolen� rychlosti zde pou�ijeme jednoduch� t��dic� al�
goritmus p��m�ho v�b�ru� kter� m� sice �asovou slo�itost O�M��� ale jeho
z�pis je zato kr�tk� a p�ehledn�
 Mohli bychom ho samoz�ejm� v programu
nahradit n�jak�m efektivn�j
�m t��dic�m algoritmem


Pokud bychom psali program p�esn� podle v�
e uveden�ho algoritmu�
pot�ebovali bychom v n�m m�t dva exempl��e pole na ukl�d�n� vzd�lenost�
m�st
 V ka�d�m kroku v�po�tu bychom m�li v jednom poli ulo�eny ji�
spo��tan� hodnoty dk���x� y� a do druh�ho bychom ukl�dali nov� po��tan�
hodnoty dk�x� y�
 Role obou pol� by se pravideln� st��daly
 Ve skute�nosti
ale m��eme napsat program je
t� �sporn�ji � vysta��me s jedin�m polem�
v n�m� budeme v k�t�m kroku v�po�tu ulo�en� hodnoty dk���x� y� p��mo
nahrazovat nov�mi hodnotami dk�x� y�
 P�i postupn�m v�po�tu prvk� dk
se n�m pak ov
em m��e st�t� �e m�sto 'spr�vn�( hodnoty dk�� n�kde
pou�ijeme ji� upravenou novou hodnotu dk
 Rozborem mo�n�ch situac�
snadno zjist�te� �e i v takov�m p��pad� z�sk�me po k�t�m kroku v�po�tu
spr�vn� hodnoty dk�x� y�


program OmezovacRychlosti�

const MaxN � ��� �maxim�ln� po�et m�st � vrchol	


MaxM � ����� �maxim�ln� po�et silnic � hran


NEKONECNO � �e��� �
uv�nekone�n�
 vzd�lenost m�st


type hrana � record

i� j� integer� �koncov� vrcholy hrany


d� m� real� �vzd�lenost� max� povolen�

rychlost


end�

var n� integer� �po�et m�st � vrchol	


m� integer� �po�et silnic � hran


h� array����MaxM� of hrana� �seznam v�ech hran


d� array����MaxN� ���MaxN� of real�

�vzd�lenosti p�i pou�it�

prvn�ch k hran


vysl� array����MaxN� ���MaxN� of real�

�v�sledn� �asy j�zd mezi

m�sty
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x� y� i� j� k� integer�

z� hrana�

function min�a� b� real��real�

begin

if a�b then

min��a

else

min��b

end�

begin

�Na�ten� vstupn�ch dat a inicializace pol��


read�n� m��

for k��� to m do

with h�k� do read�i� j� d� m��

for x��� to n do

for y��� to n do

if x�y then

begin d�x�y����� vysl�x�y���� end

else

begin d�x�y���NEKONECNO� vysl�x�y���NEKONECNO end�

�Se�azen� hran podle maxim�ln� povolen� rychlosti sestupn��

Zde je pou�it algoritmus p��m�ho v�b�ru�


for i��� to m�� do �um�stit hranu na pozici i


begin

k��i�

for j��i�� to m do �vyhled�n� maxima


if h�j��m � h�k��m then k��j�

if k � i then �v�m�na hran s indexy i� k


begin z��h�k�� h�k���h�i�� h�i���z end

end�

�Vlastn� v�po�et vzd�lenost� a �as	�


for k��� to m do �k krok	 v�po�tu �� povol�me

v�dy hranu h�k�
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for x��� to n do

for y��� to n do

begin

d�x�y���min�d�x�y�� d�x�h�k��i� � h�k��d �

� d�h�k��j�y���

d�x�y���min�d�x�y�� d�x�h�k��j� � h�k��d �

� d�h�k��i�y���

vysl�x�y���min�vysl�x�y�� d�x�y��h�k��m�

end�

�V�pis v�sledk	�


for x��� to n do

begin

for y��� to n do write�vysl�x�y�������

writeln

end

end�
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Dal
� mo�nosti 
e
itele v Excelu

PETR EMANOVSK�

P��rodov�deck� fakulta Univerzity Palack�ho v Olomouci

V �l�nku !�" popisuj� auto�i dopl�kovou aplikaci MS Excelu zvanou
�e�itel a na konkr�tn�ch p��kladech ukazuj� jej� u�ite�nost p�i hled�n� nu�
lov�ch� maxim�ln�ch a minim�ln�ch hodnot funkc�
  lohy tohoto typu se
�asto vyskytuj� v matematice� fyzice� ekonomii i v jin�ch oborech
 Pro
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st�edo
kolsk� studenty je tento numerick� n�stroj vhodn� nap��klad p�i
�e
en� rovnic nebo optimaliza�n�ch �loh� a to zejm�na v situac�ch� kdy je
'ru�n�( �e
en� �asov� n�ro�n� nebo st�edo
kolsk�mi prost�edky obt��n� re�
alizovateln�
 �e�itel tedy p�edstavuje b��n� dostupn� software� kter� lze
s v�hodou pou��vat v r�mci v�uky matematiky a dal
�ch p�edm�t� na
st�edn� 
kole

Z�kladn� n�vod pro pr�ci s �e�itelem je uveden v �l�nku !�"� p��padn�

lze nahl�dnout nap��klad do publikac� !�" nebo !�"
 V p�edlo�en�m �l�nku
uk��eme dal
� vyu�it� �e�itele� konkr�tn� vyu�it� �daj� tzv
 citlivostn�
zpr�vy p�i �e
en� �loh line�rn�ho programov�n�


�� �lohy line�rn�ho programov�n�

 lohy line�rn�ho programov�n� p�edstavuj� speci�ln� p��pad optimali�
za�n�ch �loh� p�i nich� je t�eba nal�zt maxim�ln� nebo minim�ln� hodnotu
n�jak� line�rn� funkce� p�i�em� je t�eba vyhov�t v
em omezuj�c�m podm�n�
k�m� kter� maj� tvar line�rn�ch nerovnic nebo line�rn�ch rovnic
 Studenti
st�edn�ch 
kol se s jednoduch�mi �lohami line�rn�ho programov�n� mo�
hou setkat v semin��i z matematiky viz �loha o maximalizaci zisku v !�"

Uka�me si na t�to �loze a n�kolika jej�ch modi&kac�ch z�kladn� pojmy
a postupy tzv
 citlivostn� anal�zy line�rn�ho programov�n� �viz nap�
 !�"��
kter� zkoum�� jak se m�n� optim�ln� �e
en� �lohy v z�vislosti na zm�n�ch
vstupn�ch dat modelu
 K t�to anal�ze lze vyu��t ji� zmi�ovan� citlivostn�
zpr�vy �e�itele


��� P	�klad 
 maximalizace zisku

Pap�rensk� &rma vyr�b� dva typy se
it�
 Pro konkr�tnost je ozna�me
jako A� resp
 B
 P�i v�rob� t�chto se
it� jsou pou�ity dva stroje � stroj
na st�ih�n� pap�ru a stroj na se
�v�n� list�
 Se
it typu A se na st�ihac�m
stroji p�ipravuje � minuty a se
it typu B se p�ipravuje � minut
 Na 
ic�m
stroji se se
it typu A se
�v� # minut a se
it typu B � minuty
 Proto�e
v�robce naj�m� ke ka�d�mu stroji pouze jednoho pracovn�ka� m��e ka�d�
z obou v�robn�ch proces� trvat pouze # hodin denn�� tj
 �#� minut
 Zisk
z prodeje ka�d�ho se
itu typu A �in� �� K� a zisk z prodeje ka�d�ho se
itu
typu B �� K�
 Kolik se
it� jednotliv�ch typ� by m�la &rma vyr�b�t� aby
bylo dosa�eno maxim�ln�ho zisku*
Jedn� se o jednoduchou �lohu line�rn�ho programov�n� s matematick�m

modelem tvaru$
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maximalizovat funkci

P �x� y� % ��x) ��y�

za podm�nek
�x) �y � �#�

#x) �y � �#�

x � � a y � �

�viz !�"�


��� �e
en� v Excelu
Pro �e
en� �loh line�rn�ho programov�n� se doporu�uje nejprve nasta�

vit n�kter� parametry �e�itele
 Toto nastaven� lze prov�st v dialogov�m
okn� Mo�nosti �e
itele� kter� je sou��st� okna Parametry �e
itele
�obr
 ��
 Pro na
e ��ely je d�le�it� zejm�na vybrat polo�ky Line�rn�
model a Nez�porn� ��sla
 Zapnut�m dvoupolohov�ho p�ep�na�e 'Line�
�rn� model( m��eme v�razn� zkr�tit dobu v�po�tu a rovn�� t�m zm�n�me
podobu n�kter�ch v�stupn�ch dat �nap�
 tzv
 citlivostn� zpr�vy�
 Druh�
dvoupolohov� p�ep�na� 'Nez�porn� ��sla( umo��uje automaticky zajistit
podm�nky nez�pornosti� kter� pak ji� nemus�me zad�vat spolu s ostatn�mi
omezuj�c�mi podm�nkami modelu


����
����
����

Obr� � Nastaven� parametr� �e�itele pro �lohy line�rn�ho programov�n�
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Pomoc� postupu popsan�ho v !�" lze efektivn� ur�it optim�ln� �e
en�
�lohy
 V na
em p��pad� se jedn� o hodnoty x % �� a y % ��� co� znamen��
�e je t�eba vyr�b�t �� kus� se
it� typu A a �� kus� se
it� typu B za den

Maxim�ln� zisk pak bude �init ���� K� �obr
 ��


����
����

Obr� � V�stup MS Excelu po v�po�tu optim�ln�ho �e�en� �e�itelem

�� Zpr�vy �e
itele

Po ukon�en� v�po�tu �e�itelem m� u�ivatel krom� z�kladn� podoby
v�stupu vypo�ten�ch hodnot mo�nost volby v�stupu podrobn�j
�ch infor�
mac� ve form� zpr�v
 �e�itel nab�z� t�i druhy zpr�v � v�sledkovou� cit�
livostn� a limitn�
 Zvol�me�li po�adovan� typ zpr�vy v dialogov�m okn�
V�sledky 	e
en� �obr
 ��� je tato zpr�va vygenerov�na do samostatn�ho
listu spreadsheet �obr
 ��


��������
Obr� � Volba citlivostn� zpr�vy v dialogov�m okn� �V�sledky �e�en��

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ��



����
��������

Obr� � Citlivostn� zpr�va �

Jak ji� bylo uvedeno� budeme se v tomto �l�nku v�novat citlivostn�
zpr�v�
 Tato zpr�va obsahuje �adu dal
�ch zaj�mav�ch informac�� kter�ch
m��e u�itel vyu��t p�i diskusi o �e
en� �loh line�rn�ho programov�n� se
studenty
 P�edpokladem t�to �innosti je spr�vn� pochopit n�kter� pojmy
�intervaly stability pro cenov� koe&cienty� redukovan� ceny� st�nov� ceny�
intervaly stability pro prav� strany podm�nek� a dok�zat je interpreto�
vat pro konkr�tn� podm�nky dan� �lohy
 Podrobn� vysv�tlen� uveden�ch
pojm� lze nal�zt nap��klad v publikaci !�"
 V n�sleduj�c�ch odstavc�ch se
budeme v�novat rozboru t�chto pojm� pro n�
 konkr�tn� p��pad v�roby
se
it�


��� Sn��en� n�klady a intervaly stability pro cenov� koe�cienty
V
imn�me si nejprve prvn� ��sti tabulky� viz obr
 �� nadepsan� 'M�n�n�

bu�ky(
 'Kone�n� hodnota( zde z�ejm� p�edstavuje vypo�ten� optim�ln�
�e
en� x % ��� y % �� a 'C�lov� koe&cient( �spr�vn� by m�lo b�t 'Cenov�
koe&cient(� ud�v� zisk z prodeje jednoho se
itu typu A� resp
 typu B� tj

�� K�� resp
 �� K�
 Ve sloupci 'Sn��en� n�klady( lze p�e��st tzv
 reduko�
van� ceny� kter� ud�vaj� maxim�ln� mo�nou zm�nu cenov�ch koe&cient��
kter� je
t� neovlivn� celkov� zisk
 Vzhledem k tomu� �e v na
em p��pad�
jsou ob� hodnoty v tomto sloupci nulov�� znamen� to� �e jak�koliv zm�na
cenov�ch koe&cient� m� za n�sledek zm�nu celkov�ho zisku
 Posledn� dva
sloupce s nadpisem 'Povolen� n�r�st( a 'Povolen� pokles( ud�vaj� tzv

intervaly stability pro cenov� koe&cienty
 Pokud budou nap�
 hodnoty prv�
n�ho cenov�ho koe&cientu �� m�n�ny v intervalu od ��� ��� �������� do
�� ) ��� optim�ln� �e
en� x % ��� y % �� se nezm�n� �zm�n� se pouze
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celkov� zisk z�
 Poznamenejme� �e ve skute�nosti by Excel bral za krajn�
body intervalu stability p�ibli�n� hodnoty ������� a �	�				
 Snadno se
m��eme p�esv�d�it� �e pro hodnotu cenov�ho koe&cientu ������� se opti�
m�ln� �e
en� skokem m�n� na x % �� y % #� a pro hodnotu #� na x % ���
y % �
 Pokud by tedy zisk z prodeje jednoho se
itu typu A klesl pod spodn�
hranici intervalu stability �������� K��� je ji� v�hodn�j
� vyr�b�t pouze se�

ity typu B� kter�ch se vyrob� #� kus�
 Vzroste�li naopak tento zisk nad
horn� hranici intervalu stability ��	�				 K��� je v�hodn�j
� vyr�b�t pouze
se
ity typu A� kter�ch se vyrob� �� kus�


��� St�nov� ceny a intervaly stability pro omezuj�c� podm�nky

Ve druh� ��sti tabulky nadepsan� 'Omezuj�c� podm�nky( jsou nejprve
uvedeny 'Kone�n� hodnoty(� kter� vyjad�uj� re�ln� �as� po kter� byly
oba stroje b�hem sm�ny v provozu �ka�d� �#� minut�
 Porovn�me�li tyto
hodnoty s hodnotami ve t�et�m sloupci �'Omezuj�c� podm�nka � Prav�
strana(�� vid�me� �e strojov� �as byl v obou p��padech vyu�it stoprocentn�

Tuto informaci lze samoz�ejm� vy��st i z v�stupu na obr
 � �bu�ky D��
D��
 Hodnoty ve sloupci s nadpisem 'St�nov� cena( ud�vaj� n�r�st cel�
kov�ho zisku v korun�ch p�i nav�
en� prav� strany p��slu
n� omezuj�c�
podm�nky o jednotku �v na
em p��pad� o � minutu�
 Pokud by tedy nap�

st��hac� stroj pracoval o � minutu d�le� pak by p�i zachov�n� v
ech ostat�
n�ch podm�nek vzrostl zisk o � K�
 Prodlou�en�m pracovn� doby 
ic�ho
stroje o � minutu by zisk vzrostl o ���� K�
 Poznamenejme� �e hodnoty
st�nov�ch cen � a ��� rovn�� ur�uj� koe&cienty modelu tzv
 du�ln� �lohy
line�rn�ho programov�n� �viz nap�
 !�"�� ale tato problematika ji� p�esahuje
r�mec mo�n�ho st�edo
kolsk�ho u�iva

Posledn� dva sloupce ud�vaj� tzv
 intervaly stability pro prav� strany

omezuj�c�ch podm�nek
 Nap��klad povolen� n�r�st pro pravou stranu prvn�
omezuj�c� podm�nky je ��� a povolen� pokles ���� tj
 prvn� stroj� kter� pro�
v�d� st��h�n� pap�ru� m��e pracovat bu� o ��� minut d�le nebo o ��� minut
m�n�� ani� by do
lo ke zm�n� optim�ln�ho rozvr�en� v�roby
 Znamen� to�
�e vzroste�li hodnota prav� strany prvn� nerovnice modelu o v�ce ne� ���
nebo klesne�li o v�ce ne� ���� p�est�v� b�t v�roba jednoho z typ� se
itu
v�hodn�
 Konkr�tn�� pro hodnotu prav� strany prvn� podm�nky ��#� do�
st�v�me optim�ln� �e
en� x % �	� y % � �obr
 ��� tj
 pokud pracovn� vyu�it�
prvn�ho stroje nep�ev�
� hodnotu ��# minut� je optim�ln� vyr�b�t �	 kus�
se
itu A se ziskem ���� K�
 Vid�me rovn��� �e �as druh�ho stroje� tj
 
ic�ho�
nebude v tomto p��pad� zcela vyu�it �bu�ka D��
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Obr� � V�stup MS Excelu po v�po�tu optim�ln�ho �e�en� �e�itelem �

Z citlivostn� zpr�vy �obr
 �� lze tak� vy��st� �e sn��en� n�klady pro
y nyn� �in� ���
 To lze interpretovat tak� �e zv�
en�m zisku z prodeje
jednoho se
itu typu B o jakoukoliv hodnotu nep�esahuj�c� �� K� se celkov�
zisk nezm�n�
 Pokud tedy bude zisk ze se
itu B men
� ne� 	� K�� st�le je
v�hodn�j
� vyr�b�t pouze se
it typu A


����
����

Obr� � Citlivostn� zpr�va �

Bude�li hodnota prav� strany prvn� podm�nky ���� dostaneme optim�ln�
�e
en� x % � a y % ��� �obr
 ��� tj
 pokud pracovn� vyu�it� prvn�ho stroje
neklesne pod hodnotu ��� minut� je optim�ln� vyr�b�t ��� kus� se
itu B
se ziskem �#�� K�
 Vid�me rovn��� �e �as druh�ho stroje� tj
 
ic�ho� bude
v tomto p��pad� zcela vyu�it �bu�ka D��

V tomto p��pad� lze vy��st z citlivostn� zpr�vy �obr
 #�� �e sn��en� n��

klady pro x �in� ���
 To lze interpretovat tak� �e zv�
en�m zisku z prodeje
jednoho se
itu typu A o jakoukoliv hodnotu nep�esahuj�c� �� K� se celkov�
zisk nezm�n�
 V p��pad�� �e zisk ze se
itu A bude men
� ne� #� K�� je st�le
v�hodn�j
� vyr�b�t pouze se
it typu B
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Obr� 
 V�stup MS Excelu po v�po�tu optim�ln�ho �e�en� �e�itelem �

����
��������

Obr� � Citlivostn� zpr�va �

Podobnou diskusi lze prov�st i pro druhou podm�nku

V
echny uveden� vztahy lze student�m demonstrovat postupn�m m��

n�n�m p��slu
n�ch bun�k excelovsk�ho se
itu a n�sledn�m v�po�tem no�
v�ho optim�ln�ho �e
en� �e�itelem� p��p
 vygenerov�n�m nov� citlivostn�
zpr�vy
 Poznamenejme� �e v n�kter�ch p��padech m��eme dostat nece�
lo��seln� optim�ln� �e
en�� kter� nem� pro na
i �lohu re�ln� smysl
 Tuto
nep��jemnost lze odstranit dopln�n�m podm�nek celo��selnosti pro m�n�n�
bu�ky B� a C� v dialogov�m okn� 'Parametry �e
itele(
 Po p�id�n� t�chto
podm�nek ji� �e
itel ur�� celo��seln� optim�ln� �e
en�� nevygeneruje v
ak
citlivostn� zpr�vu


�� Z�v�r
Uveden� uk�zky nazna�uj�� �e �e�itel m��e b�t opravdu u�ite�n�m po�

mocn�kem usnad�uj�c�m a zpest�uj�c�m v�uku matematiky a dal
�ch st�e�
do
kolsk�ch p�edm�t�
 Jak�m zp�sobem se jej poda�� ve v�uce vyu��t ji�
z�le�� na u�itelov� kreativit� a invenci
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ZPR�VY

 st�edn� kolo �	
 ro�n�ku MO#st�edn� kolo �"� ro�n�ku Matematick�
olympi�dy v kategorii A se uskute�nilo
v term�nu ��� ! ��� �� �	�	 v Chebu� Or�
ganiz�torem III� �z�v�re�n�ho
 kola sou�
t��e byla v leto�n�m roce Krajsk� komise
MO v Karlovarsk�m kraji� Z��titu nad $�
n�lovou ��st� MO p�evzali PaedDr
 Josef
Novotn�� hejtman Karlovarsk�ho kraje�
MUDr
 Jan Svoboda� starosta m�sta Che�
bu a Mons
 Franti�ek Radkovsk�� biskup
plze%sk�� kte�� se z��astnili slavnostn�ho
zah�jen� �st�edn�ho kola� To se uskute��
nilo v ned�li ��� b�ezna �	�	 v prostor�ch
Fakulty ekonomick� Z�pado�esk� Univer�
zity v Chebu� Krom� sout���c�ch� �len�
#K MO a garant� se zah�jen� sout��e z��
�astnili rovn�� pozvan� host�� mezi nimi�
byli p�edev��m z�stupci spole�ensk�ho �i�
vota v Chebu a v Karlovarsk�m kraji a d��
le z�stupci sponzor� �skupina &EZ� ECO�
VIS Corporate Finance s� r� o�
� Sout���c�
a �lenov� #st�edn� komise MO �#K MO

byli ubytov�ni v Domov� ml�de�e St�edn�
zdravotnick� �koly v Chebu� Vlastn� sou�
t�� se p�itom po oba sout��n� dny konala
v u�ebn�ch Gymn�zia Cheb�
Na z�klad� jednotn� koordinace �loh

krajsk�ho �II�
 kola v kategorii A pozvala
#K MO k ��asti ve III� kole �� nejlep�

��ch �e�itel� z cel� republiky �jeden z nich
se v�ak p�edem omluvil
� Sv�ho z�stupce
v �st�edn�m kole nem�l tentokr�t pouze
Libereck� kraj� Sout��n�mi dny byly ���
a ��� b�ezen �	�	�

Na �e�en� obou trojic sout��n�ch �loh
m�li sout���c� ji� tradi�n� vyhrazeny v�dy
��� hodiny �ist�ho �asu a za ka�dou �lohu
mohli p�itom z�skat maxim�ln� 
 bod��

Cheb�t� organiz�to�i p�ipravili pro sou�
t���c� a pro �leny #K MO atraktivn� do�
provodn� program� Odpoledne po prvn�m
sout��n�m dnu bylo vyhrazeno z�jezdu do
p��rodn� rezervace SOOS pobl�� Franti��
kov�ch L�zn� a prohl�dce historick�ho cen�
tra Chebu� N�sleduj�c� den odpoledne byla
pro z�jemce zaji�t�na prohl�dka z�mku
Kyn�vart spojen� s n�v�t�vou nedalek�ch
Mari�nsk�ch L�zn��

Slavnostn� vyhl��en� v�sledk� a p�ed��
n� cen nejlep��m sout���c�m se uskute�nilo
ve st�edu ��� b�ezna �	�	 dopoledne v aule
FEK Z&U v Chebu za p��tomnosti p�ed�
stavitel� m�sta Plze% a z�stupc� Z&U
v Plzni� P�edseda #K MO doc
 Jarom
r
�im�a pod�koval ve sv�m z�v�re�n�m pro�
jevu v�em� kte�� se zaslou�ili o zd�rn� pr��
b�h �st�edn�ho kola MO v kategorii A�
p�edev��m pak p�edsedovi Krajsk� komise
MO v Karlovarsk�m kraji ! Mgr
 Josefu
Hazimu ! a kr�tce informoval v�echny p���
tomn� o �st�edn�m kole v jubilejn�m� �	�
ro�n�ku MO� kter� se uskute�n� v terminu
�
� ! �	� �� �	�� v Brn��
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