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�ten��i je patrn� nerovnost z n�zvu �l�nku dob�e zn�ma� Pro libovoln�
dv� n�tice re�ln�ch �	sel x�� x�� � � � � xn a y�� y�� � � � � yn plat	


x�y��x�y�� � � � �xnyn�
� � 
x���x��� � � � �x�n�
y

�
��y��� � � � �y�n�� 

�

p�i�em� rovnost nastane� pr�v� kdy� bu� jsou v�echna �	sla xk nulov��
nebo plat	 rovnosti yk � txk 
k � 
� �� � � � � n� pro vhodn� re�ln� �	slo t�
Cauchyho�Schwarzova� nerovnost 

� a jej	 zobecn�n	 pro nekone�n� �ady
a integr�ly hraj	 v�znamnou roli v mnoha odv�tv	ch matematiky� P�esv�d�
�iv� to dokl�d� ned�vno vy�l� kniha ��� ur�en� �irok�mu okruhu �ten��� se
z�jmem o sjednocuj	c	 a p�ehledn� pohled na v sou�asnosti rozr�zn�n� ma�
tematick� discipl	ny a jejich historick� v�voj� Pr�v� takov�mu posouzen	
Cauchyho�Schwarzovy nerovnosti je kniha ��� v�nov�na�

V element�rn	 matematice nal�z� nerovnost 

� uplatn�n	 jak v geomet�
rii� tak i algeb�e� V prvn	m p�	pad� jde o vyj�d�en	 z�kladn	 nerovnosti pro
skal�rn	 sou�in dvou vektor� eukleidovsk�ho prostoru 
obecn� dimenze n��
v druh�m p�	pad� o prost�edek efektivn	ho dokazov�n	 nejr�zn�j�	ch alge�
braick�ch nerovnost	� kter�mu se budeme v�novat pr�v� v tomto �l�nku�
�etn� p�	klady na toto t�ma lze nal�zt i v dostupn�ch �esk�ch publikac	ch
���� ��� a ���� P�esto se v posledn	ch letech v textech r�zn�ch matematick�ch

�N�kdy se nerovnosti ��k� Cauchyho�Bunjakovsk�ho nebo jen Cauchyho �i Schwar�
zova� V textech r	zn� n�rodn� provenience bychom asi na
li pojmenov�n� nerovnosti
p��slu
n� ka�d� nepr�zdn� podmno�in� X � fCauchy� Schwarz� Bunjakovskijg�
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sout��	 i jin� literatu�e objevily dal�	 uk�zky algebraick�ho uplatn�n	 ne�
rovnosti 

�� s nimi� se nyn	 z��sti sezn�m	me� Jejich prezentace bude o to
zaj	mav�j�	� �e v�echny d�kazy bude spojovat spole�n� metodick� obrat�
toti� u�it	 nerovnosti 

� v jedn� speci�ln	 podob��� n	�e vyj�d�en� vzor�
cem 
��� �ten��i� kte�	 se cht�j	 v dokazov�n	 algebraick�ch nerovnost	 zdo�
konalit� jist� tuto 
pro mnoh� novou� zku�enost ocen	� nebo� u obt	�n�j�	ch
�loh je �asto nesnadn� objevit� �e je v�bec mo�n� Cauchyho�Schwarzovu
nerovnost uplatnit� P�	�ina spo�	v� v tom� �e vhodn� slo�ky xk � yk pat�i�n�
nerovnosti 

� maj	 
v prom�nn�ch t� nerovnosti� kterou chceme dok�zat�
pom�rn� slo�it� vyj�d�en	 zapsan� obvykle lomen�mi v�razy s odmocni�
nami�

Zn�m�m 
pro sv� �etn� aplikace� je zvl��tn	 p�	pad Cauchyho�Schwarzo�
vy nerovnosti� kter� dostaneme� kdy� v 

� polo�	me xk � 
 pro ka�d�
k � 
� �� � � � � n 
a pro ��ely dal�	ho v�kladu zam�n	me ozna�en	 yk za uk��
Libovoln� n�tice re�ln�ch �	sel u�� u�� � � � � un spl�uje nerovnost�


u� � u� � � � � � un�
� � n

�
u�� � u�� � � � � � u�n

�
� 
��

p�i�em� rovnost nastane jedin� v p�	pad� u� � u� � � � � � un� I kdy� je
to dob�e patrn�� zd�razn�me� �e k nerovnosti 
�� se obrac	me� kdykoliv
chceme vyj�d�it nerovnostn	 vztah mezi sou�tem n�kolika re�ln�ch �	sel
a sou�tem jejich druh�ch mocnin� Jsou v�ak situace 
kter�mi se budeme
zab�vat pr�v� v tomto �l�nku�� kdy v jednom nebo obou zm	n�n�ch sou��
tech jsou s�	tanci opat�eny ur�it�mi v�hov�mi koe�cienty pk� resp� qk� Pro
takto upraven� sou�ty v �pln� obecnosti plat	 nerovnost


p�u� � p�u� � � � � � pnun�� �

�
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p��
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�
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� � � � �
p�n
qn

�

q�u�� � q�u

�
� � � � � � qnu

�
n� �

Dostaneme ji� kdy� do 

� dosad	me xk � pk�
p
qk a yk � uk

p
qk 
p�ed�

pokl�d�me p�itom� �e qk � � pro ka�d� k � 
� �� � � � � n�� Takto obecn�
pojatou nerovnost� kterou ilustrujeme p�	kladem bez koment��e�x

�
�
y

�
�
z

 

��
� x�

�
�
y�

�
�
z�

 
plat	 pro v�echna x� y� z � R �

�V literatu�e se pro ni ojedin�le u��v� n�zev Engelova forma Cauchyho�Schwarzovy
nerovnosti� a to podle jm�na autora knihy �
�� v n�� je tato forma zaps�na p�i odvozen�
tzv� Carlsonovy nerovnosti� kterou uvedeme v z�v�ru �e
en� p��kladu 
�

�Pr�v� j� se �asto ��k� Cauchyho nerovnost� P��klady jej�ho uplatn�n� jsou pops�ny
ve v
ech zdroj�ch uveden�ch v z�v�re�n�m seznamu literatury�

�
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v�ak v d�kazech d�le uveden�ch nerovnost	 pot�ebovat nebudeme� Vysta�
�	me toti� s p�	padem� kdy se v�echny koe�cienty pk rovnaj	 
� Krom� toho
bude kv�li odkaz�m v�hodn� zam�nit kladn� koe�cienty qk p�evr�cen�mi
�	sly 
�qk� Na�e podoba Cauchyho�Schwarzovy nerovnosti tak bude tvaru


u��u�� � � � �un�� � 
q�� q�� � � � � qn�

�
u��
q�

�
u��
q�

� � � � �
u�n
qn

�
� 
��

Podejme nyn	 p�	m� d�kaz nerovnosti 
�� pro libovoln� n�tice re�ln�ch
�	sel u�� u�� � � � � un a kladn�ch koe�cient� q�� q�� � � � � qn� jednak proto� �e
jsme d�kaz obecn�j�	 nerovnosti 

� v tomto �l�nku neuvedli� jednak proto�
abychom t	m popsali zaj	mav� induktivn	 postup� kter� l�pe osv�tluje
vnit�n	 strukturu nerovnosti 
��� Ta je pro n � 
 trivi�ln	 rovnost� pro
n � � ji dok��eme tak� �e po rozn�soben	 obou sou�in� od nich ode�teme
u�� � u�� a pak je je�t� vyn�sob	me 
kladn�m� sou�inem q�q�� Dostaneme

�q�q�u�u� � q��u
�
� � q��u

�
� neboli � � 
q�u� � q�u��

� �

tak�e 
�� pro n � � plat	� Pro druh� induk�n	 krok je v�hodn� nerov�
nost 
�� p�epsat do dob�e zapamatovateln�ho tvaru

u��
q�

�
u��
q�

� � � � �
u�n
qn

� 
u� � u� � � � � � un��

q� � q� � � � � � qn

a pak tuto !novou" nerovnost pro n � k � 
 z	skat ze stejn� nerovnosti
pro n � k s n�sledn�m vyu�it	m ji� dok�zan� nerovnosti pro n � ���

u��
q�

�
u��
q�

� � � � �
u�
k

qk

�
�
u�
k��

qk��
� 
u� � u� � � � � � uk��

q� � q� � � � � � qk
�
u�
k��

qk��
�

� 

u� � u� � � � � � uk� � uk���
�


q� � q� � � � � � qk� � qk��
�

T	m je cel� d�kaz hotov� Z uveden�ho postupu snadno plyne 
ov��te��
�e rovnost v dok�zan� rovnosti 
�� nastane� pr�v� kdy� plat	 n rovnost	
uk � tqk pro vhodn� t � R a ka�d� k � 
� �� � � � � n�

Nyn	 ji� p�istoup	me k jednotliv�m uk�zk�m aplikac	 nerovnosti 
���
�asto v obecn�j�	m pod�n	� ne� v jak�m byly uvedeny ve zdrojov� literatu�e

proto na ni neuv�d	me odkazy��
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P��klad �

Doka�te� �e pro libovoln� re�ln� �	sla x�� x�� � � � � xn plat	 nerovnosti


x� � x� � � � � � xn�
� � �x�� � �x�� � � � � � �nx�n �


x� � x� � � � � � xn�� � �x�� �  x�� � � � � � 
n� � n�x�n �

p�i�em� rovnosti nastanou� jedin� kdy� x� � x� � � � � � xn � ��

�e�en�� Podle nerovnosti 
�� s �	sly uk � xk a koe�cienty qk � 
��k

dost�v�me


x�� x�� � � � �xn�� �
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�x�� � �x�� � � � � � �nx�n� �

Proto�e prvn	 �initel v posledn	m v�razu je men�	 ne� 
� je prvn	 zadan�
nerovnost dok�z�na� Rovnost v n	 nastane� jen kdy� je druh� �initel v po�
sledn	m v�razu nulov�� V takov� p�	pad� z�ejm� mus	 platit xk � � pro
ka�d� k� Podobn� tvrzen	 o druh� zadan� nerovnosti dok��eme� kdy� m	sto
koe�cient� qk � 
��k vezmeme qk � 
�
k� � k�� nebo� pro n� plat	

q� � q� � � � � � qn �
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Dodejme je�t�� �e volbou jin�ch koe�cient� qk � 
�k� dostaneme po limit�
n	m p�echodu n�� tzv� Carlsonovu nerovnost�

�X
k��

xk

��

� ��

 
�
�X
k��

k�x�k �

P��klad �

Pro libovolnou permutaci b�� b�� � � � � bn dan� n�tice kladn�ch �	sel a��
a�� � � � � an doka�te nerovnost

a� � a� � � � � � an � �a��
b� � b�

�
�a��

b� � b�
� � � � �

�a�n
bn � b�

�
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�e�en�� Nerovnost

a� � a� � � � � � an�

� �

� � 
b� � b� � � � � � bn�

�
a��

b� � b�
�

a��
b� � b�

� � � � �
a�n

bn � b�

�

obdr�	me� kdy� v 
�� polo�	me uk � ak a qk � bk � bk�� 
kde bn�� � b���
Proto�e oba sou�ty a��a�� � � � �an a b��b�� � � � �bn jsou rovny t�mu�
kladn�mu �	slu� po vyd�len	 vypsan� nerovnosti t	mto �	slem dostaneme
nerovnost� kterou jsme m�li dok�zat�

P��klad ���

Nech� pro kladn� �	sla a� b� c plat	 abc � 
� Doka�te nerovnost

ab� ac� bc � �
a�
b� c�

�
�

b�
a� c�
�

�
c�
a� b�

�

�e�en�� D	ky podm	nce abc � 
 m��eme zadanou nerovnost zapsat ve
tvaru
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To je v�ak d�	ve dok�zan� nerovnost z p�	kladu � pro n � � s po�ad	m

 �
b
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c
� �
a
� trojice �	sel 
 �

a
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P��klad �

Nech� nez�porn� �	sla a�� a�� � � � � an� kde n � �� spl�uj	 podm	nku
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Doka�te nerovnost

p
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p
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p
n� a� � a� � � � � � an �

�e�en�� Zap	�eme nerovnost 
�� s �	sly uk �
p
ak a qk � 
 � ak a rovnou

uprav	me jej	 pravou stranu s ohledem na zadanou podm	nku�



p
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p
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p
an�

� �
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Odtud po odmocn�n	 obou krajn	ch v�raz� dostaneme pot�ebn��

P��klad �

Pro libovolnou permutaci b�� b�� � � � � bn dan� n�tice kladn�ch �	sel a��
a�� � � � � an doka�te nerovnost

a��
b�

�
a��
b�

� � � � �
a�n
bn

� a��
b��

�
a��
b��

� � � � �
a�n
b�n

�

�e�en�� Zap	�eme nerovnost 
�� s �	sly uk � a�
k
�bk a koe�cienty qk � ak�

S ohledem na odtud plynouc	 rovnosti u�
k
�qk � a�

k
�b�
k
obdr�	me

�
a��
b�

�
a��
b�

� � � � �
a�n
bn

��
� 
a� � a� � � � � � an�

�
a��
b��

�
a��
b��

� � � � �
a�n
b�n

�
�

Nerovnost ze zad�n	 tak bude dok�z�na� kdy� uk��eme� �e plat	

a� � a� � � � � � an � a��
b�

�
a��
b�

� � � � �
a�n
bn

� 
��

To u� je jednoduch� permuta�n	 nerovnost� hodnota sou�tu

a��
b�

�
a��
b�

� � � � �
a�n
bn

s danou n�tic	 
ak� je nejmen�	 pro tu permutaci 
bk�� kter� je tvo�ena �	sly
bk � 
�ak� k � 
� �� � � � � n� Nerovnost 
�� v�ak m��eme rovn�� zd�vodnit

�
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pomoc	 dal�	 nerovnosti 
��� tentokr�t s �	sly uk � ak a koe�cienty qk � bk�
je� bude m	t tvar


a� � a� � � � � � an�
� � 
b� � b� � � � � � bn�

�
a��
b�

�
a��
b�

� � � � �
a�n
bn

�
�

Odtud po vyd�len	 �	slem b��b�� � � � �bn rovn�m �	slu a��a�� � � � �an
skute�n� vypl�v� nerovnost 
���

P��klad �

Doka�te� �e pro libovoln� kladn� �	sla a� b� c� r� s plat	 nerovnost

a

rb� sc
�

b

rc � sa
�

c

ra� sb
� �
r � s

�

p�i�em� rovnost nastane� pr�v� kdy� a � b � c�

�e�en�� Abychom i tentokr�t mohli uplatnit nerovnost 
��� roz�	�	me zlom�
ky v lev� stran� L dokazovan� nerovnosti po �ad� �	sly a� b� c� Z	sk�me
tak vyj�d�en	

L �
a�

rab� sac
�

b�

rbc� sba
�

c�

rca� scb
�

D�	ve ne� vyp	�eme nerovnost 
�� pro n � � s �	sly u� � a� u� � b� u� � c
a koe�cienty q� � rab� sac� q� � rbc� sba� q� � rca � scb� v�imn�me si�
�e pro takto vybran� koe�cienty qk plat	

q� � q� � q� � rab� sac� rbc� sba� rca� scb � 
r � s�
ab� bc� ca� �

Proto m� doty�n� nerovnost 
�� tvar


a� b� c�� � 
r � s�
ab� bc� ca� � L �
tud	� dokazovan� vztah L � ��
r � s� plat	� je�li spln�na podm	nka

�
ab� bc� ca� � 
a� b� c�� �

Ov��it posledn	 
pom�rn� zn�mou� obecn� platnou nerovnost je snadn��
pro dvojn�sobek rozd	lu prav� a lev� strany toti� plat	

�
a� b� c�� �  
ab� bc� ca� � 
a� b�� � 
b� c�� � 
c� a�� � � �
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T	m je d�kaz p�vodn	 nerovnosti hotov� Aby v n	 nastala rovnost� mus	
b�t podle posledn	 nerovnosti v�echna t�i �	sla a � b� b� c a c � a rovna
nule� tj� mus	 platit a � b � c 
pak skute�n� rovnost v p�vodn	 rovnosti
nastane� jak se snadno p�esv�d�	me dosazen	m��

Dodejme� �e speci�ln	m p�	padem pr�v� dok�zan� nerovnosti� a sice pro
koe�cienty r � s � 
� je popul�rn	 tzv� Nesbittova nerovnost

a

b� c
�

b

c� a
�

c

a� b
� �

�
�

kter� se objevila nap�	klad v 
� kole kategorie B prvn	ho ro�n	ku �es�
koslovensk� MO ve �koln	m roce 
%�
&
%��� Dostaneme ji tak� volbou
x � y � z � 
 v n�sleduj	c	m zaj	mav�m zobecn�n	�

P��klad ���

Pro libovoln� kladn� �	sla a� b� c a re�ln� �	sla x� y� z doka�te nerovnost

ax�

b� c
�

by�

c� a
�

cz�

a� b
� xy � yz � zx� x� � y� � z�

�
�

Pro kter� x� y� z 
z�visl� na a� b� c� nastane rovnost'

�e�en�� Se�teme�li dokazovanou nerovnost s obecn� platnou rovnost	


b� c�x�

b� c
�


c� a�y�

c� a
�


a� b�z�

a� b
� x� � y� � z� �

dostaneme ekvivalentn	 nerovnost


a� b� c�

�
x�

b� c
�

y�

c� a
�

z�

a� b

�
�

� xy � yz � zx�
x� � y� � z�

�
�


x� y � z��

�
�

To je v�ak 
vyd�len� �	slem �� nerovnost 
�� pro n � � s �	sly u� � x�
u� � y� u� � z a koe�cienty q� � b� c� q� � c� a� q� � a� b� nebo� plat	
q�� q�� q� � �
a� b� c�� Rovnost v uplatn�n� nerovnosti nastane� pr�v�
kdy� pro vhodn� re�ln� �	slo t bude platit

x � t
b� c�� y � t
c� a� a z � t
a� b� �
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P��klad ���

Doka�te� �e pro libovoln� re�ln� �	sla x� y� z v�t�	 ne� �
 plat	 nerovnost

 � x�


 � y � z�
�


 � y�


 � z � x�
�


 � z�


 � x� y�
� � �

p�i�em� rovnost nastane� pr�v� kdy� x � y � z � 
�

�e�en�� Proto�e �	sla 
�y� 
�z� 
�x jsou dle zad�n	 kladn�� maj	 zlomky
v lev� stran� nerovnosti kladn� jmenovatele� Pro prvn	 zlomek ( d	ky ne�
rovnosti 

� y�� � �� z n	� plyne y � �

�


 � y�� ( proto plat	


 � x�


 � y � z�
� 
 � x�


 � z� �

 � y�

�

�

p�i�em� rovnost nastane jedin� pro y � 
� Z t�to a obdobn�ch nerovnost	
pro ostatn	 dva zlomky proto se�ten	m obdr�	me


 � x�


 � y � z�
�


 � y�


 � z � x�
�


 � z�


 � x� y�
�

� 
 � x�


 � z� �

 � y�

�

�

 � y�


 � x� �

 � z�

�

�

 � z�


 � y� �

 � x�

�

�

p�i�em� rovnost nastane jedin� v p�	pad� x � y � z � 
� K dokon�en	
d�kazu proto sta�	 ov��it nerovnost


 � x�


 � z� �

 � y�

�

�

 � y�


 � x� �

 � z�

�

�

 � z�


 � y� �

 � x�

�

� � �

To je v�ak dok�zan� nerovnost z p�	kladu � pro �	sla a � 
�x�� b � 
�y��
c � 
 � z� a koe�cienty r � �

�
a s � 
�

P��klad �

Nech� pro kladn� �	sla a� b� c plat	 ab � bc � ca � �� Pro ka�d� r � �
doka�te nerovnost

a

b
r � c�
�

b

c
r � a�
�

c

a
r � b�
� �
r � 


�
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Uka�te rovn��� �e rovnost nastane jedin� v p�	pad� a � b � c � 
�

�e�en�� Zlomky na lev� stran� L roz�i�me po �ad� �	sly a� b� c� Dostaneme
vyj�d�en	

L �
a�

rab� abc
�

b�

rbc� abc
�

c�

rca� abc

a uplatn	me nerovnost 
�� pro n � � s �	sly u� � a� u� � b� u� � c
a koe�cienty q� � rab� abc� q� � rbc� abc� q� � rca� abc� Podle n	 plat	


a� b� c�� � 
q� � q� � q�� � L � 
��

D	ky zn�m� nerovnosti 
a � b� c�� � �
ab� bc� ca�� dok�zan� v z�v�ru
�e�en	 p�	kladu �� s p�ihl�dnut	m k podm	nce ab� bc� ca � � dost�v�me
z nerovnosti 
�� pro v�raz L odhad

L � %
q� � q� � q�

�
%

r
ab� bc� ca� � �abc
�

�
r � abc

�

K dokon�en	 d�kazu proto sta�	 uk�zat� �e plat	 abc � 
� To je v�ak snadn�
d�sledek AG�nerovnosti pro trojici �	sel ab� bc� ca� podle kter� v na�	 situaci
plat	


 �
ab� bc� ca

�
� �
p
ab � bc � ca � �

p

abc�� �

tak�e skute�n� abc �
p

� � 
� Aby zde nastala rovnost� mus	 kv�li pou�it�

AG�nerovnosti platit ab � bc � ca � 
� neboli a � b � c � 
�

P��klad ���

Nech� pro kladn� �	sla a� b� c plat	 a�b�c � �� Pro ka�d� r � � doka�te
nerovnost

a
p
b

c
r
p
b�

p
ca�

�
b
p
c

a
r
p
c�

p
ab�

�
c
p
a

b
r
p
a�

p
bc�

� �
r � 


�

Uka�te rovn��� �e rovnost nastane� pr�v� kdy� a � b � c � 
�

�e�en�� Prvn	 ze zlomk� na lev� stran� nerovnosti lze upravit do tvaru

a
p
b

c
r
p
b�

p
ca�

�
a
p
b � 
p

ca

c
r
p
b�

p
ca� � 
p

ca

�

r
ab

c

r

r
bc

a
� c

� 
 �
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Podobn� lze zapsat i zbyl� dva zlomky� To n�s motivuje k substituc	m

a� �

r
bc

a
� b� �

r
ca

b
� c� �

r
ab

c
�

V�imn�me si� �e pro takto zaveden� kladn� re�ln� �	sla a�� b�� c� plat	
b�c� � a� c�a� � b a a�b� � c� tak�e zadanou podm	nku a � b � c � �
m��eme zapsat rovnost	 b�c� � c�a� � a�b� � � a dokazovanou nerovnost
lze p�epsat podle vzoru 
 � do tvaru 
zachov�me p�itom po�ad	 t�	 zlomk��

c�
ra� � a�b�

�
a�

rb� � b�c�
�

b�
rc� � c�a�

� �
r � 


�

Nach�z	me se tak p�esn� v situaci vy�e�en�ho p�	kladu  s �	sly a� b� c
zam�n�n�mi �	sly a�� b�� c�� S vyu�it	m jeho v�sledku je tak cel� d�kaz
hotov� nebo� nav	c z rovnost	 a� � b� � c� � 
 z�ejm� plyne a � b � c � 
�

P��klad 	

Pro libovoln� kladn� �	sla a� b� c doka�te nerovnost

a

b� � c�
�

b

c� � a�
�

c

a� � b�
�

�
a� b� c

�

�e�en�� Podobn� jako v p�	kladu � zlomky na lev� stran� L dokazovan�
nerovnosti roz�	�	me po �ad� �	sly a� b� c

L �
a�

a
b� � c��
�

b�

b
c� � a��
�

c�

c
a� � b��

a uplatn	me nerovnost 
�� pro n � � s �	sly u� � a� u� � b� u� � c
a koe�cienty q� � a
b� � c��� q� � b
c� � a��� q� � c
a� � b��� Z takov�
nerovnosti


a� b� c�� � �a
b� � c�� � b
c� � a�� � c
a� � b��
� � L

vyplyne k��en� nerovnost L � ��
a� b� c�� bude�li platit


a� b� c�� � �a
b� � c�� � �b
c� � a�� � �c
a� � b�� �
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Po rozn�soben	 lev� strany dostaneme t�i �leny typu x�� �est �len� typu
�x�y a jeden �len  abc� tak�e ekvivalentn	 ostr� nerovnost bude m	t tvar

a� � b� � c� �  abc � a
b� � c�� � b
c� � a�� � c
a� � b��

a bude s ohledem na skute�nost� �e abc � �� dok�z�na� bude�li platit
neostr� nerovnost

a� � b� � c� � �abc � a
b� � c�� � b
c� � a�� � c
a� � b�� � 
#�

S ohledem na symetrii nerovnosti 
#� p�edpokl�dejme� �e c � minfa� b� cg�
Pak plat	

� � c
a� c�
b� c� � c� � abc� ac� � bc� �

tak�e k d�kazu 
#� bude sta�it� aby za p�edpokladu c � minfa� b� cg platilo

a� � b� � �abc � ab� � ba� � c
a� � b�� �

Osamostan	me�li �leny bez prom�nn� c na v�t�	 stran� a �leny s prom�n�
nou c na men�	 stran�� dostaneme nerovnost 
men�	 stranu s vytknutou
prom�nnou c nap	�eme vlevo�

c 
a� b�� � a� � b� � ab� � ba� � 
a� b�
a� b�� �

kter� je zvolen�m p�edpokladem z�ejm� zaru�ena� T	m je ostr� nerovnost
ze zad�n	 p�	kladu dok�z�na� Dodejme� �e se samoz�ejm� nab	z	 ot�zka�
zda pro n�kter� r � � nen	 obecn� spln�na siln�j�	 neostr� nerovnost

a

b� � c�
�

b

c� � a�
�

c

a� � b�
� r

a� b� c
� 
$�

Obvykl� volba a � b � c d�v� v 
$� rovnost pro r � �

�
� �� Pokud ov�em

do 
$� dosad	me a � 
 a b � c � t � 
� dostaneme nerovnost



�t�

�
�t

t� � 

� r

�t� 

�

z n	� po don�soben	 �	slem t a limitn	m p�echodem t � � dostaneme
� � �

�
r neboli r � �� Proto volba konstanty r � � v zad�n	 p�	kladu byla

optim�ln	�
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P��klad 


Pro libovoln� kladn� �	sla a� b� c doka�te nerovnost

a� � bc

�a� � b� � c�
�

b� � ca

�b� � c� � a�
�

c� � ab

�c� � a� � b�
� � �

�e�en�� Dokazovanou nerovnost vyn�sob	me z�porn�m �	slem �� a se�
�teme se z�ejmou rovnost	

�a� � b� � c�

�a� � b� � c�
�

�b� � c� � a�

�b� � c� � a�
�

�c� � a� � b�

�c� � a� � b�
� � �

Dostaneme tak ekvivalentn	 nerovnost


b� c��

�a� � b� � c�
�


c� a��

�b� � c� � a�
�


a� b��

�c� � a� � b�
� � � 
%�

kterou nyn	 dok��eme troj	m u�it	m nerovnosti 
�� pro n � �� Nejprve
volbou �	sel u� � b� u� � c a koe�cient� q� � b� � a�� q� � c� � a�

obdr�	me nerovnost


b� c�� � 
�a� � b� � c��

�
b�

b� � a�
�

c�

c� � a�

�
�

z n	� po vyd�len	 prvn	m �initelem z prav� strany plyne


b� c��

�a� � b� � c�
� b�

b� � a�
�

c�

c� � a�
�

Analogicky se odvod	 nerovnosti


c� a��

�b� � c� � a�
� c�

c� � b�
�

a�

a� � b�
�


a� b��

�c� � a� � b�
� a�

a� � c�
�

b�

b� � c�
�

Zb�v� konstatovat� �e nerovnost 
%� plyne se�ten	m posledn	ch t�	 nerov�
nost	� nebo� sou�et �esti zlomk� z jejich prav�ch stran se z�ejm� rovn�
�	slu ��

�ten��i se mohou pokusit ov��it stejnou metodou podobnou nerovnost

�a� � �bc
�a� � b� � �c�

�
�b� � �ca

�b� � c� � �a�
�

�c� � �ab
�c� � a� � �b�

� � �
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Obecn� tvar nerovnosti� kterou popsan� postup umo��uje odvodit� najdete

kv�li n�sleduj	c	 v�zv� formou ot�zky� a� v z�v�ru cel�ho �l�nku� Objev	te
ho p�edt	m sami'

P��klad 
��

Nech� kladn� �	sla a� b� c spl�uj	 vztah a��b��c� � 
� Doka�te nerovnost




� ab

�




� bc
�




� ca

� %
�
�

�e�en�� Po se�ten	 dokazovan� nerovnosti se z�ejmou rovnost	

ab� 


� ab

�
bc� 


� bc

�
ca� 


� ca

� ��

dostaneme ekvivalentn	 nerovnost

ab


� ab
�

bc


� bc
�

ca


� ca
� �

�
� 

��

Zlomky t�ho� typu z lev� strany 

�� odhadneme zp�sobem� kter� pop	�
�eme jen u prvn	ho zlomku�� Pro jeho �itatel plat	 odhad ab � �

�

a� b���

D	ky vztahu a� � b� � c� � 
 je prav� strana nerovnosti ab � �

�

a� � b��

rovna v�razu �

�


� c��� a tud	� pro jmenovatel zkouman�ho zlomku plat	


� ab � 
� 
� c�

�
�


 � c�

�
�
a� � b� � �c�

�
�

Dohromady tak z	sk�v�me odhad

ab


� ab
�

�

�

a� b��

�

�

a� � b� � �c��

�

a� b��

�
a� � b� � �c��
�

Kdy� podobn� odhadneme i zbyl� dva zlomky v nerovnosti 

��� zjist	me

po vyn�soben	 �	slem ��� �e nam	sto 

�� sta�	 dok�zat stejnou nerovnost


a� b��

a� � b� � �c�
�


b� c��

b� � c� � �a�
�


c� a��

c� � a� � �b�
� � �

pomoc	 n	� jsme ji� d�	ve vy�e�ili p�	klad $�

�V dal
�ch dvou v�t�ch vyu�ijeme AG�nerovnosti pro dvojice ��sel a� b� resp� a�� b��
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P��klad �

Nech� re�ln� �	sla x� y� z spl�uj	 podm	nku

xy � yz � zx � x� y � z � � � 


�

Doka�te� �e pro ka�d� r � � plat	 nerovnost


�x� r��

�x� � r
�


�y � r��

�y� � r
�


�z � r��

�z� � r
� �
r � ���

r � �
�

p�i�em� rovnost nastane� pr�v� kdy� x � y � z � 
�

�e�en�� P�ed vlastn	m �e�en	m u�i�me n�kolik pozn�mek� Je patrn�� �e pro
x � y � z � 
 nastane rovnost jak v dokazovan� nerovnosti� tak v obou
��stech podm	nky 


�� jej	� v�znam rozkryjeme pozd�ji� Krom� toho si
v�imn�me� �e zadan� nerovnost by byla trivi�ln	� pokud by pro ka�dou ze
t�	 hodnot u � x� y� z platilo


�u� r��

�u� � r
� 
r � ���

r � �
�

Snadn� v�po�et ukazuje� �e posledn	 nerovnost plat	� pr�v� kdy� �	slo u
le�	 vn� otev�en�ho intervalu mezi �	sly 
�
r � �� a 
� do kter�ho v�ak
n�kter� z hodnot x� y� z m��e i za podm	nky 


� padnout��

Je rovn�� z�ejm�� �e p�	m� aplikace nerovnosti 
�� k sou�tu t�	 dan�ch
zlomk� pro n�s nem� u�itku� proto�e sou�et je v nerovnosti na stran�
men��� M	sto toho nejprve z ka�d�ho ze t�	 s�	tan�ch zlomk� !vy�len	me"
�	slo 
 a z	skanou hodnotu � p�evedeme z lev� strany na pravou� Dostaneme
tak ekvivalentn	 nerovnost

�rx� r� � r

�x� � r
�

�ry � r� � r

�y� � r
�

�rz � r� � r

�z� � r
� �
r � ���

r � �
� � �

�r
r � ��
r � �

�

kterou je�t� m��eme vyd�lit kladn�m �	slem r� Z	skanou nerovnost

�x� r � 

�x� � r

�
�y � r � 

�y� � r

�
�z � r � 

�z� � r

� �
r � ��
r � �

���sla x � y � z � 
��r � �� tvo�� dal
� trojici� pro kterou dokazovan� nerovnost
p�ech�z� v rovnost� Takov�ch trojic je dokonce nekone�n� mnoho� ov
em jedin� z nich
spl�uje podm�nku �

�� Bez n� m� sou�et z lev� strany nerovnosti nejv�t
� hodnotu pro
x � y � z � 
��� a sice rovnou v�razu ��r � 
�� kter� je � z�ejm� pro ka�d� re�ln�
r � � � v�t�� ne� lomen� v�raz na prav� stran� nerovnosti�
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nyn	 vyn�sob	me �	slem �
 a pot� se�teme se z�ejmou rovnost	

�x� � r

�x� � r
�

�y� � r

�y� � r
�

�z� � r

�z� � r
� � �

Dostaneme tak ekvivalentn	 nerovnost


�x� 
��

�x� � r
�


�y � 
��

�y� � r
�


�z � 
��

�z� � r
� �� �
r � ��

r � �
�

�
r � �

� 

��

kterou u� budeme dokazovat pomoc	 nerovnosti 
�� pro n � � podle lev�
strany 

�� s �	sly u� � �x � 
� u� � �y � 
� u� � �z � 
 a koe�cienty
q� � �x� � r� q� � �y� � r� q� � �z� � r� Z takov�ho odhadu


�x� �y � �z � ��� �

� 
�x� � �y� � �z� � �r�

�

�x� 
��

�x� � r
�


�y � 
��

�y� � r
�


�z � 
��

�z� � r

�

k��en� nerovnost 

�� vyplyne� bude�li spln�na podm	nka


�x� �y � �z � ��� � �
r � �

� 
�x� � �y� � �z� � �r� �

Upravme ji je�t� vyn�soben	m kladn�m �	slem r � � do tvaru


r � ��
�x� �y � �z � ��� � �
�x� � �y� � �z� � �r� �

Ob� strany t�to nerovnosti jsou line�rn	 funkce prom�nn� r� Jej	 platnost
pro ka�d� r � � je tud	� ekvivalentn	 s n�sleduj	c	 dvojic	 nerovnost	 mezi
p�	slu�n�mi koe�cienty zm	n�n�ch dvou line�rn	ch funkc	


�x��y��z� ��� � % a 
�x��y��z� ��� � � 
x�� y�� z�� � 

��

Platnost prvn	 nerovnosti je zaru�ena pravou nerovnost	 v podm	nce 


�
ze zad�n	 p�	kladu� kterou lze toti� zapsat jako �x��y��z�� � �� Druhou
nerovnost ov��	me �pravou rozd	lu mezi jej	 levou a pravou stranou�


�x� �y � �z � ��� � � 
x� � y� � z�� �

� 
x� � y� � z��� 
� 
x� y � z� � $
xy � yz � zx� � % �

� 
x� y � z � ��� �  �
xy � yz � zx�� 
x� y � z��
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Posledn	 v�raz je nez�porn� podle lev� nerovnosti z podm	nky 


�� T	m
je d�kaz nerovnosti ze zad�n	 p�	kladu hotov� Aby v n	 nastala rovnost�
mus	 krom� rovnosti v u�it� nerovnosti 
�� nastat i rovnosti v 

��� kter�
znamenaj	� �e plat	 xy�yz�zx � x�y�z � �� a tud	� je spln�na rovnost

x� y� z�� � �
xy� yz� zx�� Z n	 ji� plyne x � y � z� jak v	me z �e�en	
p�	kladu ��

P��klad ���

Doka�te� �e pro libovoln� kladn� re�ln� �	sla a� b� c� r plat	


ra� b� c��

ra� � 
b� c��
�


rb� c� a��

rb� � 
c� a��
�


rc � a� b��

rc� � 
a� b��
� �
r � ���

r � �
�

Uka�te rovn��� �e rovnost nastane� pr�v� kdy� a � b � c�

�e�en�� Zlomky na lev� stran� nerovnosti roz�	�	me po �ad� �	sly 
�a�� 
�b�

a 
�c�� Z	sk�me tak ekvivalentn	 nerovnost

�
r �

b� c

a

��

r �

�
b� c

a

�� �

�
r �

c� a

b

��

r �

�
c� a

b

�� �

�
r �

a� b

c

��

r �

�
a� b

c

�� � �
r � ���

r � �
�

co� je nerovnost z p�	kladu % pro �	sla

x �
b� c

�a
� y �

c� a

�b
� z �

a� b

�c
� 

��

Proto sta�	 ov��it� �e takto ur�en� hodnoty x� y� z spl�uj	 podm	nku 


�
ze zad�n	 doty�n�ho p�	kladu� tedy dvojici nerovnost	

x� y � z � � a xy � yz � zx � x� y � z �

Pro prvn	 z nich je to snadn��

x� y � z �
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podle AG�nerovnost	 pro dvojice navz�jem p�evr�cen�ch kladn�ch re�l�
n�ch �	sel� jejich� geometrick� pr�m�r je toti� v�dy 
� D�kaz druh� nerov�
nosti je n�ro�n�j�	) pokud v�ak po dosazen	 na�ich hodnot x� y� z ze vzorc�


�� sou�iny v dan�m vztahu rozn�sob	me a v�echny zlomky p�evedeme
na spole�n�ho jmenovatele� najdeme vyj�d�en	

xy � yz � zx� x� y � z �

�

b� c�
a� c�

�ab
�

c� a�
c� b�

�bc
�

a� b�
a� c�

�ac
� b� c

�a
� c� a

�b
� a� b

�c
�

�
a� � b� � c� � �abc� a�b� a�c� b�c� b�a� c�a� c�b

�abc
�

z n�ho� vid	me� �e �loha se redukuje na d�kaz stejn� nerovnosti jako v �e�
�en	 p�	kladu #� Zb�v� je�t� dodat� �e vztah x � y � z � 
� kter� je
krit�riem rovnosti v uplatn�n� nerovnosti z p�	kladu %� pro zlomky ze 

��
z�ejm� nastane� pr�v� kdy� bude platit a � b � c�

Pozn�mka k p��kladu �� Postupem z �e�en	 p�	kladu lze dok�zat� �e pro
libovoln� kladn� re�ln� �	sla a� b� c� r je nez�porn� sou�et


r� � 
�a� � �rbc

r� � 
�a� � b� � r�c�

�

r� � 
�b� � �rca


r� � 
�b� � c� � r�a�
�


r� � 
�c� � �rab

r� � 
�c� � a� � r�b�

�

V zad�n	 p�	kladu bylo vybr�no r � 
 
a dan� sou�et byl vyd�len �	slem ���
v z�v�ru jeho �e�en	 byl uveden tento sou�et s hodnotou r � ��
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��� ro�n�k matematick� olympi�dy
	lohy I� kola 
dom�c� ��st�

KATEGORIE A

A�I��

Ko�eny rovnice
ax� � bx� � a � 


v oboru re�ln�ch �	sel jsou �ty�i po sob� jdouc	 �leny rostouc	 aritmetick�
posloupnosti� P�itom jeden z t�chto �len� je z�rove� �e�en	m rovnice

bx� � ax� a � 
�

Ur�ete v�echny mo�n� hodnoty re�ln�ch parametr� a� b�
Peter Novotn�

A�I��

Nech� k� n jsou p�irozen� �	sla� Z platnosti tvrzen	 !�	slo 
n� 
�
n�
�
je d�liteln� �	slem k" Adam usoudil� �e bu� �	slo n� 
� nebo �	slo n�
 je
d�liteln� k� Ur�ete v�echna p�irozen� �	sla k� pro n�� je Adamova �vaha
spr�vn� pro ka�d� p�irozen� n�

J�n Maz�k

A�I��

Jsou d�ny kru�nice k� l� kter� se prot	naj	 v bodech A� B� Ozna�me K�
L po �ad� dotykov� body jejich spole�n� te�ny zvolen� tak� �e bod B je
vnit�n	m bodem troj�heln	ku AKL� Na kru�nic	ch k a l zvolme po �ad�
body N aM tak� aby bod A byl vnit�n	m bodem �se�kyMN � Doka�te� �e
�ty��heln	kKLMN je t�tivov�� pr�v� kdy� p�	mkaMN je te�nou kru�nice
opsan� troj�heln	ku AKL�

Jaroslav �vr	ek

A�I��

M�jme  n �eton� a� na barvu shodn�ch� po t�ech od ka�d� z �n barev�
Pro ka�d� p�irozen� �	slo n � 
 ur�ete po�et pn v�ech rozd�len	 takov�ch

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ��




 n �eton� na dv� hrom�dky po �n �etonech� kdy ��dn� t�i �etony t��e
barvy nejsou ve stejn� hrom�dce� Doka�te� �e pn je lich� �	slo� pr�v� kdy�
n � �k pro vhodn� p�irozen� k�

Jarom�r �im�a

A�I��

Na ka�d� st�n� krychle je naps�no pr�v� jedno cel� �	slo� V jednom
kroku zvol	me libovoln� dv� sousedn	 st�ny krychle a �	sla na nich napsan�
zv�t�	me o 
� Ur�ete nutnou a posta�uj	c	 podm	nku pro o�	slov�n	 st�n
krychle na po��tku� aby po kone�n�m po�tu vhodn�ch krok� byla na v�ech
st�n�ch krychle stejn� �	sla�

Peter Novotn�

A�I��

Doka�te� �e v ka�d�m troj�heln	ku ABC s ostr�m �hlem p�i vrcholu C

p�i obvykl�m ozna�en	 d�lek stran a velikost	 vnit�n	ch �hl�� plat	 nerov�
nost


a� � b�� cos
�� �� � �ab�

Zjist�te� kdy nastane rovnost�
Jarom�r �im�a

KATEGORIE B

B�I��

V oboru re�ln�ch �	sel vy�e�te soustavup
x� � y� � z � 
�p
y� � z� � x� 
�p
z� � x� � y � 
�

Tom�� Jur�k

B�I��

Uva�ujme vnit�n	 bod P dan�ho obd�ln	ku ABCD a ozna�me po �ad�
Q� R obrazy bodu P v soum�rnostech podle st�ed� A� C� P�edpokl�dejme�
�e p�	mka QR protne strany AB a BC ve vnit�n	ch bodech M a N � Se�
strojte mno�inu v�ech bod� P � pro n�� plat	 jMN j � jABj�

Jaroslav �vr	ek
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B�I��

Nech� a� b� c jsou re�ln� �	sla� jejich� sou�et je  � Doka�te� �e aspo�
jedno z �	sel

ab� bc� bc� ca� ca� ab

nen	 v�t�	 ne� $�
J�n Maz�k

B�I��

Najd�te v�echna cel� �	sla n� pro n�� je zlomek

n� � ��
�
n� � ��
�

roven cel�mu �	slu�
Pavel Novotn�

B�I��

Zab�vejme se ot�zkou� kter� troj�heln	ky ABC s ostr�mi �hly p�i vr�
cholech A a B maj	 n�sleduj	c	 vlastnost� Vedeme�li st�edem v��ky z vr�
cholu C t�i p�	mky rovnob��n� se stranami troj�heln	ku ABC� protnou je
tyto p�	mky v �esti bodech le�	c	ch na jedn� kru�nici�

a� Uka�te� �e vyhovuje ka�d� troj�heln	k ABC s prav�m �hlem p�i
vrcholu C�

b� Vysv�tlete� pro� ��dn� jin� troj�heln	k ABC nevyhovuje�
Jarom�r �im�a

B�I��

Ur�ete po�et desetim	stn�ch �	sel� v nich� lze �krtnout dv� sousedn	
�	slice� a dostat tak �	slo %%kr�t men�	�

J�n Maz�k

KATEGORIE C

C�I��

Lucie napsala na tabuli dv� nenulov� �	sla� Potom mezi n� postupn�
vkl�dala znam�nka plus� m	nus� kr�t a d�leno a v�echny �ty�i p�	klady
spr�vn� vypo�	tala� Mezi v�sledky byly pouze dv� r�zn� hodnoty� Jak�
dv� �	sla mohla Lucie na tabuli napsat'

Peter Novotn�
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C�I��

Doka�te� �e v�razy ��x� y� 
%x��y jsou d�liteln� �	slem �� pro stejn�
dvojice p�irozen�ch �	sel x� y�

Jaroslav Zhouf

C�I��

��
��

M�me �tverec ABCD se stranou d�lky

 cm� Body K a L jsou st�edy stran DA
a DC� Bod P le�	 na stran� AB tak� �e
jBP j � � jAP j� Bod Q le�	 na stran� BC
tak� �e jCQj � � jBQj� *se�ky KQ a PL
se prot	naj	 v bod� X � Obsahy �ty��hel�
n	k� APXK� BQXP � QCLX a LDKX
ozna�	me postupn� SA� SB � SC � SD�

a� Doka�te� �e SB � SD�
b� Vypo�t�te rozd	l SC � SA�
c� Vysv�tlete� pro� neplat	 SA � SC � SB � SD�

Peter Novotn�

C�I��

Ve skupin� n ��k� spolu n�kte�	 kamar�d	� V	me� �e ka�d� m� mezi
ostatn	mi aspo� �ty�i kamar�dy� U�itelka chce ��ky rozd�lit do dvou nej�
v��e �ty��lenn�ch skupin tak� �e ka�d� bude m	t ve sv� skupin� alespo�
jednoho kamar�da�

a� Uka�te� �e v p�	pad� n � # lze ��ky po�adovan�m zp�sobem rozd�lit�
b� Zjist�te� zda lze ��ky takto rozd�lit i v p�	pad� n � $�

Tom�� Jur�k

C�I��

Doka�te� �e nejmen�	 spole�n� n�sobek �a� b� a nejv�t�	 spole�n� d�litel

a� b� libovoln�ch dvou kladn�ch cel�ch �	sel a� b spl�uj	 nerovnost

a � 
a� b� � b � �a� b� � �ab�

Zjist�te� kdy v t�to nerovnosti nastane rovnost�
Jarom�r �im�a
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C�I��

Je d�n lichob��n	k ABCD� St�ed z�kladny AB ozna�me P � Uva�ujme
rovnob��ku se z�kladnou AB� kter� prot	n� �se�ky AD� PD� PC� BC
postupn� v bodech K� L� M � N �

a� Doka�te� �e jKLj � jMN j�
b� Ur�ete polohu p�	mky KL tak� aby platilo i jKLj � jLM j�

Jaroslav Zhouf

Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d	me zad�n	 dal�	 dvojice �loh na�	 pravideln� rubriky� Jejich �e�en	
m��ete zaslat nejpozd�ji do ��� %� ��
� na adresu� Redakce �asopisu MFI�
t�� 
#� listopadu 
�� ##
 � Olomouc� Jejich �e�en	 lze zaslat tak� elek�
tronickou cestou 
pouze v�ak v TEXovsk�ch verz	ch� p�	p� v MS Wordu�
na emailovou adresu� m
�upol�cz� Zaj	mav� a origin�ln	 �e�en	 �loh r�di
uve�ejn	me�


loha ���

Najd�te v�echna cel� �	sla n� pro kter� je hodnota v�razu �n � %
 t�et	
mocninou n�kter�ho cel�ho �	sla�

Pavel Cal�bek


loha �	�

Na kru�nici k jsou d�ny dva r�zn� body X a Y tak� �e p�	mka XY
neproch�z	 st�edem kru�nice k� *se�ka XY je pr�m�rem kru�nice l� Na
v�t�	m oblouku XY kru�nice k le�	 bod P a na kru�nici l bod Q tak� �e
�ty��heln	k PXQY je konvexn	 a p�itom PX k QY � Doka�te� �e velikost
�hlu PY Q nez�vis	 na poloze bodu P 
za podm	nky existence bodu Q��

Robert Geretschl�ger 
Graz�
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