MATEMATIKA

UZitecna podoba
Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti
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Ctenéfi je patrné nerovnost z ndzvu ¢lanku dobfe znadma: Pro libovolné
dvé n-tice redlnych ¢isel x1,x2,...,Tn & Y1,Y2, - - -, Yn plati

Ty +@aya+ .. +aayn)® < (@f +a3+ D) Wiy - +yn), (1)

pfifemz rovnost nastane, pravé kdyz bud jsou v8echna éisla x; nulova,
nebo plati rovnosti y = txg (k = 1,2,...,n) pro vhodné redlné ¢islo ¢.
Cauchyho-Schwarzova! nerovnost (1) a jeji zobecnéni pro nekoneéné fady
a integraly hraji vyznamnou roli v mnoha odvétvich matematiky. Presvéd-
¢ivé to doklada nedavno vysla kniha [4] uréend Sirokému okruhu ¢étendia se
zajmem o sjednocujici a prehledny pohled na v soucasnosti rozriiznéné ma-
tematické discipliny a jejich historicky vyvoj. Pravé takovému posouzeni
Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti je kniha [4] vénovéna.

V elementarni matematice naléza nerovnost (1) uplatnéni jak v geomet-
rii, tak i algebfe. V prvnim pripadé jde o vyjadieni zakladni nerovnosti pro
skalarni sou¢in dvou vektori eukleidovského prostoru (obecné dimenze n),
v druhém pripadé o prostiedek efektivniho dokazovani nejriznéjsich alge-
braickych nerovnosti, kterému se budeme vénovat pravé v tomto ¢lanku.
Cetné ptiklady na toto téma lze nalézt i v dostupnych ¢eskych publikacich
[2], [3] a [5]. Presto se v poslednich letech v textech riznych matematickych

IN&kdy se nerovnosti ¥iké Cauchyho-Bunjakovského nebo jen Cauchyho & Schwar-
zova. V textech rtzné narodni provenience bychom asi nasli pojmenovani nerovnosti
prislusné kazdé neprazdné podmnozing X C {Cauchy, Schwarz, Bunjakovskij}.
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soutézi i jiné literature objevily dalsi ukazky algebraického uplatnéni ne-
rovnosti (1), s nimiz se nyni z¢asti sezndmime. Jejich prezentace bude o to
zajimavéjsi, ze vSechny dikazy bude spojovat spoleény metodicky obrat,
totiz uziti nerovnosti (1) v jedné specialni podob&?, nize vyjadiené vzor-
cem (3). Ctenafi, ktefd se chtéji v dokazovani algebraickych nerovnosti zdo-
konalit, jisté tuto (pro mnohé novou) zkusenost oceni, nebot u obtiznéjsich
uloh je Casto nesnadné objevit, ze je viibec mozné Cauchyho-Schwarzovu
nerovnost uplatnit. Pri¢ina spoc¢iva v tom, ze vhodné slozky xj,, y, patiicné
nerovnosti (1) maji (v proménnych té nerovnosti, kterou chceme dokazat)
pomeérné slozitd vyjadieni zapsana obvykle lomenymi vyrazy s odmocni-
nami.

Znamym (pro své Cetné aplikace) je zvlastni pfipad Cauchyho-Schwarzo-
vy nerovnosti, ktery dostaneme, kdyz v (1) polozime z; = 1 pro kazdé
k=1,2,...,n (apro Gely dalsiho vykladu zaménime oznaceni y; za uy):
Libovoln4 n-tice redlnych &sel w1, us, . .., u, spliuje nerovnost?

(ur +us+ oo +up)® <n(uf +ud+ ... +ud), (2)

pricemz rovnost nastane jediné v pripadé u; = us = ... = u,. [ kdyz je
to dobfe patrné, zdiraznéme, Ze k nerovnosti (2) se obracime, kdykoliv
chceme vyjadrit nerovnostni vztah mezi souc¢tem nékolika redlnych cisel
a sou¢tem jejich druhych mocnin. Jsou v8ak situace (kterymi se budeme
zabyvat pravé v tomto ¢lanku), kdy v jednom nebo obou zminénych soué-
tech jsou séitanci opatieny urcitymi vahovymi koeficienty pg, resp. gx. Pro
takto upravené soucty v uplné obecnosti plati nerovnost

(prus + patts + ... + ppuy)? <

pi . 3 v; ‘ ‘
< <—+—+ +—n> (uf + qui + ... +quul).
q1 q2 dn
Dostaneme ji, kdyz do (1) dosadime z; = pr./\/qk & Yr = Uk+/qx (pied-
poklddame pfitom, Ze g > 0 pro kazdé k = 1,2,...,n). Takto obecné
pojatou nerovnost, kterou ilustrujeme piikladem bez komentaie
2 2 2
T Yy z\2 = Y z ; .
—+—+—) < —+ =+ — plati pro vSechna z,y,z € R
(236—236pp s
2V literatufe se pro ni ojedinéle uziva nazev Engelova forma Cauchyho-Schwarzovy
nerovnosti, a to podle jména autora knihy [1], v niZ je tato forma zapsana pii odvozeni
tzv. Carlsonovy nerovnosti, kterou uvedeme v zavéru reSeni piikladu 1.
SPravé ji se ¢asto ¥ika Cauchyho nerovnost. P¥iklady jejiho uplatnéni jsou popsany
ve v8ech zdrojich uvedenych v zdvéreném seznamu literatury.
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vSak v diikazech dédle uvedenych nerovnosti potiebovat nebudeme. Vysta-
¢ime totiz s pripadem, kdy se v8echny koeficienty py rovnaji 1. Kromé toho
bude kvili odkaztim vyhodné zaménit kladné koeficienty g prevracenymi
Cisly 1/gg. NaSe podoba Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti tak bude tvaru

w2 ul u?
(up+us+ ... +u) < (@ +@+ ... +q0) (—1+—2+ +—”>. (3)
g1 q2 dn

Podejme nyni piimy diikaz nerovnosti (3) pro libovolné n-tice redlnych
Cisel uy,us,...,u, a kladnych koeficient gy, ¢, ..., qn, jednak proto, ze
jsme diikaz obecnéjsi nerovnosti (1) v tomto ¢lanku neuvedli, jednak proto,
abychom tim popsali zajimavy induktivni postup, ktery 1épe osvétluje
vniténi strukturu nerovnosti (3). Ta je pro n = 1 trividlni rovnost, pro
n = 2 ji dokazeme tak, ze po roznasobeni obou soucind od nich ode¢teme
u? + u? a pak je jesté vyndsobime (kladnym) soucinem gq;qo. Dostaneme

2q1 ouruy < qoul + ¢ius neboli 0 < (gouy — qrusg)?,
takze (3) pro n = 2 plati. Pro druhy indukéni krok je vyhodné nerov-
nost (3) prepsat do dobfe zapamatovatelného tvaru

2 2 2 2
T (witust .. +un)
a1 Q2 an G+t ... +an

a pak tuto ,novou“ nerovnost pro n = k + 1 ziskat ze stejné nerovnosti
pro n = k s naslednym vyuzitim jiz dokdzané nerovnosti pro n = 2:

2 2 2 2 2 2
u E u u g +us + ... +u u
( 1 2 k> k41 >( 1 2 k) k1 S

L+ 24 4L > >
q q2 qk k41 G +q+ ... +qk Qk+1

S ((uy +ug + - +up) + upgr)
(n+g+ ... +ar)+ gk
Tim je cely dikaz hotov. Z uvedeného postupu snadno plyne (ovéite),

Ze rovnost v dokdzané rovnosti (3) nastane, pravé kdyz plati n rovnosti
ug = tqr pro vhodné t € R a kazdé k =1,2,...,n.

Nyni jiz pfistoupime k jednotlivym ukdzkam aplikaci nerovnosti (3),
casto v obecnéjsim podani, nez v jakém byly uvedeny ve zdrojové literatuie
(proto na ni neuvddime odkazy).
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Priklad 1
Dokazte, ze pro libovolnd redlna ¢isla z,xs, ..., z, plati nerovnosti
(x1 + 22+ ... +3,)% <227 + 425 + ...+ 222
(x1 + 22+ ... +3,)% <223 + 625+ ... + (n* +n)22,

pri¢emz rovnosti nastanou, jediné kdyz 1 = z2 = ... =z, = 0.
Reseni. Podle nerovnosti (3) s ¢sly ux = =5 a koeficienty g, = 1/2*
dostavadme

2 1 1 2 2 n,.2
(14 x4+ ... +x,)° < §+Z+ +2—n 2z} +4az5+ ... +2"x,) =

1
= <1 - 2n+1

Protoze prvni ¢initel v poslednim vyrazu je mensi nez 1, je prvni zadané
nerovnost dokazana. Rovnost v ni nastane, jen kdyz je druhy ¢initel v po-
slednim vyrazu nulovy. V takové pripadé ziejmé musi platit z; = 0 pro
kazdé k. Podobné tvrzeni o druhé zadané nerovnosti dokazeme, kdyz misto
koeficientti g = 1/2% vezmeme g = 1/(k* + k), nebot pro né plati
1
=1-—<1.
Dodejme jesté, ze volbou jinych koeficientt g = 1/k? dostaneme po limit-
nim pfechodu n — oo tzv. Carlsonovu nerovnost

)(2x%+4x§+ c2722).

P S WL Y (N Ut (LN i
Gr@T T = 2 2 3) " T \n ny1) "
n+1

Priklad 2

Pro libovolnou permutaci by, bs, ..., b, dané n-tice kladnych c¢isel aq,
as, .- ., a, dokazte nerovnost
2a} 2a2 2a?

a+ay+ ... +a, < n__
L "= by +by by +bs by, + by
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Reseni. Nerovnost
(ar +as+ ... +an)2 <
a? a3 a?
1 2 + .+ n
b1 + bs by + b3 b, + b1
obdrzime, kdyz v (3) polozime uj = ay a qx = bi + bg+1 (kde b, q1 = b1).
Protoze oba soucty a; +as+ ... +a, ab; +b2+ ... +b, jsou rovny témuz

kladnému ¢islu, po vydéleni vypsané nerovnosti timto ¢islem dostaneme
nerovnost, kterou jsme méli dokazat.

<2(bi+b2+ ... +bn)<

Priklad 2.1
Necht pro kladnd ¢isla a, b, ¢ plati abc = 1. Dokazte nerovnost

2 2 2

b be < .
WHATS Bore T Bato  Batb)

Reseni. Diky podmince abc = 1 miizeme zadanou nerovnost zapsat ve

tvaru ) ) )
2 (L) 2(L) o
1 1 1 a b c

— + +
=1 1 1 1 1 1
c b a 242 242 24l
b ¢ c a a b

To je vSak dfive dokazand nerovnost z prikladu 2 pro n = 3 s poradim
(%, %, %) trojice Cisel (%, %, %)
Priklad 3
Necht nezdporna ¢isla aq,as,...,a,, kde n > 2, spliuji podminku
1 1

=n-—1.
1+a1+1—|—a2+ +1—|—an "

Dokazte nerovnost

Vai ++/as + ... +a, </n+a+ay+ ... +a,.

Reseni. Zapiseme nerovnost (3) s ¢isly ux, = \/ar a ¢z = 1 + ax a rovnou
upravime jeji pravou stranu s ohledem na zadanou podminku:

(Var +vaz + ... +yan)* <
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(VA | Wa®

14+a; 14ay, ~~ 1l+a,

<(Q4+a+14a2+ ... +1+an)<

1 1 1
::m+m+@+.”+%)of- +1- + ... +1- >:

1+aq 1+a 1+a,
(n+a+ax+ ... +ap) ! L !
=(n+a as e tay) - —— — ... — =
b l+a l+4a 1+a,

=n+at+a+...+a,)(n—nm—-1))=n+ar+ax+ ... +ay,.

Odtud po odmocnéni obou krajnich vyrazi dostaneme potiebné.

Priklad 4

Pro libovolnou permutaci by,bs,...,b, dané n-tice kladnych cisel aq,
as, . - ., a, dokazte nerovnost
2 2 2 3 3 3
a; | a3 ap _ a1 | @ anp
e N g S S s
by by b, — b2 b3 b2

Reseni. Zapiseme nerovnost (3) s ¢isly uy, = aj /by, a koeficienty qr = ay.
S ohledem na odtud plynouci rovnosti ui /g, = aj /b3 obdrzime

a? a3 a2\’ al a3 al
4+ 2+ .+ <(mtat ... ta) |5+t + . +2).
<h+ﬁ2+ +m) <(am+ax+ +7J<@+$%+ -+%>

Nerovnost ze zadani tak bude dokazana, kdyz ukdzeme, ze plati

ar +as+ ... +a, < —++ =2+ + = (4)
bl b2 n

2 2 2
ai as n
—+ =4+ ... +—=
by b by,

s danou n-tici (ag) je nejmensi pro tu permutaci (by), kterd je tvorena ¢isly
b, = 1/ag, k = 1,2,...,n. Nerovnost (4) vSak miZzeme rovnéz zdivodnit
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pomoci dalsi nerovnosti (3), tentokrat s ¢isly up = ay a koeficienty g = by,
jez bude mit tvar

2 2 2
(ar4+ag+ ... +a,)> < (b1 +by+ ... +by,) T LA
b1 b by,

Odtud po vydéleni ¢islem by +by + . .. + by, rovnym Cislu a; +as+ ... +ay,
skutené vyplyva nerovnost (4).

Priklad 5

Dokazte, ze pro libovolna kladnd cisla a, b, ¢, r, s plati nerovnost

a b c 3
rb+sc rc+sa ra+sb " r+s’

pri¢emz rovnost nastane, pravé kdyz a = b = c.

Regeni. Abychom i tentokrat mohli uplatnit nerovnost (3), roz§iiime zlom-
ky v levé strané L dokazované nerovnosti po fadé Cisly a, b, c. Ziskdme
tak vyjadreni

a? N b2 N c?
rab+ sac = rbe+ sba  rca + schb’

Diive nez vypiSeme nerovnost (3) pron = 3 s ¢isly u; = a, us = b, uz = ¢
a koeficienty q; = rab + sac, go = rbc + sba, g3 = rca + scb, vSimnéme si,
ze pro takto vybrané koeficienty ¢ plati

q1 + ¢2 + g3 = rab + sac + rbe + sba + rca + scb = (r + s)(ab + be + ca) .
Proto ma doty¢na nerovnost (3) tvar
(a+b+c)> <(r+s)(ab+bc+ca)-L,
tudiz dokazovany vztah L > 3/(r + s) plati, je-li splnéna podminka
3(ab+bc+ca) < (a+b+c).

Ovéfit posledni (pomérné zndmou) obecné platnou nerovnost je snadné:
pro dvojnasobek rozdilu pravé a levé strany totiz plati

2(a+b+c)? —6(ab+bc+ca)=(a—b)*+(b—c)* +(c—a)® >0.
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Tim je dikaz ptvodni nerovnosti hotov. Aby v ni nastala rovnost, musi
byt podle posledni nerovnosti vSechna tfi ¢isla a — b, b — ¢ a ¢ — a rovna
nule, tj. musi platit a = b = ¢ (pak skute¢né rovnost v pivodni rovnosti
nastane, jak se snadno presvéd¢ime dosazenim).

Dodejme, Ze specidlnim piipadem pravé dokdzané nerovnosti, a sice pro
koeficienty r = s = 1, je popularni tzv. Nesbittova nerovnost

a . b . c >3
b+c c+a a+b~ 2’

kterd se objevila napiiklad v 1. kole kategorie B prvniho rocéniku ces-
koslovenské MO ve skolnim roce 1951/1952. Dostaneme ji také volbou
z =y = z =1 v nasledujicim zajimavém zobecnéni.

Priklad 5.1
Pro libovolna kladné ¢isla a, b, ¢ a redlna ¢isla x, y, 2z dokazte nerovnost,
ax? by? cz? 22 +y? +2?

> _
b+c+c+a+a+b_$y+yz+zx 5

Pro kteréd x,y, z (zavisla na a, b, ¢) nastane rovnost?

Reseni. Secteme-li dokazovanou nerovnost s obecné platnou rovnosti

(b+ c)x? N (c+ a)y? N (a + b)z2 Iy
b+ c c+a a+b

dostaneme ekvivalentni nerovnost

2 2 2
(a+b+c)<x + 42 >z

b+c c+a a+bd

2 2 2 2
2xy+yz+z:c+$ -+—y2 +z :(:v-i—y2+z) '

To je vSak (vydélend cislem 2) nerovnost (3) pro n = 3 s Cisly u; = z,
uy =y, ug = z a koeficienty ¢1 = b+ ¢, g2 = ¢+ a, g3 = a + b, nebot plati
q1+ q2 + g3 = 2(a+ b+ ¢). Rovnost v uplatnéné nerovnosti nastane, pravé
kdyZ pro vhodné realné cislo ¢t bude platit

z=tlb+c), y=tlc+a) a z=tla+b).
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Priklad 5.2

Dokazte, ze pro libovolna realné ¢isla x, y, z vétsi nez —1 plati nerovnost

1+ a2 1+ y?2 1422
1+y+22 14z422 14+z+4+y> "~

)
pricemz rovnost nastane, pravé kdyz x =y = z = 1.

Reseni. Protoze ¢isla 14y, 1+ 2,1+ jsou dle zadani kladnd, maji zlomky
v levé strané nerovnosti kladné jmenovatele. Pro prvni zlomek — diky ne-
rovnosti (1 —y)? > 0, z niz plyne y < (1 + y?) — proto plati

1+ z2 1+ a2

1 2 = 1+42°
A e -;y

pricemz rovnost nastane jediné pro y = 1. Z této a obdobnych nerovnosti
pro ostatni dva zlomky proto sectenim obdrzime

14 22 1+ y? 1422 S
1+y+22 14z+22 14+z+4+y%~
S 1422 1+92 1+ 22
- 1 2 1 2 1 27
I U A N S L+y2+ e

pricemz rovnost nastane jediné v pripadé x = y = z = 1. K dokonceni
dikazu proto stac¢i ovérit nerovnost

1+ a2 1492 1+ 22 S5
2 1 2 1 2 ==
+y 14a2 4 +z 1+y2 + -{—23:

1
1+22+

To je v8ak dokdzané nerovnost z piikladu 5 pro ¢islaa = 1+z2, b = 1+92,

c=1+ 2% akoeficienty r =  a s = 1.

Priiklad 6
Necht pro kladna ¢isla a, b, ¢ plati ab + bc + ca = 3. Pro kazdé r > 0
dokazte nerovnost
a b c 3
b(r +c) * c(r +a) +a(r-{-b) z r+1°
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Ukazte rovnéz, ze rovnost nastane jediné v pfipadé a =b=c = 1.

Reseni. Zlomky na levé strané L rozsifme po fadé ¢isly a, b, c. Dostaneme
vyjadieni

B a2 . b2 . 2
" rab4+abc  rbe+abc  rca + abe
a uplatnime nerovnost (3) pron = 3 s Cisly u1 = a, us = b, uz = ¢

a koeficienty ¢; = rab + abc, g» = rbc + abe, g3 = rca + abe. Podle ni plati
(a+b+¢)’<(q+q+q) L. (5)

Diky znadmé nerovnosti (a + b + ¢)? > 3(ab + be + ca), dokdzané v zavéru
feSeni prikladu 5, s prihlédnutim k podmince ab + bc + ca = 3 dostavadme
z nerovnosti (5) pro vyraz L odhad
S 9 . 9 3
“q+q@+q  rlab+bc+ca)+3abc 7+ abe’

K dokonceni dikazu proto sta¢i ukazat, ze plati abc < 1. To je vSak snadny
disledek AG-nerovnosti pro trojici ¢isel ab, be, ca, podle které v nasi situaci

plati
b+b
1= L?w > Vab - be - ca = /(abc)?,
takze skuteéné abc < v/13 = 1. Aby zde nastala rovnost, musi kvili pouzité

AG-nerovnosti platit ab=bc =ca =1, nebolia=b=c=1.

Priklad 6.1

Necht pro kladné ¢isla a, b, ¢ plati a+b+c = 3. Pro kazdé r > 0 dokazte
nerovnost

av/b N by/c N cva S 3
c(rvb+/ea) a(ry/e+Vab)  brya+Vbe) T r+ 1

Ukazte rovnéz, ze rovnost nastane, pravé kdyz a =b=c=1.

Reseni. Prvni ze zlomkd na levé strané nerovnosti lze upravit do tvaru

1 ab
b MmN
c(rvb + y/ca) c(rv/b + +/ca) - 1 . bc

—+c
a
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Podobné 1ze zapsat i zbylé dva zlomky. To nas motivuje k substitucim

/be [ca [ab
a; = ] bl = 9 1 = -
a b c

Vsimnéme si, ze pro takto zavedend kladna redlnd c¢isla aq,by,c; plati
bici = a, cia; = b a a1b; = ¢, takZze zadanou podminku a + b+ ¢ = 3
miizeme zapsat rovnosti byc; + cia; + a1b; = 3 a dokazovanou nerovnost
lze piepsat podle vzoru (6) do tvaru (zachovame pfitom pofadi t¥i zlomki)

C1 a1 b1 3
+ + > .
ra; +aiby  rby +bie;  reg +ciaq r+1

Nachézime se tak pfesné v situaci vyreSeného piikladu 6 s ¢isly a,b,c
zaménénymi Cisly ap,by,c;. S vyuzitim jeho vysledku je tak cely dikaz
hotov, nebot navic z rovnosti a; = b; = ¢; = 1 zfejmé plynea =b=c=1.

Priklad 7

Pro libovolna kladna ¢isla a, b, ¢ dokazte nerovnost

L b N 4
+c2 2+a®? a?+b0 " a+b+c’

Reseni. Podobné jako v piikladu 5 zlomky na levé strané L dokazované
nerovnosti rozsitime po radé ¢isly a, b, ¢
a? b2 c?
L=—: o~ t o~ —— ‘
a(V®+c?) b2 +a?)  c(a®+b?)

a uplatnime nerovnost (3) pron = 3 s Cisly w1 = a, us = b, uz = ¢
a koeficienty ¢1 = a(b® + ¢?), 2 = b(c* + a?), g3 = c(a® + b*). Z takové
nerovnosti

(a+b+c)* < (a®®+c*) +b(c* +a®) + c(a® + b)) - L
vyplyne kyZzend nerovnost L > 4/(a + b + ¢), bude-li platit

(a+b+c)® > 4a(d® + ) + 4b(c* + a®) + 4c(a® + V7).

Matematika - fyzika - informatika 19 2009/2010 923



Po roznasobeni levé strany dostaneme tii ¢leny typu =3, Sest ¢lend typu
322y a jeden ¢len 6abc, takZe ekvivalentni ostrd nerovnost bude mit tvar

a® + 0> + ¢ + 6abe > a(b? + c*) + b(c® + a®) + c(a® + b?)

a bude s ohledem na skutecnost, ze abc > 0, dokdzana, bude-li platit
neostra nerovnost

a® + b + ¢ + 3abe > a(b? + ) + b(c® + a®) + c(a® + b?). (7)

S ohledem na symetrii nerovnosti (7) predpoklddejme, ze ¢ = min{a, b, c}.
Pak plati
0<cla—c)(b—c)=c®+abc—ac® —bc?,

takze k diikazu (7) bude staéit, aby za predpokladu ¢ = min{a, b, ¢} platilo
a® + b + 2abc > ab® + ba® + c(a® + b?).

Osamostanime-li ¢leny bez proménné ¢ na vétsi strané a ¢leny s promeén-
nou ¢ na mensi strané, dostaneme nerovnost (mensi stranu s vytknutou
proménnou ¢ napiseme vlevo)

cla—1b)* <a®+b* —ab® —ba® = (a + b)(a — b)?,

ktera je zvolenym predpokladem ziejmé zarucena. Tim je ostra nerovnost
ze zadani prikladu dokdzana. Dodejme, Ze se samoziejmé nabizi otazka,

vivs

zda pro nékteré r > 4 neni obecné splnéna silnéjsi neostra nerovnost

a n b n c_o r
+c2 2+a®? a?+b0 T a+btc’

(8)
Obvykld volba a = b = ¢ dévé v (8) rovnost pro r = § > 4. Pokud ovSem

do (8) dosadime a =1 a b=c¢ =t > 1, dostaneme nerovnost

1 n 2t S r
212 241~ 2t+1°

z niz po dondsobeni ¢islem ¢ a limitnim pfechodem ¢ — oo dostaneme
2> %r neboli r < 4. Proto volba konstanty r = 4 v zadani prikladu byla
optimalni.
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Priklad 8
Pro libovolna kladna ¢isla a, b, ¢ dokazte nerovnost

2 — ab
C a 0

b2 —ca N
2¢2 +a? + b ~

a® — bc N
202 + ¢* + a?

2a2 + b2 + ¢2

Reseni. Dokazovanou nerovnost vynasobime zapornym cislem —2 a se-

Cteme se ziejmou rovnosti

202 +02+¢ 202+ +a® | 20 +a’ 40P
202+ b2 +¢2  22+c2+a? 22 +aZ+b2
Dostaneme tak ekvivalentni nerovnost
(b+c)? (c+ a)? (a + b)? 5 ©)
202+ 02 +c2 202+ +a? 22+a2+b2 T

kterou nyni dokdzeme trojim uZitim nerovnosti (3) pro n = 2. Nejprve
volbou ¢isel u; = b, us = c a koeficientti ¢ = b® + a?, @2 = % + a®

obdrzime nerovnost
2 2
)

2 < (902 4 B2 4+ 2
(b+0)” < (2a°+b +C)<b2+a2+c2+a2

z niz po vydéleni prvnim cinitelem z pravé strany plyne

b> &

(b+c)
c? +a?’

202 + b2+ 2 ~ b2 +a?

Analogicky se odvodi nerovnosti
(c+a)? < ? N a? (a+b)? a’ N b?

202 +c2+a? T c2+0b02 a?+b?2 22 +at+b2 T a2+ b2+

Zbyva konstatovat, Ze nerovnost (9) plyne sec¢tenim poslednich t¥ nerov-

nosti, nebot soucet Sesti zlomkt z jejich pravych stran se ziejmé rovnd

Cislu 3.
Ctenafi se mohou pokusit ovéfit stejnou metodou podobnou nerovnost

5a% — 4be N 5b% — 4ca N 5¢2 — 4ab 0
5a2 + b2 +4c2 562 +c2+4a? 52+ a?+4b2 T
525
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Obecny tvar nerovnosti, kterou popsany postup umoznuje odvodit, najdete
(kvili nésledujici vyzveé formou otazky) az v zavéru celého ¢lanku. Objevite
ho predtim sami?

Priklad 8.1
Necht kladn4 &isla a, b, ¢ spliwuji vztah a®+b2+c?> = 1. Dokazte nerovnost

1 . 1 . 1
l1—ab 1—bc 1-—ca

9
< —.
-2

Reseni. Po seCteni dokazované nerovnosti se ziejmou rovnosti

ab—1+bc—1+ca—1_
l1—ab 1—bc 1l—ca

dostaneme ekvivalentni nerovnost

ab n be n ca
l1—ab 1—bc 1-—ca

< ; (10)

Zlomky téhoz typu z levé strany (10) odhadneme zptsobem, ktery popi-
Seme jen u prvnfho zlomku.* Pro jeho &itatel plati odhad ab < %(a +b)2.
Diky vztahu a® 4+ b + ¢? = 1 je prava strana nerovnosti ab < i (a® + b?)
rovna vyrazu 3(1 — ¢?), a tudiz pro jmenovatel zkoumaného zlomku plati

1—02_14—02 a® 4+ b + 262

—ab>1-— —
1—ab>1 5 5 >
Dohromady tak ziskdvdme odhad
ab < 1(a+10b)? _ (a + b)?
L—ab =~ L(a®+b2+2¢2) 2(a®+b*+2c2)°

Kdyz podobné odhadneme i zbylé dva zlomky v nerovnosti (10), zjistime
(po vyndasobeni ¢islem 2), ze namisto (10) sta¢i dokdzat stejnou nerovnost

(a + b)? (b + c)? (c+ a)?
a?4+b2+42c2 b+ +2a®  c2H4a?+4202

)
pomoci niz jsme jiz diive vyftesili priklad 8.
4V dalsich dvou vétéch vyuzijeme AG-nerovnosti pro dvojice &isel a,b, resp. a2,b>.
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Priklad 9
Necht redlna ¢isla z,y, z splhuji podminku
xy+yzt+ze>r+y+z>3. (11)
Dokazte, ze pro kazdé r > 0 plati nerovnost

2z+7r)? (Q2u+r)?  (2z+7r)? < 3(r+2)2
42 +r 492 +r 4224r — r+4

)
pricemz rovnost nastane, pravé kdyz x =y = z = 1.

Reseni. Pied vlastnim fesenim uc¢iime nékolik pozndmek. Je patrné, ze pro
x =y = z = 1 nastane rovnost jak v dokazované nerovnosti, tak v obou
¢astech podminky (11), jejiz vyznam rozkryjeme pozdéji. Kromé toho si
vSimnéme, ze zadand nerovnost by byla trividlni, pokud by pro kazdou ze
tf1 hodnot u = x,y, z platilo

(2u+r)? _ (r+2)?
4?2 +r — r+4

Snadny vypocet ukazuje, ze posledni nerovnost plati, pravé kdyz ¢islo u
lezi vné otevieného intervalu mezi ¢isly 1/(r + 3) a 1, do kterého vSak
nékterd z hodnot z,y, z miZe i za podminky (11) padnout.?

Je rovnéz ziejmé, Ze piimé aplikace nerovnosti (3) k souctu ti{ danych
zlomkd pro nas nemd uzitku, protoze soucet je v nerovnosti na strané
mensi. Misto toho nejprve z kazdého ze tii s¢itanych zlomkl ,vyclenime*
¢islo 1 a ziskanou hodnotu 3 prevedeme z levé strany na pravou. Dostaneme
tak ekvivalentni nerovnost
drz+r2—r dry+r?—r drz+r?—r _3(r+2)? 3_3r(r+3)

42 +r 492 +r 422 4+r — r+4 r+4

)

kterou jesté mizeme vydélit kladnym ¢islem r. Ziskanou nerovnost

dr+r—1 4dy+r—1 4dz4r—1 _3(r+3)
42 +r 4y2 +r 4224+r — r+4

5Cisla = y = 2z = 1/(r + 3) tvo¥i dal3i trojici, pro kterou dokazovand nerovnost
prechdzi v rovnost. Takovych trojic je dokonce nekone¢né mnoho, ovSem jedind z nich
splituje podminku (11). Bez ni m4é soudet z levé strany nerovnosti nejv&tsi hodnotu pro
x =y =z = 1/2, a sice rovnou vyrazu 3(r + 1), ktery je — zfejmé& pro kazdé realné
r > 0 — vélsi neZ lomeny vyraz na pravé strané nerovnosti.
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nyni vynasobime ¢islem —1 a poté secteme se zifejmou rovnosti

4 +r Ayt +r 422+
4oz +r Ay +r 42247

=3.

Dostaneme tak ekvivalentni nerovnost

2z —-1)2 (2y-12 (2z2-1)? 3(r+3) 3
Z 3 - = ’ (12)
422 +r 4y2 +r 422 +r r+4 r+4

kterou uz budeme dokazovat pomoci nerovnosti (3) pro n = 3 podle levé
strany (12) s ¢isly ug = 2z — 1, us = 2y — 1, ug = 2z — 1 a koeficienty
q = 42> +r, ¢ = 4y> + r, 3 = 42> + r. Z takového odhadu

2z +2y +22—3)* <

2z —-1)2 (2y—-1)2 (2z2-1)?
4x2 + 7 492 +r 422 +r

< (42” + 4y + 42 + 3r) <
kyZzena nerovnost (12) vyplyne, bude-li splnéna podminka

3
(2x+2y+22—3)22H—4-(4$2+4y2+422+3r).

Upravme ji jesté vynasobenim kladnym ¢islem r + 4 do tvaru
(r+4)(2z + 2y + 22 — 3)? > 3(4a® + 4y* + 42° + 3r).

Obé strany této nerovnosti jsou linearni funkce proménné r. Jeji platnost
pro kazdé r > 0 je tudiz ekvivalentni s nasledujici dvojici nerovnosti mezi
prislusnymi koeficienty zminénych dvou linearnich funkci

(2c+2y+22-3)2>9 a (2e+2y+22-3)2>3@2+y>+2%). (13)

Platnost prvni nerovnosti je zaru¢ena pravou nerovnosti v podmince (11)
ze zadani prikladu, kterou lze totiz zapsat jako 2x+2y+2z—3 > 3. Druhou
nerovnost ovéfime Upravou rozdilu mezi jeji levou a pravou stranou:

(22 +2y+22—3)° =322 +y> +2%) =
=@+ +2%) - 12(x+y+2)+8(xy+yz+zx)+9=
=(@+y+2-3)"+6[(ay +yz+22) — (z +y +2)]
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Posledni vyraz je neziporny podle levé nerovnosti z podminky (11). Tim
je dukaz nerovnosti ze zadani piikladu hotov. Aby v ni nastala rovnost,
musi kromé rovnosti v uZzité nerovnosti (3) nastat i rovnosti v (13), které
znamenaji, ze plati xy +yz+zx = v +y+2z = 3, a tudiz je splnéna rovnost
(x+y+2)? =3(xy +yz + zz). Z ni jiz plyne x = y = 2, jak vime z Feseni
prikladu 5.

Priklad 9.1

Dokazte, ze pro libovolna kladnd redlné cisla a, b, ¢, r plati

(ra+b+c¢)*>  (rtb+c+a)?  (re+a+b)? _ 3(r+2)?
<
ra2+ (b+c¢)? rb>+(c+a)?® r+(a+b)? - r+4

Ukazte rovnéz, ze rovnost nastane, pravé kdyz a = b = c.

Regeni. Zlomky na levé strand nerovnosti rozsifime po fadé ¢isly 1/a?, 1/b?
a 1/c%. Ziskdme tak ekvivalentni nerovnost

+b+c 2 +c—|—a 2 +a—|—b 2
r r r .
a b c 3(r+2)?
7+ 7+ 5 <
b+c c+a a+b r+4
T+ r 4+ r4+ | —
a b c

coz je nerovnost z prikladu 9 pro ¢isla

’

b+c c+a a+b
T 00 YT T T e (14)

Proto sta¢i ovéfit, ze takto urcené hodnoty z,y, z spliuji podminku (11)
ze zadani dotyc¢ného ptikladu, tedy dvojici nerovnosti

z+y+z22>3 a zyt+yzt+ze>zc+y+=z.

Pro prvni z nich je to snadné:
T Y A +1(C+a)>1+1+1—3
rryTe= 2\b a 2\c b 2\a ¢/~ N
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podle AG-nerovnosti pro dvojice navzajem prevracenych kladnych rel-
nych ¢isel, jejichz geometricky prameér je totiz vzdy 1. Dikaz druhé nerov-
(14) souciny v daném vztahu rozndsobime a vSechny zlomky prevedeme
na spolec¢ného jmenovatele, najdeme vyjadreni

rYytyzt+zr—xr—y—z=

B (b+c)(a+c)+(c—|—a)(c—|—b)+(a—|—b)(a—|—c)_b+c_c+a_a—|—b B
N 4ab 4bc dac 2a 20 2c
a® +b® + ¢ + 3abe — a?b — a*c — b?’c — b%a — ca — c*b
4abe ’
z néhoz vidime, Ze Gloha se redukuje na diikaz stejné nerovnosti jako v fe-
Seni prikladu 7. Zbyva jesté dodat, ze vztah x = y = z = 1, ktery je
kritériem rovnosti v uplatnéné nerovnosti z prikladu 9, pro zlomky ze (14)
zfejmé nastane, pravé kdyz bude platit a = b = c.

Poznamka k prikladu 8. Postupem z feSeni pirikladu lze dokézat, ze pro
libovolna kladnd redlnd ¢isla a, b, ¢, je nezdporny soucet

(r? +1)a® — 2rbe (r2 +1)b* — 2rca (r2 +1)c® — 2rab
(r2+1)a®+ b +r2c2  (rPP+0)2+c2+7r2a®>  (r2+1)c+a?+r20%°

V zadéni piikladu bylo vybrano r = 1 (a dany soucet byl vydélen ¢islem 2),
v zdvéru jeho feseni byl uveden tento soucet s hodnotou r = 2.
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60. ro¢nik matematické olympiady
Ulohy 1. kola, (doméci ¢ést)

KATEGORIE A

A-TI-1
Kofreny rovnice
az* + bz’ +a=1

v oboru realnych ¢isel jsou ¢tyfi po sobé jdouci ¢leny rostouci aritmetické
posloupnosti. Pritom jeden z téchto ¢lent je zaroven resenim rovnice

bz’ +ax +a=1.

Urcete v8echny mozné hodnoty redlnych parametra a, b.
Peter Novotny

A-1-2
Necht k, n jsou pfirozend ¢isla. Z platnosti tvrzeni ,¢éislo (n—1)(n+1)
je délitelné ¢islem k“ Adam usoudil, Ze bud ¢islo n — 1, nebo ¢islon +1 je
délitelné k. Urcete vSechna pfirozena Cisla k, pro néz je Adamova tvaha
spravna pro kazdé prirozené n.
Jan Mazdk

A-1-3
Jsou dany kruznice k, I, které se protinaji v bodech A, B. Oznacme K,
L po tadé dotykové body jejich spole¢né tecny zvolené tak, ze bod B je
vnitinim bodem trojuhelniku AK L. Na kruznicich k£ a [ zvolme po radé
body N a M tak, aby bod A byl vnitinim bodem tsecky M N. Dokazte, Ze
Ctyruhelnik K LM N je tétivovy, pravé kdyz primka M N je tecnou kruznice
opsané trojuhelniku AK L.
Jaroslav Svrcek

A-T-4
Megjme 6n zetonl az na barvu shodnych, po tfech od kazdé z 2n barev.
Pro kazdé prirozené ¢islo n > 1 urcCete pocet p, vSech rozdéleni takovych
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6n zeton na dvé hromadky po 3n Zzetonech, kdy zadné tfi zetony téze
barvy nejsou ve stejné hromadce. Dokazte, ze p,, je liché ¢islo, pravé kdyz
n = 2¥ pro vhodné pfirozené k.

Jaromir Simsa

A-1-5
Na kazdé sténé krychle je napsdno pravé jedno celé ¢islo. V jednom
kroku zvolime libovolné dvé sousedni stény krychle a ¢isla na nich napsané
zvétsime o 1. Urcete nutnou a postacujici podminku pro ocislovani stén
krychle na pocatku, aby po kone¢ném poctu vhodnych kroki byla na vSech
sténach krychle stejna cisla.
Peter Novotny

A-1-6
Dokazte, ze v kazdém trojahelniku ABC' s ostrym thlem pii vrcholu C

(pfi obvyklém oznaceni délek stran a velikosti vnit¥nich thlt) plati nerov-

nost
(a® + b?) cos(a — B) < 2ab.
Zjistéte, kdy nastane rovnost.

Jaromir Simsa

KATEGORIE B
B-I1
V oboru reélnych c¢isel vyreste soustavu
V2 +y2 =z 41,
\/zm =r+1,
\/22-4-7:1:2 =y+ 1

Tomas Jurik

B-1-2
Uvazujme vnitini bod P daného obdélniku ABC'D a ozna¢me po radé
@, R obrazy bodu P v soumérnostech podle stfedi A, C'. Pfedpokladejme,
7e primka QR protne strany AB a BC' ve vnitinich bodech M a N. Se-
strojte mnozinu v8ech bodd P, pro néz plati |[MN| = |AB|.
Jaroslav Svrcek
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B-I-3
Necht a, b, ¢ jsou redlna cisla, jejichz soucet je 6. Dokazte, ze aspon
jedno z ¢isel
ab+be, bc+ca, ca—+ab
neni vétsi nez 8.

Jan Mazdk

B-I4
Najdéte vsechna celd ¢isla n, pro néz je zlomek
n® +2010
n2 + 2010

roven celému cislu.
Pavel Novotny

B-I-5

Zabyvejme se otdzkou, které trojuhelniky ABC s ostrymi Ghly pii vr-
cholech A a B maji nésledujici vlastnost: Vedeme-li stfedem vysky z vr-
cholu C' tfi pfimky rovnobézné se stranami trojihelniku ABC, protnou je
tyto primky v Sesti bodech lezicich na jedné kruznici.

a) Ukazte, ze vyhovuje kazdy trojihelnik ABC s pravym thlem pfi
vrcholu C.

b) Vysvétlete, pro¢ zadny jiny trojuhelnik ABC nevyhovuje.

Jaromir Simsa

B-1-6
Urcete pocet desetimistnych cisel, v nichz lze Skrtnout dvé sousedni
Cislice, a dostat tak ¢islo 99krat mensi.
Jdan Mazdk

KATEGORIE C

C-I11
Lucie napsala na tabuli dvé nenulova ¢isla. Potom mezi né postupné
vklddala znaménka plus, minus, krat a déleno a vSechny c¢tyfi priklady
spravné vypocitala. Mezi vysledky byly pouze dvé rtzné hodnoty. Jaka
dveé ¢isla mohla Lucie na tabuli napsat?
Peter Novotny
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C-1-2
Dokazte, ze vyrazy 23z +y, 19z 4 3y jsou délitelné ¢islem 50 pro stejné
dvojice prirozenych cisel z, y.
Jaroslav Zhouf

C-1-3
D L C Mame ¢tverec ABCD se stranou délky
lcm. Body K a L jsou stiedy stran DA
Sp g a DC. Bod P lezi na strané AB tak, ze
: ¢ |BP| = 2|AP|. Bod @ lezi na strané BC
K X tak, 7e |CQ| = 2|BQ|. Usecky KQ a PL
S Q se protinaji v bodé X. Obsahy ¢tyFthel-
Sp nikit APXK, BQXP, QCLX a LDKX
oznacime postupné S4, Sg, S¢, Sp.
A P B

a) Dokazte, ze Sp = Sp.
b) Vypoététe rozdil Sc — Sa.
c) Vysvétlete, pro¢ neplati S4 + Sc = S + Sp.
Peter Novotny

C-I14

Ve skupiné n zakt spolu nékteri kamaradi. Vime, ze kazdy méa mezi
ostatnimi aspon ¢tyfi kamarady. Ucitelka chce zaky rozdélit do dvou nej-
vySe Ctyfclennych skupin tak, ze kazdy bude mit ve své skupiné alespon
jednoho kamarada.

a) Ukazte, ze v pfipadé n = 7 lze zaky poZadovanym zptsobem rozdélit.

b) Zjistéte, zda lze Zaky takto rozdélit i v pfipadé n = 8.

Tomds Jurik

C-1-5

Dokaizte, Ze nejmensi spoleény nasobek [a, b] a nejvétsi spoleény délitel
(a,b) libovolnych dvou kladnych celych éisel a, b spliuji nerovnost

a-(a,b)+0b-[a,b] > 2ab.

Zjistéte, kdy v této nerovnosti nastane rovnost.
Jaromir Simsa
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C-1-6
Je dan lichobéznik ABCD. Stied zdkladny AB oznatme P. Uvazujme
rovnobézku se zdkladnou AB, kterd protind usetky AD, PD, PC, BC
postupné v bodech K, L, M, N.
a) Dokazte, ze |KL| = |[MN]|.
b) Urcete polohu piimky K L tak, aby platilo i |[KKL| = |LM].
Jaroslav Zhouf

Zajimaveé matematické tllohy

Uvadime zadani dalsi dvojice tiloh nasi pravidelné rubriky. Jejich feseni
mizete zaslat nejpozdéji do 20. 9. 2010 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
t¥. 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc. Jejich feSeni lze zaslat také elek-
tronickou cestou (pouze v8ak v TEXovskych verzich, pfip. v MS Wordu)
na emailovou adresu: mfi@upol.cz. Zajimava a origindlni feSeni Gloh radi
uvefejnime.

Uloha 169

Najdéte vSechna celd cisla n, pro kterd je hodnota vyrazu 2" — 91 tieti
mocninou nékterého celého cisla.
Pavel Calabek

Uloha 170

Na kruznici k£ jsou dany dva rtzné body X a Y tak, Ze primka XY
neprochazi stiedem kruznice k. Usecka XY je primérem kruznice [. Na
vétsim oblouku XY kruznice k lezi bod P a na kruznici [ bod @ tak, zZe
¢tyfihelnik PXQY je konvexni a ptitom PX || QY. Dokazte, Ze velikost
thlu PY @ nezavisi na poloze bodu P (za podminky existence bodu Q).

Robert Geretschliger (Graz)
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