MATEMATIKA

Nebezpeci finanéni negramotnosti

OLDRICH ODVARKO — JARMILA ROBOVA
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V roce 2007 zadalo Ministerstvo financi CR. (MF CR) spole¢nosti
STEM/MARK zpracovani vyzkumu, jehoZ cilem bylo zmapovat zdkladni
troven finanéni gramotnosti obyvatel CR prostiednictvim jejich subjektiv-
niho hodnoceni a zjistit tak potifebu vzdélavani v oblasti financi. K hlavnim
zavérim tohoto vyzkumu patiilo zjisténi, ze vétsina respondentd neziskala
informace z oblasti financi a bank ve Skole (81 %), a téméF vSichni sou-
hlasili s moznosti vyucovat zakladni pojmy z oblasti finan¢niho svéta na
stfednich 8koldch (93 %), neceld polovina by toto ufivo zavedla jiz na
zakladni skoly [1].

Ve stejném roce vydalo MF CR materidl Rimcovd politika Ministerstva
financi v oblasti ochrany spotiebitele na finanénim trhu. Tento material
stanovuje hlavni cile, oblasti a principy, na které se MF CR do budoucna
zaméri. V materidlu je konstatovano, ze soucasny stav ochrany spotiebitele
na finanénim trhu neni uspokojivy a Ze je nutno zavést néktera opatieni
pro zlepSeni situace:

e zajistit optimalni rozsah a kvalitu informaci pro spotrebitele,

e zajistit odpovidajici odbornou aroven distributori financ¢nich sluzeb,

e zabezpecit adekvatni postaveni spotiebitele ve vztahu s finan¢nimi in-
stitucemi,

o zvysit financéni gramotnost spotiebiteli a jejich drovern prace s informa-
cemi [2].

Jiz. v roce 2005 byl vytvoren spoleény dokument Ministerstva financi
CR, Ministerstva gkolstvi, mladeze a télovychovy CR a Ministerstva prii-
myslu a obchodu CR nazvany Systém budovdni financéni gramotnosti na
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zdkladnich a strednich skolach, ktery byl inovovan v prosinci 2007. V tomto
dokumentu je uvedena definice finan¢ni gramotnosti a jeji t¥i zakladni
slozky.

Financéni gramotnost je soubor znalosti, dovednosti a hodnotovych po-
stoji obcana nezbytnych k tomu, aby finan¢né zabezpecil sebe a svou
rodinu v soucasné spoleCnosti a aktivné vystupoval na trhu financnich
produktil a sluzeb. Finan¢né gramotny obcan se orientuje v problematice
penéz a cen a je schopen odpovédné spravovat osobni/rodinny rozpodet,
vcetné spravy finan¢nich aktiv a finan¢nich zavazki s ohledem na ménici
se zivotni situace [3].

Finané¢ni gramotnost obsahuje tii slozky:

e Penézni gramotnost, kterd zahrnuje kompetence pro spravu hotovost-
nich a bezhotovostnich penéz a spréavu piislusnych nastrojt (bézny tcet
atd.).

e Cenovou gramotnost, do niz jsou zaclenény kompetence pro porozuméni
cenovym mechanizmim a inflaci.

e Rozpoctovou gramotnost, kterd obsahuje kompetence pro spravu osob-
niho/rodinného rozpoctu a zvladani raznych Zzivotnich situaci z finané-
niho hlediska, kompetence pro sprivu finanénich aktiv (napt. vkladi,
investic, pojisténi) a sprdvu finanénich zdvazku (napt. Gvéri, leasingu).

Uvedeny material obsahuje rovnéz Standard finanéni gramotnosti pro
zékladni i stfedni vzdélavani. V tomto ¢lanku se zamérime na 2. stupen
7S a na nizsi ro¢niky viceletych gymnézii. Do doby apravy RP ZV se
doporucuje implementovat tyto standardy do vzdélavani na dobrovolné
bazi. Predpoklada se, Ze problémy tykajici se rozvoje finanéni gramotnosti
budou zafazeny do vzdélavacich oblasti Matematika a jeji aplikace a Clovék
a spolec¢nost.

Obcan s nizkou trovni finanéni gramotnosti neni schopen se orientovat
v riznych nabidkach obchodii, cestovnich kanceldii, bank, pojistoven atd.
Casto se neché zldkat neserioznimi nabidkami, neumi kriticky posoudit
lakavé reklamy a nedokdze si vybrat nejvhodnéjsi variantu z nabizenych
moznosti. To mnohdy vede k jeho zna¢nym financénim ztratam, zadluze-
nosti i ztraté majetku. Proto bychom méli zaky pripravit co nejdikladnéji
na rozmanité praktické situace, se kterymi se budou na finan¢nim trhu
setkavat.
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2. stupen ZS

Obsah

Vysledky

Penize

e naklddani s penézi
e tvorba ceny

e inflace

na prikladech ukdZe vhodné vyuziti riznych
néstroji hotovostniho a bezhotovostniho placeni
na piikladu ukaze tvorbu ceny jako soucet ndkladi,
zisku a DPH

objasni vliv nabidky a poptavky na tvorbu ceny

a jeji zmény

popiSe vliv inflace na hodnotu penéz

Hospodateni domdcnosti

e rozpoclet domdcnosti, typy
rozpoctu, jejich odliSnosti
e zakladni prava spotiebiteli

e sestavi jednoduchy rozpocet domacnosti, uvede
hlavni pfijmy a vydaje domécnosti, rozlisi
pravidelné a jednordzové prijmy a vydaje, zvazi
nezbytnost jednotlivych vydaji

e objasni princip vyrovnaného, schodkového
a prebytkového rozpoctu

e vysvétli, jak se branit v pripadé poruSeni prav

spotiebitele

Financni produkty

sluzby bank, aktivni

a pasivni operace
produkty finan¢niho trhu
pro investovani a pro
ziskéni prostiedki
pojisténi

aroceni

uvede piiklady pouziti debetni a kreditni platebni
karty, vysvétli jejich omezeni

e uvede a porovna nejobvyklejsi zplisoby nakladani
s volnymi prostifedky (spotfeba, Gspory, investice)
uvede a porovnd nejcastéjsi zptsoby kryti deficitu
(Gvéry, splatkovy prodej, leasing)

vysvétli vyznam uroku placeného a prijatého
uvede nejCastéjsi druhy pojisténi a navrhne, kdy je

Vyuzit

Standard finan¢ni gramotnosti pro 2. stupei ZS

V udivu ZS se tlohy z oblasti financi objevuji zejména v tematickych
celcich prirozend a desetinnd ¢isla (ndkupy) a procenta (slevy, jednoduché
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aroceni). Moznosti matematiky pro rozvoj finanéni gramotnosti zékl jsou
vSak mnohem S§irsi. Je mozné a Gcelné rozvijet jejich finan¢éni gramotnost
v podstatné vétsim rozsahu typu tloh, aniz by se rozsifoval matematicky
aparat. Pokud zredukujeme umeéle konstruované pseudoaplikacni slovni
ulohy, které nemaji s praxi nic spole¢ného, nerozsiri se ani objem uciva.

Pro ilustraci uvddime jedenéct drobnych tloh z oblasti obchodu a slu-
zeb, které povazujeme v uvedenych souvislostech za vhodné pro 6. a 7. roc¢-
nik zakladni gkoly. Nékteré z nich jsou pievzaty z ucebnic a sbirek pro ZS
autortt Odvarko — Kadlecek.

Uloha 1

Jana kupovala skolni potieby v supermarketu. Pastelky staly 44,90 K¢.
Druhy den se cestou ze $koly Jana zastavila jesté v papirnictvi pro se-
Sit na matematiku. Zjistila, ze stejné pastelky tam stoji 25 K¢. Kolik na
pastelkach prodélala?

Uloha 2

Tatinek chce koupit pres internet samonavijeci susdk pradla. Zaujala
ho nabidka dvou obchodt. V prvnim z nich nabizeji susdk za 278 K¢, ve
druhém stejny typ za 345 K¢. Tatinek vybral nejprve levnéjsi variantu, pri
uzavirani objednavky ale zjistil, Ze mu bude pripoc¢itdno postovné a balné
ve vysi 120 K¢&. Nakonec objednal susdk ve druhém obchodé, nebot tento
e-obchod nabizi i osobni odbér nedaleko jeho bydlisté. Rozhodl se spravné?

Komentdr. Zaci by si méli uvédomit, ze ceny zbozi nejsou jednotné a ze
rozdily mohou byt podstatné. Je tfeba také zvazit dodatecné naklady na
zakoupeni zboZi (poStovné, balné, dopravné ... ).

Uloha 3

Maminka kupuje na vikend pro rodinu 16 bilych jogurti. V obchodé
s potravinami stoji baleni po 8 kusech 59,90 K¢, baleni po 4 kusech
25,90 K¢. Které baleni je finan¢né vyhodnéjsi?

Komentar. Na cenovce u zbozi musi byt vzdy uvedena cena za jednotku.
V naSem pripadé u vétsiho baleni je tato cena 7,49 K¢, u mensiho 6,48 K¢.
Vyhodnost ndkupu mensiho baleni je zfejma i pouhym odhadem. Obvykle
byva vétsi baleni finan¢né vyhodnéjsi, tento priklad z praxe vSak ukazuje,
ze tomu tak vzdy neni.
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Uloha 4

MBTO 549 K&
JEN
490 KE.
ySETRITE

Y

Kolik ,usetiis“, kdyz si od Cendy koupis staré roztrhané boty? Opravdu
by se ti takovy ndkup vyplatil? [4]

Komentar. Neni dilezitd jenom cena zbozi, ale také jeho kvalita. Nakup
nekvalitniho zbozi se Casto nevyplati. Kvalitni zbozi ovSem neznamena
totéz jako (nékdy i pfedrazené) znactkové zbozi.

Uloha 5

Univerzalni kryci nepromokavé plachta proti desti, vétru, slunci, mrazu:
1,9 m x 3 m za pouhych 170 K¢
Cena bez DPH 19 %, postovné 45 K¢.

Reklama upozoriuje, ze do uvedené ceny nebyla zapocitana dan z pii-
dané hodnoty. Vypocitej, kolik zaplati§ celkem za plachtu i s DPH, kdyz
si ji objednas postou. [5]

Uloha 6

Firma Alfa prodavéa pocita¢ KL bez DPH za 19 580 K¢, firma Beta
stejny pocita¢ nabizi za cenu 22 598 K¢ s DPH. DPH tvoii 20 % z ceny
bez dané. U které firmy je finan¢né vyhodnéjsi pocita¢ koupit?

Komentar. Je tfeba si vSimat, zda uvedena cena zahrnuje také DPH. Dan
z pridané hodnoty tvori podstatnou ¢ast ceny zbozi.
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Uloha 7

Blanka si vyhlédla kozacky. V prodejné u skoly staly 2 140 K¢, v pro-
dejné na namésti 2 360 K¢. V bifeznu byly zlevnény: v prodejné u skoly
0 20 %, v prodejné na namésti o 30 %.

a) Odhadni, ve které prodejné zaplati za kozacky méné.

b) Vypocitej obé ceny. [6]

Uloha 8
SLANK - zaruceny prostiedek na zhubnuti

Objednejte ihned!

Pti rychlém odbéru SLANKU dostanete 30 % slevu z ceny vyrobku,
ktera je 1 950 K¢.

Zaplatite tak jen pouhych 1 500 K¢.

a) Zkontroluj zlevnénou cenu, vypocitej ji spravné.
b) Zjisti, z kterého zakladu byla 30%ni sleva 450 K¢ vypocitana.[6]

Komentar. Pri slevach je dilezitd nejen vysSe slevy, ale také zdklad, ze
kterého se sleva po¢ita. Uloha 8 nazorné ukazuje, jak se také nékdy uréuji
tzv. slevy: Obchodnik chtél za zbozi ziskat 1 500 K&, k cené piicetl 30 %
z této Castky, tj. 450 Ké. Slogan ,30 % z 1 950 K& by vSak mél odpovidat
zlevnéni o 585 K¢.
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Uloha 9

Ve vykladni skiini prodejny je uveden reklamni slogan: Témér veskerée
2boZi je zlevnéno o 20 % aZ 70 %. Mam zajem o svetr, jehoz ptivodni cena
je 850 K¢. Kolik za néj zaplatim po slevé?

Komentar. Podle slevy o0 20 % az 70 %“ mize stat svetr od 255 K¢ do
680 K¢. Vzhledem k formulaci sloganu ,,témér veskeré zbozi“ muze vSak
stat 1 850 K¢. Slovo ,az“ je velice dulezité, nebot nejvyssi sleva se muze
tykat napiiklad jen jednoho druhu zbozi.

Uloha 10

Cestovni kancelal nabizi desetidenni letecky zajezd k mofi do hotelu
Dulcia v cené od 15 790 K¢. Klient si pfipravil hotovost 16 000 K¢ a v ces-
tovni kancelafi zjistil, ze uvedend cena plati pouze mimo sezénu. V po-
zadovaném terminu — v Cervenci — je zakladni cena 18 990 K¢, palivovy
priplatek a letistni taxa Cini celkem 4 000 K¢, pojisténi na cesty 250 K¢.
Kolik korun si mél klient ve skutecnosti piipravit?

Komentdr. Jde o bézny piipad nabidky (napf. i cena automobild je ¢asto
uvddéna ,o0d“). Je tfeba pozorné ¢ist nabidky firem, vSimat si dalsich
podminek ndkupu zbozi a poskytovanych sluzeb.

Uloha 11
Produkt A stoji 100 K¢, produkt B stoji 80 Ké. Balicek s produkty
A a B stoji 150 K¢. Kolik korun pfi nakupu balicku usetiime?

Komentar. Usetiime 30 K¢, ale pouze v ptipadé, ze oba produkty vyuzi-
jeme. Pokud jsme naptiklad produkt B k ni¢emu nepotiebovali a po mésici
jsme ho vyhodili do kose, je na misté otazka, kolik korun jsme pfi ndkupu
balicku prodélali.

Uvedené tilohy jsou z hlediska matematického feseni jednoduché. Uspés-
né vyreSeni prislusné situace v praxi vsak vyzaduje nejen odborné matema-
tické znalosti, ale také dostate¢nou trovei finanéni gramotnosti. Skolska,
matematika muize prirozenym zptisobem prostiednictvim vhodnych tloh
k jejimu rozvijeni prispét.
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O ciselnych posloupnostech (ay) se ¢leny
g =va, ay=ya-+va, a3:\/a+\/a+\/ﬁ,. -

EMIL CALDA

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V tomto ¢lanku ukdzeme, Ze vhodnou volbou kladného redlného cisla a
1ze dosdhnout toho, Ze limitou ¢iselné posloupnosti uvedené v nazvu bude
libovolné zvolené piirozené ¢islo n > 1. Za timto Gcelem nejprve dokdzeme,
ze kazda posloupnost tohoto typu mé vlastni limitu. PouZijeme k tomu
znamou vétu, kterd pravi, ze monotonni posloupnost je konvergentni, prive
kdyZ je omezend. Vzhledem k tomu, ze uvedend posloupnost je rostouci,
staci ukazat, ze je shora omezena.

Snadno zjistime, ze pro ¢leny a, a a,—1 uvazované posloupnosti plati

a2 =a+a, 1 mneboli a’—a, 1 —a=0. (1)

Protoze plati a,—1 < an, plyne odtud
2
a,_1 —ap—1 —a<0.

Levou stranu této nerovnice pievedeme na souc¢inovy tvar
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14++v4da+1 1—+v4da+1
an,l—f an,l—f <0.

Uvazime-li, ze vyraz ve druhé zavorce je pro vSechna redlnd ¢isla a > 0
kladny, musi byt vyraz v prvni zavorce zaporny. Dostavame tak podminku

1++v4a+1

Ap—1 < 5

Tento vysledek ale znamend, Ze uvazovana posloupnost (a,,) je shora ome-
zena. Protoze je navic rostouci, ma vlastni limitu, kterou pomérné snadno
uréime.

Oznac¢ime-li lima, = A = lima,_;, pak podle pravidel pro pocitani
s vlastnimi limitami a podle (1) plati

lim (a2 —a, 1 —a)=A*—-A-a=0,
odkud (vzhledem k tomu, a i A jsou kladnd redlné ¢isla) dostavame:

C1++VAa+1

A

Zjistili jsme tak, ze pro kazdé a > 0 ma uvazovand posloupnost

Va,yJa+va,\[Ja+[a+a,...
vlastni limitu, kterou je ¢islo A ze vztahu (2).
Uvedme nyni nékolik jednoduchych prikladi:
e Pro a = 2 vznikne posloupnost v2,v2++v2,\/2+V2+V2,...
s limitou
A 1+v4-2+1
i e——
e Pro & = 6 vznikne posloupnost v6,v6+v6,1/6+v6+6,...
s limitou
1+ v4-6+1
- =

2.

A 3.
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e Pro a = 12 vznikne ¢iselna posloupnost v12, /12 + /12,
\/12 +V12+ /12, ... s limitou

1+vA 1241
-

A= 4.

Vsimnéme si, zZe proa = 2 =1-2je A = 2, proa =6 = 2-3 je
A=3aproa=12=3-4je A = 4. Muzeme tak vyslovit domnénku, ze

posloupnost
va,\Ja+va,\la+/a+a,...

bude mit za limitu pfirozené ¢islo A = n pro a = (n—1)n. Tuto domnénku
ovéfime dosazenim (n — 1)n za a do vztahu (2). Dostaneme tak

Ao I+4n—-1n+1 1+/2n-1)% 1+@2n—-1)
= 5 = 5 =

2

Chceme-li tedy, aby uvazovand posloupnost méla za limitu libovolné zvo-
lené piirozené ¢islo n > 1, staci v této poslupnosti zvolit a = (n — 1)n.

Tim je slib uvedeny v Gvodu splnén a cely ¢lanek by mohl skon¢it, kdyby
si autor nevsiml, Ze pro a = 1 vznikne posloupnst

VI A T+VI A 1+y1+V1, ...,

jejiz limita %(1 +/5) je ¢islo, které pii rozdéleni jednotkové tisecky zlatym
fezem udava pomér délky této tsecky k délce jeji vétsi casti.

K ovéreni tohoto vysledku pripomenme, ze rozdélit jednotkovou tsecku
AB zlatym fezem znamend urcit jeji vnitini bod X tak, aby pfi oznaceni
|[AX| ==, |BX|=1-=z, kde z > 1 — «, platilo

neboli z2 + & — 1 = 0. Snadno zjistime, Ze tato kvadratickd rovnice m4
jediny kladny (redlny) kofen, a to # = 1(—1 + v/5). Pro pomér délky
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jednotkové tsecky a délky jeji vétsi ¢asti, tj. pro pomér 1 : x dostaneme
vskutku
1 2 1++5

52—1-4—\/5 2

Na zavér bych rad vyjadril presvédceni, ze nejsem sam, kdo souvislost
mezi zlatym fezem a posloupnosti

VI, /1+VI 1+ 1+V1,...

povazuje za pozoruhodnou.!
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Cinské zbytkova véta

PAVEL CALABEK

Prirodovédecka fakulta UP v Olomouci

V jediném znamém dile Sun-c’ Suan Ting (Sun-c’ovy vypoéty) ¢inského
matematika Sun-c’(cca 4. stol. n. 1.) se objevila nasledujici loha:

Uloha 1

Méme jisty pocet véci. Pii jeho déleni 3 dostaneme zbytek 2, pii déleni 5
ziskame zbytek 3 a pii déleni 7 bude zbytek 2. Kolik véci mame?

Jinou, dramaticté€jsi variantu takového problému uvadi indicky mate-
matik a astronom Brahmagupta (7. stol. n. 1.):

1Z4jemce o tuto tematiku lze odkizat dale napf. na &lanek [1], ktery se zabyvd
pribuznou problematikou.
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Uloha 2

Stafenka jde na trh; kan ji $lapne do koSe a zni¢i vSechna vejce. Jezdec
nabidne thradu skody a pté se, kolik vajec ptinesla. Starenka nezné presny
pocet, ale vi, Zze kdyz vejce uklddala po dvou, jedno ji zbylo. Stejnd véc
nastala, kdyz kdyz vejce ukladala po tiech, ¢tyrech, péti a Sesti. Naopak,
kdyz vejce ukladdala po sedmi, zddné ji nezbylo. Najdéte nejmensi pocet
vajec, které mohla starenka nést.

V obou tlohach hledame piirozené c¢islo, u kterého zname zbytky pii
déleni nékolika danymi ptirozenymi ¢isly. S problémy tohoto typu se setka-
vame pomérné casto v tlohach skolské matematiky. Vyskytuji se jak v tlo-
hach rekrea¢ni matematiky, mezi néz fadime i uvedené tlohy, tak v nejna-
ro¢néjsich tlohdm na mezindrodnich matematickych soutézich, které jsou
uvedeny na konci tohoto ¢lanku.

Pokud problematiku vyse uvedenych tloh formulujeme obecné, hledame
odpovédi na otazky, zda reSeni existuje, zda je urceno jednoznacné, pri-
padné jaky je vztah mezi riznymi feSenimi a jak tato reSeni nalézt. Nyni
zkoumejme problém, kdy hleddme prirozené ¢islo, pro néz zndme zbytky
pfi déleni danymi dvéma piirozenymi ¢isly. O existenci feSeni takto for-
mulovaného problému vypovida nasledujici véta.

Véta 1

Necht m a n jsou nesoudélna pfirozend Cisla a a, b celd nezapornd Cisla,
pro kterd plati a < m a b < n. Potom existuje pravé jedno celé nezdporné
¢islo N < mn takové, ze jeho zbytky pii déleni ¢isly m a n jsou po fadé a
a b. Pritom v8echna cela ¢isla, kterd po déleni ¢isly m a n maji zbytky po
fadé a a b jsou tvaru N + kmn, kde k je libovolné celé ¢islo.

Diikaz. Kazdému ¢islu z mnoziny {0,1,2,...,mn — 1} pfifadme (uspora-
danou) dvojici jeho zbytkt po déleni ¢isly m a n. Ukazeme, Ze pro zadné
C¢islo z této mnoziny neni takova dvojice stejna. Opravdu, pokud by dvé
riiznd Cisla, feknéme A a B, méla stejnou dvojici zbytkd (z1,22) po dé-
leni po tadé ¢isly m a n, potom by ¢islo A — B bylo délitelné nesoudél-
nymi ¢isly m a n, tedy by bylo délitelné i jejich soucinem mn. Jelikoz ale
A,B€{0,1,2,...,mn — 1}, plati |A — B| < mn — 1, plyne odtud A = B,
coz je spor s predpokladem, Ze ¢isla A a B jsou ruznd.

Ptirozené ¢islo po déleni ¢islem m mutze mit m riznych zbytka 0,1, ...,
m— 1 a po déleni ¢islem n mize mit téchto zbytkid n. Proto existuje praveé
mn raznych dvojic zbytkd po déleni ¢isly m a n. V mnoziné {0,1,2,...,
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mn—1} je mn &isel, které maji rizné dvojice zbytkid po déleni ptirozenymi
Cisly m a n, musi tam tedy existovat pravé jedno takové ¢islo N, které po
déleni ¢isly m a n dava po radé zbytky a a b.

Jelikoz cislo kmn, kde k je celé Cislo, je délitelné ¢isly m a n, mé ¢islo
N + kmn zbytky a a b pri déleni ¢isly m a n. Naopak, ma-li ¢islo M
tyto zbytky po déleni ¢isly m a n, potom tuto vlastnost ma také cislo
M + jmn, kde 7 je celé ¢islo. Existuje pravé jedno cislo j takové, ze 0 <
M +jmn < mn, podle predchozich odstavct ale toto ¢islo je ¢islo IV, proto
M + jmn = N a tedy ¢islo M je tvaru N + kmn.

Jiny dikaz pruni casti. Predchazeji dikaz byl existen¢ni a nevyplyvala
z néj zadna jind metoda, jak najit ¢islo NV jinak, nez vypocitat zbytky po

déleni kazdého z mn &isel z mnoziny {0,1,2,...,mn — 1}. Nyni uvedme
konstruktivnéjsi dikaz.
Uvazujme mnozinu ¢isel {0, m,2m,3m, ..., (n—1)m}. UkdZeme, Ze tato

¢isla maji navzajem rtzné zbytky pii déleni c¢islem n. Vskutku, pokud
by existovala dvé rdzné ¢isla z této mnoziny, feknéme km a jm, kterd
maji stejny zbytek prfi déleni n, potom ¢islo n déli jejich rozdil (k — j)m.
Vzhledem k nesoudélnosti ¢isel m a n tedy n déli (k — j), ale |k — j| < n,
proto k = j, coz je spor. V mnoziné {0,m,2m,3m, ..., (n—1)m} je n &isel,
kterd pri déleni ¢islem n maji navzdjem rtzné zbytky pii déleni ¢islem n,
proto v ni existuje (jediné) ¢islo B, které pii déleni ¢islem n ma zbytek b.
Podobné ukizeme, ze v mnoziné {0,n,2n,3n,...,(m — 1)n} existuje ¢islo
A, které ma zbytek a pii déleni ¢islem m.

Ukézali jsme, Ze existuje ¢islo A délitelné Cislem n, které pii déleni
Cislem m ma zbytek a a cislo B délitelné ¢islem m, které pti déleni ¢islem
n ma zbytek b. Proto ¢islo A+ B mé zbytek a pfi déleni ¢islem m a zbytek
b pii déleni Cislem n. Tedy zbytek po déleni Cisla A + B cislem mn je
hledané cislo N.

Druhy dikaz dava efektivnéjsi metodu, jak najit ¢islo IV, staci urcit
nejvyse m + n + 1 zbytka.

Pokud pracujeme se zbytky pii déleni prirozenymi ¢isly, mizeme s vy-
hodou vyuzit pojmu kongruence, a zapis nasich Gvah se stane Citelnéjsi.
Pokud dvé celad cisla ¢ a d davaji pti déleni pfirozenym cislem n stejné
zbytky, fekneme, Ze jsou kongruentni podle modulu n, coz zapiSeme ¢ = d
(mod n) a ¢teme: ,c je kongruentni s d modulo n.“ Ctenaf se s dalgimi
vlastnostmi kongruenci mtze sezndmit napiiklad v [3]. Predchazejici vétu
pak mtzeme pomoci kongruenci vyslovit v nasledujicim tvaru.

Matematika - fyzika - informatika 19 2009/2010 461



Véta 1’

Necht m a n jsou nesoudélna prirozena ¢isla a a, b cela ¢isla. Potom exis-
tuje ¢islo prirozené ¢islo N takové, ze N = a (mod m) a N = b (mod n).
Toto ¢islo je jediné v kongruenci podle modulu mn.

Ve vétach 1 a 1’ se predpoklada, ze ¢isla m a n jsou nesoudélnd. Zkou-
mejme nyni pripad, kdy tato dvé cisla jsou soudélna.

Oznacme d po tadé nejvétsi spolecény délitel ¢isel m a n a predpokla-
dejme d > 1. Pokud existuje takové celé ¢islo N, pro které plati N = a
(mod m) a N = b (mod n), potom také N = a (mod d) a N = b (mod d),
odkud vyplyva, Ze a = b (mod d). Pokud tato podminka splnéna nebude,
nemuze existovat ¢islo NV danych vlastnosti. Snadno se da postupem ob-
dobnym dtkazu véty 1 ukédzat, ze tato podminka je i postacujici a mizeme
tedy vyslovit nasledujici tvrzeni, které zobechuje predchozi véty.

Véta 2
Necht m a n jsou prirozend Cisla a a, b Cisla cela. Potom soustava kon-

gruenci

x =a (mod m),

z=0b (modn)
ma za predpokladu a = b (mod D(m,n)) pravé jedno feSeni v kongruenci
podle modulu n(m,n). Pokud neplati a = b (mod D(m,n)), potom dané
soustava kongruenci nemd feSeni. Symboly D(m,n) a n(m,n) znai po
tadé nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spolecny nasobek ¢isel m a n.

V motivaéni tloze 1 byla déna soustava tii kongruenci. Obecné jsme
méli najit feSeni soustavy kongruenci

x =a (mod m),

x=b (mod n),
x=c¢ (modr),

kde m, n, r byla po dvou nesoudélné prirozend cisla a a, b, ¢ celd cisla.
Podle véty 1’ existuje v kongruenci podle modulu mn pravé jedno celé
nezdporné Cislo Ny, které resi prvni dvé kongruence, tj. plati Ny = a
(mod m) a Ny = b (mod n). Opét podle véty 1’ ale existuje pravé jedno

feseni NV v kongruenci vzhledem k modulu mnr soustavy kongruenci

xz=N; (mod mn),

zr=c (modr).
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Protoze N = N; (mod mn), plati N = a (mod m) a N = b (mod n),
tedy ¢islo N fesi danou soustavu tii kongruenci.

Takovy postup mlzeme pouzit i pro soustavu vice nez tii kongruenci.
Tedy plati nasledujici véta, pojmenovand podle prvni znamé formulace
takového problému.

Véta 3 (Cinskd zbytkovd véta)

Necht my,ms,...,my jsou po dvou nesoudélnd prirozend Cisla, kde
m; >2proi=1,2,...,k aay,as,...,a; celd ¢isla. Potom soustava kon-
gruenci

x =a; (mod my),

z = a2 (mod ma),

x = ar (mod my)
maé praveé jedno feSeni v kongruenci podle modulu my - ms - ... - my.

Ctenaf jisté najde formulaci této véty v piipadé, kdyz ¢isla my, ma, . ..,
my, nebudou po dvou nesoudélnd, tj. zobecnéni véty 2.

Reseni ulohy 1.

Na feSeni tlohy 1 si ukdzeme konstruktivnéjsi postup, jak nalézt reseni
soustavy vice nez dvou kongruenci (obdobu jiného dikazu véty 1). Na-
jdeme cislo M, které je délitelné 5 a 7 a pri déleni 3 ma zbytek 2, je to
napiiklad ¢islo M = 35. Cislo N = 63 je délitelné 3 a 7 a pii déleni 5 m4
zbytek 3. Cislo P = 30 je délitelné 3 a 5 a pii déleni 7 méa zbytek 2. Proto
¢islo M + N + P = 128 mé zbytek 2 pii déleni 3, zbytek 3 pii déleni 5
a zbytek 2 pii déleni 7. Protoze toto &islo je podle Cinské zbytkové véty
urceno jednoznacné v kongruenci podle modulu 3-5-7 = 105, m4 hledanou
vlastnost z prikladu 1 kazdé ¢islo tvaru 128 4+ 105k, kde £ je libovolné celé
¢islo. Nejmensi prirozené ¢islo, které vyhovuje zadani tlohy 1, je ¢islo 23.

Reseni ulohy 2.

Hledejme feseni Glohy 2. Pro zjednodusenti si stac¢i uvédomit, ze hledany
pocet vajicek x ma pii déleni 6 zbytek 1, pravé kdyz tento zbytek ma
i pfi déleni 2 a 3, tedy podminku # = 1 (mod 6) mlzeme vypustit. Déle,
jestlize ma cCislo x zbytek 1 pii déleni 4, potom mé tento zbytek i pfi
déleni 2, tedy i tato podminka je nadbytecna. Staci tedy vyresit nasledujici
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soustavu kongruenci (Vsimnéme si, Ze po téchto tvahéch jsou délitelé ¢isla
nesoudélna.)

Podle Cinské zbytkové véty tato soustava kongruenci mé jediné feseni
vzhledem k modulu 3-4-5-7 = 420. Jedno z feSeni najdeme podobné jako
pfi feSeni dlohy 1, je to napft. ¢islo 28041054336+ 0 = 721. Tedy vSechna
celd ¢isla z, kterd vyhovuji zadani prikladu 2 jsou ¢isla 721 + 420k, kde &
je libovolné celé ¢islo. Nejmensi prirozené ¢islo x dané vlastnosti je cislo
301.

Dalsi priklady

V predchozich odstavcich jsme zjistili, Ze najit feSeni soustavy kongru-
enci pri zadanych modulech neni problém. Pri praktickych aplikacich se
ukazuje, ze podstatnéjsi na Cinské zbytkové vété je tvrzeni o existenci
a jednoznacnosti takového FeSeni. Uvedme nékolik piikladi z poslednich
let, kde se v rtiznych mezinadrodnich matematickych soutézich zaku stred-
nich $kol dala Cinska zbytkova véta s vyhodou vyuzit.

Uloha 3 (50. Mezindrodni matematicka olympidda)

Necht n je pfirozené ¢islo a ay, ..., a, (K > 2) jsou navzdjem razné celd
¢isla z mnoziny {1,...,n} takova, ze pro kazdé i = 1,...,k — 1 je ¢islo
ai(a;+1 — 1) délitelné n. Dokazte, Ze ¢islo ag (a1 — 1) neni délitelné n.

Regeni. Ozna¢me p™ (m > 1) nejvy$$i mocninu prvodisla p, ktera jeste
deli n, tj. p™ | n a p™*! uz n neddli. Piedpokladejme, ze n | ax(ay — 1).
Uvazujme dva pripady:
a) Pokud p | ag, potom ze skute¢nosti n | ar—1(ar — 1) plyne p™ | ag—1,
odtud a z faktu n | ag—2(ar—1 — 1) plyne p™ | ax—2 atd. az p™ | a;.
Z podminky n | ar(a; — 1) plyne p™ | a.
b) Pokud p nedéli aj, potom a; = 1 (mod p™) a z faktu n | ai(az — 1)
plyne a2 = 1 (mod p™) atd. aZ ax = 1 (mod p™).
V obou pfipadech jsme zjistili, Ze bud a; = 0 (mod p™) pro vSechna
i=1,...,k nebo a; = 1 (mod p™) pro v8echna i. JelikoZ toto plati pro
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v8echna prvocisla z prvociselného rozkladu ¢isla n, plyne ze skutecnosti
a; € {1,...,n} a z Cinské zbytkové véty (vyuzijeme jednoznacnost), ze
a1 = az = +++ = Gy, coz podle zadani neni mozné. Tim jsme dospéli ke
sporu s predpokladem n | ag(a; — 1).

Cinskou zbytkovou vétu dale miizeme vyuzit pii feSeni nasledujicich pii-
kladt, kdy jeji tvrzeni pouzijeme k dikazu existence nékolika pomocnych
kongruenci.

Uloha 4 (17. Balkénsk4 matematicka olympiada)

Ukazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n existuje takova n-prvkovd mno-
zina X navzajem riznych pfirozenych cisel, Ze aritmeticky primeér prvka
libovolné jeji neprazdné podmnoziny je druhd, tfeti, nebo vét$i mocnina
prirozeného cisla.

Reseni. Nejprve ukdzeme, Ze pro kazdé pfirozené ¢islo n existuje takova
mnozina n prirozenych ¢isel, ze aritmeticky prameér jeji libovolné neprazd-
né podmnoziny je piirozené cislo. Necht aq,...,a, je n-tice navzijem
riznych pfirozenych ¢isel. Oznac¢me k nejmensi spolecny néasobek cisel
1,2,...,n. Pokud polozime b; = k - a; pro vSechna ¢ = 1,2,...,n, bude
aritmeticky primér libovolné podmnoziny mnoziny {b,bs,...,b,} pfiro-
zené Cislo. Necht C = {¢1,¢2,...,¢n} je mnozina aritmetickych priméri
v8ech podmnozin této mnoziny. Necht {dy,ds,...,dy} je mnozina navza-
jem rtznych prvocisel (budou to exponenty mocnin jednotlivych aritme-
tickych priméri).

Necht p je libovolné prvocislo, které déli nékteré ¢islo z mnoziny C.
Oznadme q; pro vSechna ¢ nejvyssi mocninu prvocisla p, kterd jesté déli
¢islo ¢;. Potom podle Cinské zbytkové véty existuje piirozené ¢islo K tak,
Ze pro v8echna i = 1,...,n plati K = —a; (mod d;). Nyni pro mno-
zinu ¢isel {pfby,pXby,...,p5b,} bude {pXey,pXes,. .., p%e,} mnozina
aritmetickych primért jejich podmnozin. VSimnéme si, Zze nejvyssi moc-
nina prvoéisla p, kterd déli prvek p¥¢; této mnoziny, je ndsobkem ¢isla d;.
Zopakujeme-li tuto Gvahu pro kazdé prvocislo, které déli nékteré z Cisel
mnoziny C, ziskdme nakonec n-prvkovou mnozinu, kterd ma tu vlastnost,
ze aritmeticky primér libovolné jeji podmnoziny je nékterou mocninou
prirozeného cisla.

Poznamka. Poznamenejme, Ze tento zptsob konstrukce mnoziny X je ne-
prakticky v tom smyslu, ze vede k velmi velkym ¢islim mnoziny X. Hle-
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dejme triprvkovou mnozinu X s danou vlastnosti. Naptriklad mnozina
{2,4,6} méa tu vlastnost, ze aritmeticky primér libovolné jeji podmno-
ziny je prirozené cislo, mizeme ji tedy povazovat za vychozi mmnozinu
{b1,b2,b3}. Mnozina vSech aritmetickych pramért jejich podmnozin je
C = {2,3,4,5,6}, jeji prvky jsou délitelné prvocisly 2, 3 a 5. Necht
{2,3,5,7,11} je vychozi mnozina exponentt d;. Pro prvoéislo 2 je ¢islo
K, naprtiklad 483, pro prvocislo 3 je K3 = 560 a pro prvocislo 5 je K5 =
= 1980. Tedy priklad t¥iprvkové mnoziny hledanych vlastnosti je mnozina
X = {2484356051980, 24853560519807 2484356151980}' Opravdu, mnozina, arit-
metickych priméra jejich podmnozin je

{2484356051980’ 94833561 51980, 2485356051980, 2483356051981’ 94843561 51980} _
{(224232805990)2 7 (29731875660)3 7 (216131125396)5 7

(2693805283)7 (2443515180)11} '
Dalsi dvé tlohy mohou poslouzit k procviceni uvedené tematiky.

Uloha 5 (1. Stiedoevropské matematicka olympiada, [4])

Urcete vSechna kladnd celd ¢isla k s vlastnosti: existuje celé ¢islo a
takové, ze (a + k)® — a® je ndsobkem ¢isla 2 007.

Uloha 6 (11. Matematickd olympiada USA)

Dokazte, ze existuje takové prirozené Cislo k, Zze pro vSechna pfirozend
Cisla n je ¢islo 2™ - k + 1 sloZené.
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Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 163 a 164, jejichz zadani byla zvefejnéna ve tfetim
¢isle tohoto (19.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 163

Necht D je pata vysky k preponé AB pravouhlého trojahelniku ABC.
Oznacme [; stfed kruznice vepsané trojihelniku BC'D a 11 jeji bod dotyku
se stranou BC'. Déle oznacme I, stied kruznice vepsané trojahelniku C AD
a T> jeji bod dotyku se stranou AC. Dokazte, ze se piimky 111y a Tals
protinaji na preponé AB.

Gottfried Perz (Graz)
Reseni: Primky ThI; a TI, jsou kolmé po fadé ke stranim BC a AC.

Oznaéme S prisecik piimek T11; a Tol,. Ctyithelnik ST, CT, je pravo-
uhelnik; jeho vrcholy lezi na kruZznici s praméry CS a T175.

A

Trojthelnik ADC' je obrazem trojuhelniku CDB v zobrazeni slozeném
z otoCeni se stfedem v bodé D a thlem +90° (viz obr.) a stejnolehlosti
se stfedem D a koeficientem %. (Toto zobrazeni se v literatute Casto
nazyva spirdlni podobnost.)

Protoze bod T, je obrazem bodu 77 v uvedené spirdlni podobnosti,
jsou primky 75D a T1D navzajem kolmé. Podle Thaletovy véty lezi bod
D na kruznici s primérem 77 75. Jinym primeérem této kruznice je ale také
usecka CS, proto v piipadé D # S je thel CDS pravy a bod S lezi na
pieponé AB. V pfipadé D = S na ni ovSem lezi také. Tim jsme ukézali,
7e bod S nutné lezi na preponé AB.
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Jin€ Tesent: Stejné jako v predchazejicim feSeni oznacime S prisecik pii-
mek T I, a T»1, a ukazeme, ze ST, CT, je pravouhelnik. Oznacime-li a, b,
¢ obvyklym zptsobem délky stran trojuhelniku ABC, plyne z podobnosti
trojihelnikit ADC a CDB, ze | BT | = §:|CTy| a |CTi| = |STy| = §-|AT>|.
Podle Pythagorovy plati v pravothlém trojuhelniku AT5S

e \a? + b c

Podobné ukazeme, ze

IBS| = /|BTi2 + |CTa|? = zE) - |CT.

Potom ale |[AS|+|BS| = § - (JAT:|+|CTz|) = c. Pokud by bod S nelezel
na pieponé AB, podle trojahelnikové nerovnosti by platilo |AS| + |BS| >
> |AB| = ¢, coz je spor. Proto bod S lezi na pfeponé AB.

Pozndmka. Ze vztahu |AS| = { - |ATi| a z podobnosti trojiahelniki ABC
a AC'D dale plyne, ze bod S je dotykovym bodem kruznice vepsané troj-
uhelniku ABC se stranou AB.

Spravné feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van, Frantisek Jdachim z Volyné, Jozef Mészaros z Jelky, Jiri Steckbauer
z Kvétné, Petr Boros, Simona Domesova, Jakub Solovsky a Lenka Sum-
balovd, vsichni z GMK v Bilovci, Filip Hldsek z G v Plzni, Mikulasské
nam., Michal Hordk, David Klaska a Bohuslav Zmek, vSichni z G v Brné,
tf. Kpt. Jarose, Adam Juraszek z G v Ceskych Bud&jovicich, Jirovcova,
Miroslav Olsdk z GB v Praze 5, Josef Ondrej z G v Roznové p. R., Petr
Parizek z GBN v Hradci Kralové, Jachym Sykora z z GChD v Praze 5, Dan
Safka z GJK v Praze, Trung Ha Duc z MG v Plzni, Petdkova a Martina
Vavackovd z GPdC v Tabore.

Netplné teSeni zaslali Viadimir Pavel z Blovic a Anna Chejnovskd
z GBN v Hradci Kralové.

Uloha 164
Najdéte vsechna realna cisla x, pro kterd plati

(sin® 2 4 cos® z) (sin® & + cos® ) = 2 (sin & + cos® z) (sin® z + cos® ).
Jan Mazdk (KoSice)
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Reseni: Uzitim vztahu

sin® z + cos® & = (sin? & + cos? x) (sin* z — sin® z cos® & + cos? ) =

4

= sin* z — sin® z cos® z + cos* z

zjistime, Ze dand rovnice je ekvivalentni s rovnici

5

(sin® & + cos® z) (sin® = + cos® x) =

4 4 2

= 2 (sin* 2 + cos® z) (sin* z — sin® z cos? z + cos ). (1)

Ukazeme, Ze jejim TFeSenim neni redlné ¢islo x, pro které plati cosz = 0.
Pokud by jim bylo, platilo by |sinz| = 1, coz po dosazeni do rovnice
(1) vede ke sporu 1 = 2. Obé strany rovnice (1) tedy miuZeme vydélit
nenulovym ¢islem cos® z. Substituci y = tgx ziskdme z rovnice (1) rovnici
G+ +1) =2("+1) (v —y* + 1),

kterou upravime do tvaru

0=(y—1*W° +2y° +y' > +y° + 2y +1). (2)
Neni tézké ukézat, ze vyraz y + 2y° + y* — v + y% + 2y + 1 nabyva pro
realnd cisla y pouze kladnych hodnot. Plyne to napiiklad z rovnosti
YO+2 +yt =Pyt 2y +1 = (v - 1P (y+ )P+ 3y (0P +3(y + 1)+ 1).

Rovnice (2) mé proto jediné ¥eSeni y = 1, kterému vzhledem k pouZité
substituci odpovida feseni pivodni rovnice tvaru x = iﬂ' + km, kde k je
libovolné celé cislo.

Spravné feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Jozef Mészaros z Jelky, Viadimir Pavel z Blovic, Jiri Steckbauer z Kvétné,
Filip Hldsek z G v Plzni, Mikuld$ské nam., Jaromir Karmazin z G ve

z GB v Praze 5, Josef Ondrej z G v Roznové p. R., Petr Rysavy z GJH
v Praze a Dan Safka z GJK v Praze.

Dodatec¢né redakce obdrzela spravna feseni tiloh ¢islo 160 a 162 od Petra
Borose z GMK v Bilovci a spravné feSeni Glohy ¢islo 162 od Frantiska
Jdchima z Volyné.

Pavel Calabek
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