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V roce ���� zadalo Ministerstvo �nanc� �R �MF �R� spole�nosti
STEM	MARK zpracov
n� v�zkumu� jeho
 c�lem bylo zmapovat z
kladn�
�rove� �nan�n� gramotnosti obyvatel �R prost�ednictv�m jejich subjektiv�
n�ho hodnocen� a zjistit tak pot�ebu vzd�l
v
n� v oblasti �nanc�� K hlavn�m
z
v�r�m tohoto v�zkumu pat�ilo zji�t�n�� 
e v�t�ina respondent� nez�skala
informace z oblasti �nanc� a bank ve �kole ��� ��� a t�m�� v�ichni sou�
hlasili s mo
nost� vyu�ovat z
kladn� pojmy z oblasti �nan�n�ho sv�ta na
st�edn�ch �kol
ch ��� ��� necel
 polovina by toto u�ivo zavedla ji
 na
z
kladn� �koly ����

Ve stejn�m roce vydalo MF �R materi
l R�mcov� politika Ministerstva
�nanc� v oblasti ochrany spot�ebitele na �nan�n�m trhu� Tento materi
l
stanovuje hlavn� c�le� oblasti a principy� na kter� se MF �R do budoucna
zam���� V materi
lu je konstatov
no� 
e sou�asn� stav ochrany spot�ebitele
na �nan�n�m trhu nen� uspokojiv� a 
e je nutno zav�st n�kter
 opat�en�
pro zlep�en� situace�

� zajistit optim
ln� rozsah a kvalitu informac� pro spot�ebitele�
� zajistit odpov�daj�c� odbornou �rove� distributor� �nan�n�ch slu
eb�
� zabezpe�it adekv
tn� postaven� spot�ebitele ve vztahu s �nan�n�mi in�
stitucemi�

� zv��it �nan�n� gramotnost spot�ebitel� a jejich �rove	 pr�ce s informa

cemi ����

Ji
 v roce ���� byl vytvo�en spole�n� dokument Ministerstva �nanc�
�R� Ministerstva �kolstv�� ml
de
e a t�lov�chovy �R a Ministerstva pr��
myslu a obchodu �R nazvan� Syst�m budov�n� �nan�n� gramotnosti na
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z�kladn�ch a st�edn�ch �kol�ch� kter� byl inovov
n v prosinci ����� V tomto
dokumentu je uvedena de�nice �nan�n� gramotnosti a jej� t�i z
kladn�
slo
ky�

Finan�n� gramotnost je soubor znalost�� dovednost� a hodnotov�ch po�
stoj� ob�ana nezbytn�ch k tomu� aby �nan�n� zabezpe�il sebe a svou
rodinu v sou�asn� spole�nosti a aktivn� vystupoval na trhu �nan�n�ch
produkt� a slu
eb� Finan�n� gramotn� ob�an se orientuje v problematice
pen�z a cen a je schopen odpov�dn� spravovat osobn�	rodinn� rozpo�et�
v�etn� spr
vy �nan�n�ch aktiv a �nan�n�ch z
vazk� s ohledem na m�n�c�
se 
ivotn� situace ����

Finan�n� gramotnost obsahuje t�i slo
ky�

� Pen�
n� gramotnost� kter
 zahrnuje kompetence pro spr
vu hotovost�
n�ch a bezhotovostn�ch pen�z a spr
vu p��slu�n�ch n
stroj� �b�
n� ��et
atd���

� Cenovou gramotnost� do n�
 jsou za�len�ny kompetence pro porozum�n�
cenov�m mechanizm�m a in!aci�

� Rozpo�tovou gramotnost� kter
 obsahuje kompetence pro spr
vu osob�
n�ho	rodinn�ho rozpo�tu a zvl
d
n� r�zn�ch 
ivotn�ch situac� z �nan��
n�ho hlediska� kompetence pro spr�vu �nan�n�ch aktiv �nap�� vklad��
investic� poji�t�n�� a spr�vu �nan�n�ch z�vazk� �nap�� �v�r�� leasingu��

Uveden� materi
l obsahuje rovn�
 Standard �nan�n� gramotnosti pro
z
kladn� i st�edn� vzd�l
v
n�� V tomto �l
nku se zam���me na �� stupe�
Z" a na ni
�� ro�n�ky v�celet�ch gymn
zi�� Do doby �pravy RP ZV se
doporu�uje implementovat tyto standardy do vzd�l
v
n� na dobrovoln�
b
zi� P�edpokl
d
 se� 
e probl�my t�kaj�c� se rozvoje �nan�n� gramotnosti
budou za�azeny do vzd�l
vac�ch oblast�Matematika a jej� aplikace a �lov�k
a spole�nost�

Ob�an s n�zkou �rovn� �nan�n� gramotnosti nen� schopen se orientovat
v r�zn�ch nab�dk
ch obchod�� cestovn�ch kancel
��� bank� poji�#oven atd�
�asto se nech
 zl
kat neseriozn�mi nab�dkami� neum� kriticky posoudit
l
kav� reklamy a nedok

e si vybrat nejvhodn�j�� variantu z nab�zen�ch
mo
nost�� To mnohdy vede k jeho zna�n�m �nan�n�m ztr
t
m� zadlu
e�
nosti i ztr
t� majetku� Proto bychom m�li 

ky p�ipravit co nejd�kladn�ji
na rozmanit� praktick� situace� se kter�mi se budou na �nan�n�m trhu
setk
vat�
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�� stupe� Z�

Obsah V�sledky

Pen�ze

� nakl�d�n� s pen�zi � na p��kladech uk��e vhodn� vyu�it� r�zn	ch

� tvorba ceny n�stroj� hotovostn�ho a bezhotovostn�ho placen�

� in
ace � na p��kladu uk��e tvorbu ceny jako sou�et n�klad��

zisku a DPH

� objasn� vliv nab�dky a popt�vky na tvorbu ceny

a jej� zm�ny

� pop��e vliv in
ace na hodnotu pen�z

Hospoda�en� dom�cnosti

� rozpo�et dom�cnosti� typy � sestav� jednoduch	 rozpo�et dom�cnosti� uvede

rozpo�tu� jejich odli�nosti hlavn� p��jmy a v	daje dom�cnosti� rozli��

� z�kladn� pr�va spot�ebitel� pravideln� a jednor�zov� p��jmy a v	daje� zv���

nezbytnost jednotliv	ch v	daj�

� objasn� princip vyrovnan�ho� schodkov�ho

a p�ebytkov�ho rozpo�tu

� vysv�tl�� jak se br�nit v p��pad� poru�en� pr�v

spot�ebitele

Finan�n� produkty

� slu�by bank� aktivn� � uvede p��klady pou�it� debetn� a kreditn� platebn�

a pasivn� operace karty� vysv�tl� jejich omezen�

� produkty 
nan�n�ho trhu � uvede a porovn� nejobvyklej�� zp�soby nakl�d�n�

pro investov�n� a pro s voln	mi prost�edky �spot�eba� �spory� investice�

z�sk�n� prost�edk� � uvede a porovn� nej�ast�j�� zp�soby kryt� de
citu

� poji�t�n� ��v�ry� spl�tkov	 prodej� leasing�

� �ro�en� � vysv�tl� v	znam �roku placen�ho a p�ijat�ho

� uvede nej�ast�j�� druhy poji�t�n� a navrhne� kdy je

vyu��t

Standard 
nan�n� gramotnosti pro �� stupe� Z�

V u�ivu Z" se �lohy z oblasti �nanc� objevuj� zejm�na v tematick�ch
celc�ch p�irozen� a desetinn� ��sla �n
kupy� a procenta �slevy� jednoduch�
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�ro�en��� Mo
nosti matematiky pro rozvoj �nan�n� gramotnosti 

k� jsou
v�ak mnohem �ir��� Je mo
n� a ��eln� rozv�jet jejich �nan�n� gramotnost
v podstatn� v�t��m rozsahu typ� �loh� ani
 by se roz�i�oval matematick�
apar
t� Pokud zredukujeme um�le konstruovan� pseudoaplika�n� slovn�
�lohy� kter� nemaj� s prax� nic spole�n�ho� neroz���� se ani objem u�iva�

Pro ilustraci uv
d�me jeden
ct drobn�ch �loh z oblasti obchodu a slu�

eb� kter� pova
ujeme v uveden�ch souvislostech za vhodn� pro $� a �� ro��
n�k z
kladn� �koly� N�kter� z nich jsou p�evzaty z u�ebnic a sb�rek pro Z"
autor� Odv
rko % Kadle�ek�

�loha �
Jana kupovala �koln� pot�eby v supermarketu� Pastelky st
ly   ��� K��

Druh� den se cestou ze �koly Jana zastavila je�t� v pap�rnictv� pro se�
�it na matematiku� Zjistila� 
e stejn� pastelky tam stoj� �� K�� Kolik na
pastelk
ch prod�lala&

�loha �
Tat�nek chce koupit p�es internet samonav�jec� su�
k pr
dla� Zaujala

ho nab�dka dvou obchod�� V prvn�m z nich nab�zej� su�
k za ��� K�� ve
druh�m stejn� typ za � � K�� Tat�nek vybral nejprve levn�j�� variantu� p�i
uzav�r
n� objedn
vky ale zjistil� 
e mu bude p�ipo��t
no po�tovn� a baln�
ve v��i ��� K�� Nakonec objednal su�
k ve druh�m obchod�� nebo# tento
e�obchod nab�z� i osobn� odb�r nedaleko jeho bydli�t�� Rozhodl se spr
vn�&

Koment��� '
ci by si m�li uv�domit� 
e ceny zbo
� nejsou jednotn� a 
e
rozd�ly mohou b�t podstatn�� Je t�eba tak� zv

it dodate�n� n
klady na
zakoupen� zbo
� �po�tovn�� baln�� dopravn� � � � ��

�loha �
Maminka kupuje na v�kend pro rodinu �$ b�l�ch jogurt�� V obchod�

s potravinami stoj� balen� po � kusech ����� K�� balen� po  kusech
����� K�� Kter� balen� je �nan�n� v�hodn�j��&

Koment��� Na cenovce u zbo
� mus� b�t v
dy uvedena cena za jednotku�
V na�em p��pad� u v�t��ho balen� je tato cena �� � K�� u men��ho $� � K��
V�hodnost n
kupu men��ho balen� je z�ejm
 i pouh�m odhadem� Obvykle
b�v
 v�t�� balen� �nan�n� v�hodn�j��� tento p��klad z praxe v�ak ukazuje�

e tomu tak v
dy nen��
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�loha �

�����
����������

Kolik (u�et���)� kdy
 si od �endy koup�� star� roztrhan� boty& Opravdu
by se ti takov� n
kup vyplatil& � �

Koment��� Nen� d�le
it
 jenom cena zbo
�� ale tak� jeho kvalita� N
kup
nekvalitn�ho zbo
� se �asto nevyplat�� Kvalitn� zbo
� ov�em neznamen

tot�
 jako �n�kdy i p�edra
en�� zna�kov� zbo
��

�loha �

Univerz
ln� kryc� nepromokav
 plachta proti de�ti� v�tru� slunci� mrazu�
��� m � � m za pouh�ch ��� K�

Cena bez DPH �� �� po�tovn�  � K��

Reklama upozor�uje� 
e do uveden� ceny nebyla zapo��t
na da� z p�i�
dan� hodnoty� Vypo��tej� kolik zaplat�� celkem za plachtu i s DPH� kdy

si ji objedn
� po�tou� ���

�loha 	
Firma Alfa prod
v
 po��ta� KL bez DPH za �� ��� K�� �rma Beta

stejn� po��ta� nab�z� za cenu �� ��� K� s DPH� DPH tvo�� �� � z ceny
bez dan�� U kter� �rmy je �nan�n� v�hodn�j�� po��ta� koupit&

Koment��� Je t�eba si v��mat� zda uveden
 cena zahrnuje tak� DPH� Da�
z p�idan� hodnoty tvo�� podstatnou �
st ceny zbo
��
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�loha �

����
����
����

Blanka si vyhl�dla koza�ky� V prodejn� u �koly st
ly � � � K�� v pro�
dejn� na n
m�st� � �$� K�� V b�eznu byly zlevn�ny� v prodejn� u �koly
o �� �� v prodejn� na n
m�st� o �� ��

a� Odhadni� ve kter� prodejn� zaplat� za koza�ky m�n��
b� Vypo��tej ob� ceny� �$�

�loha 

�LANK � zaru�en� prost�edek na zhubnut�

Objednejte ihned*
P�i rychl�m odb�ru "LANKU dostanete �� � slevu z ceny v�robku�
kter
 je � ��� K��
Zaplat�te tak jen pouh�ch � ��� K��

a� Zkontroluj zlevn�nou cenu� vypo��tej ji spr
vn��
b� Zjisti� z kter�ho z
kladu byla ���n� sleva  �� K� vypo��t
na��$�

Koment��� P�i slev
ch je d�le
it
 nejen v��e slevy� ale tak� z
klad� ze
kter�ho se sleva po��t
� +loha � n
zorn� ukazuje� jak se tak� n�kdy ur�uj�
tzv� slevy� Obchodn�k cht�l za zbo
� z�skat � ��� K�� k cen� p�i�etl �� �
z t�to �
stky� tj�  �� K�� Slogan (�� � z � ��� K�) by v�ak m�l odpov�dat
zlevn�n� o ��� K��
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�loha �
Ve v�kladn� sk��ni prodejny je uveden reklamn� slogan� T�m�� ve�ker�

zbo
� je zlevn�no o �� � a
 �� �� M
m z
jem o svetr� jeho
 p�vodn� cena
je ��� K�� Kolik za n�j zaplat�m po slev�&

Koment��� Podle slevy (o �� � a
 �� �) m�
e st
t svetr od ��� K� do
$�� K�� Vzhledem k formulaci sloganu (t�m�� ve�ker� zbo
�) m�
e v�ak
st
t i ��� K�� Slovo (a
) je velice d�le
it�� nebo# nejvy��� sleva se m�
e
t�kat nap��klad jen jednoho druhu zbo
��

�loha ��
Cestovn� kancel
� nab�z� desetidenn� leteck� z
jezd k mo�i do hotelu

Dulcia v cen� od �� ��� K�� Klient si p�ipravil hotovost �$ ��� K� a v ces�
tovn� kancel
�i zjistil� 
e uveden
 cena plat� pouze mimo sez,nu� V po�

adovan�m term�nu % v �ervenci % je z
kladn� cena �� ��� K�� palivov�
p��platek a leti�tn� taxa �in� celkem  ��� K�� poji�t�n� na cesty ��� K��
Kolik korun si m�l klient ve skute�nosti p�ipravit&

Koment��� Jde o b�
n� p��pad nab�dky �nap�� i cena automobil� je �asto
uv
d�na (od)�� Je t�eba pozorn� ��st nab�dky �rem� v��mat si dal��ch
podm�nek n
kupu zbo
� a poskytovan�ch slu
eb�

�loha ��
Produkt A stoj� ��� K�� produkt B stoj� �� K�� Bal��ek s produkty

A a B stoj� ��� K�� Kolik korun p�i n
kupu bal��ku u�et��me&

Koment��� U�et��me �� K�� ale pouze v p��pad�� 
e oba produkty vyu
i�
jeme� Pokud jsme nap��klad produkt B k ni�emu nepot�ebovali a po m�s�ci
jsme ho vyhodili do ko�e� je na m�st� ot
zka� kolik korun jsme p�i n
kupu
bal��ku prod�lali�

Uveden� �lohy jsou z hlediska matematick�ho �e�en� jednoduch�� +sp���
n� vy�e�en� p��slu�n� situace v praxi v�ak vy
aduje nejen odborn� matema�
tick� znalosti� ale tak� dostate�nou �rove� �nan�n� gramotnosti� "kolsk

matematika m�
e p�irozen�m zp�sobem prost�ednictv�m vhodn�ch �loh
k jej�mu rozv�jen� p�isp�t�

L i t e r a t u r a

��� MF �R� Finan�n� gramotnost �Kvantitativn� v	zkum pro MF� �online�� ����� �cit�
������������ Dostupn	 z�
�http���www�mfcr�cz�cps�rde�xchg�mfcr�xsl�
ntrh 
n vzdelavani ������html��
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��� MF �R� R�mcov� politika Ministerstva 
nanc� v oblasti ochrany spot�ebitele na

nan�n�m trhu �online�� ����� �cit� ������������ Dostupn	 z�
�http���www�mfcr�cz�cps�rde�xbcr�mfcr�Ramcova politika MF OSFT���� pdf�pdf��

��� MF �R� Syst�m budov�n� 
nan�n� gramotnosti na z�kladn�ch a st�edn�ch �kol�ch
�online�� ����� �cit� ������������ Dostupn	 z�
�http���www�mfcr�cz�cps�rde�xbcr�mfcr�SBFG � ������ �pdf��

��� Odv�rko� O� � Kadle�ek� J�� Matematika pro �� ro�n�k z�kladn� �koly� �� d�l� Opa�
kov�n� z aritmetiky a geometrie� �� vyd�n�� Prometheus� Praha ��� �

� � Odv�rko� O� � Kadle�ek� J�� Matematika pro �� ro�n�k z�kladn� �koly� �� d�l� Pom�r�
P��m� a nep��m� �m�rnost� Procenta� �� Vyd�n�� Prometheus� Praha �����

��� Odv�rko� O� � Kadle�ek� J�� Pracovn� se�it z matematiky� Soubor �loh pro �� ro�n�k
z�kladn� �koly� �� vyd�n�� Prometheus� Praha �����

O ��seln�ch posloupnostech �an� se �leny
a
�
�

p
a� a

�
�

q
a�

p
a� a

�
�

r
a�

q
a�

p
a�� � �

EMIL CALDA

Matematicko�fyzik�ln� fakulta UK� Praha

V tomto �l
nku uk

eme� 
e vhodnou volbou kladn�ho re
ln�ho ��sla a
lze dos
hnout toho� 
e limitou ��seln� posloupnosti uveden� v n
zvu bude
libovoln� zvolen� p�irozen� ��slo n � �� Za t�mto ��elem nejprve dok

eme�

e ka
d
 posloupnost tohoto typu m
 vlastn� limitu� Pou
ijeme k tomu
zn
mou v�tu� kter
 prav�� 
emonotonn� posloupnost je konvergentn�� pr�v�
kdy
 je omezen�� Vzhledem k tomu� 
e uveden
 posloupnost je rostouc��
sta�� uk
zat� 
e je shora omezen
�

Snadno zjist�me� 
e pro �leny an a an�� uva
ovan� posloupnosti plat�

a�n - a. an�� neboli a�n � an�� � a - � � ���

Proto
e plat� an�� � an� plyne odtud

a�n�� � an�� � a � � �

Levou stranu t�to nerovnice p�evedeme na sou�inov� tvar
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�
an�� � � .

p
 a. �
�

��
an�� � ��p

 a. �
�

�
� � �

Uv

�me�li� 
e v�raz ve druh� z
vorce je pro v�echna re
ln
 ��sla a � �
kladn�� mus� b�t v�raz v prvn� z
vorce z
porn�� Dost
v
me tak podm�nku

an�� �
� .

p
 a. �
�

�

Tento v�sledek ale znamen
� 
e uva
ovan
 posloupnost �an� je shora ome�
zen
� Proto
e je nav�c rostouc�� m
 vlastn� limitu� kterou pom�rn� snadno
ur��me�

Ozna��me�li lim an - A - lim an��� pak podle pravidel pro po��t
n�
s vlastn�mi limitami a podle ��� plat�

lim �a�n � an�� � a� - A� �A� a - � �

odkud �vzhledem k tomu� a i A jsou kladn
 re
ln
 ��sla� dost
v
me�

A -
� .

p
 a. �
�

� ���

Zjistili jsme tak� 
e pro ka
d� a � � m
 uva
ovan
 posloupnost

p
a �

q
a.

p
a �

r
a.

q
a.

p
a � � � �

vlastn� limitu� kterou je ��slo A ze vztahu ����
Uve/me nyn� n�kolik jednoduch�ch p��klad��

� Pro a - � vznikne posloupnost
p
� �
p
� .

p
� �
q
� .

p
� .

p
� � � � �

s limitou

A -
� .

p
 � � . �
�

- � �

� Pro a - $ vznikne posloupnost
p
$ �
p
$ .

p
$ �
q
$ .

p
$ .

p
$ � � � �

s limitou

A -
� .

p
 � $ . �
�

- � �
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� Pro a - �� vznikne ��seln
 posloupnost
p
���

p
�� .

p
���q

�� .
p
�� .

p
��� � � � s limitou

A -
� .

p
 � �� . �
�

-  �

V�imn�me si� 
e pro a - � - � � � je A - �� pro a - $ - � � � je
A - � a pro a - �� - � �  je A -  � M�
eme tak vyslovit domn�nku� 
e
posloupnost

p
a �

q
a.

p
a �

r
a.

q
a.

p
a � � � �

bude m�t za limitu p�irozen� ��slo A - n pro a - �n���n� Tuto domn�nku
ov���me dosazen�m �n� ��n za a do vztahu ���� Dostaneme tak

A -
� .

p
 �n� ��n. �

�
-

� .
p
��n� ���

�
-

� . ��n� ��
�

- n �

Chceme�li tedy� aby uva
ovan
 posloupnost m�la za limitu libovoln� zvo�
len� p�irozen� ��slo n � �� sta�� v t�to poslupnosti zvolit a - �n� ��n�

T�m je slib uveden� v �vodu spln�n a cel� �l
nek by mohl skon�it� kdyby
si autor nev�iml� 
e pro a - � vznikne posloupnst

p
� �
q
� .

p
� �

r
� .

q
� .

p
� � � � � �

jej�
 limita �
� ��.

p
�� je ��slo� kter� p�i rozd�len� jednotkov� �se�ky zlat�m

�ezem ud
v
 pom�r d�lky t�to �se�ky k d�lce jej� v�t�� �
sti�
K ov��en� tohoto v�sledku p�ipome�me� 
e rozd�lit jednotkovou �se�ku

AB zlat�m �ezem znamen
 ur�it jej� vnit�n� bod X tak� aby p�i ozna�en�
jAX j - x� jBX j - �� x� kde x � �� x� platilo

�
x
-

x

�� x
�

neboli x� . x � � - �� Snadno zjist�me� 
e tato kvadratick
 rovnice m

jedin� kladn� �re
ln�� ko�en� a to x - �

� ��� .
p
��� Pro pom�r d�lky
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jednotkov� �se�ky a d�lky jej� v�t�� �
sti� tj� pro pom�r � � x dostaneme
vskutku

�
x
-

�

�� .p
�
-

� .
p
�

�
�

Na z
v�r bych r
d vyj
d�il p�esv�d�en�� 
e nejsem s
m� kdo souvislost
mezi zlat�m �ezem a posloupnost�

p
� �
q
� .

p
� �

r
� .

q
� .

p
� � � � �

pova
uje za pozoruhodnou��

L i t e r a t u r a

��� Geryk� M� � 	vr�ek� J�� !et�zov� odmocniny� MFI� ro�� �� ������������ ��  �

��nsk	 zbytkov	 v
ta

PAVEL CAL�BEK

P��rodov�deck� fakulta UP v Olomouci

V jedin�m zn
m�m d�le Sun
c� Suan �ing �Sun�c0ovy v�po�ty� ��nsk�ho
matematika Sun
c��cca  � stol� n� l�� se objevila n
sleduj�c� �loha�

�loha �

M
me jist� po�et v�c�� P�i jeho d�len� � dostaneme zbytek �� p�i d�len� �
z�sk
me zbytek � a p�i d�len� � bude zbytek �� Kolik v�c� m
me&

Jinou� dramati�t�j�� variantu takov�ho probl�mu uv
d� indick� mate�
matik a astronom Brahmagupta ��� stol� n� l���

�Z�jemce o tuto tematiku lze odk�zat d�le nap�� na �l�nek ���� kter	 se zab	v�
p��buznou problematikou�
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�loha �

Sta�enka jde na trh1 k�� j� �l
pne do ko�e a zni�� v�echna vejce� Jezdec
nab�dne �hradu �kody a pt
 se� kolik vajec p�inesla� Sta�enka nezn
 p�esn�
po�et� ale v�� 
e kdy
 vejce ukl
dala po dvou� jedno j� zbylo� Stejn
 v�c
nastala� kdy
 kdy
 vejce ukl
dala po t�ech� �ty�ech� p�ti a �esti� Naopak�
kdy
 vejce ukl
dala po sedmi� 

dn� j� nezbylo� Najd�te nejmen�� po�et
vajec� kter� mohla sta�enka n�st�

V obou �loh
ch hled
me p�irozen� ��slo� u kter�ho zn
me zbytky p�i
d�len� n�kolika dan�mi p�irozen�mi ��sly� S probl�my tohoto typu se setk
�
v
me pom�rn� �asto v �loh
ch �kolsk� matematiky� Vyskytuj� se jak v �lo�
h
ch rekrea�n� matematiky� mezi n�
 �ad�me i uveden� �lohy� tak v nejn
�
ro�n�j��ch �loh
m na mezin
rodn�ch matematick�ch sout�
�ch� kter� jsou
uvedeny na konci tohoto �l
nku�

Pokud problematiku v��e uveden�ch �loh formulujeme obecn�� hled
me
odpov�di na ot
zky� zda �e�en� existuje� zda je ur�eno jednozna�n�� p���
padn� jak� je vztah mezi r�zn�mi �e�en�mi a jak tato �e�en� nal�zt� Nyn�
zkoumejme probl�m� kdy hled
me p�irozen� ��slo� pro n�
 zn
me zbytky
p�i d�len� dan�mi dv�ma p�irozen�mi ��sly� O existenci �e�en� takto for�
mulovan�ho probl�mu vypov�d
 n
sleduj�c� v�ta�

V
ta �

Nech# m a n jsou nesoud�ln
 p�irozen
 ��sla a a� b cel
 nez
porn
 ��sla�
pro kter
 plat� a � m a b � n� Potom existuje pr
v� jedno cel� nez
porn�
��slo N � mn takov�� 
e jeho zbytky p�i d�len� ��sly m a n jsou po �ad� a
a b� P�itom v�echna cel
 ��sla� kter
 po d�len� ��sly m a n maj� zbytky po
�ad� a a b jsou tvaru N . kmn� kde k je libovoln� cel� ��slo�

D�kaz� Ka
d�mu ��slu z mno
iny f�� �� �� � � � �mn � �g p�i�a/me �uspo�
�
danou� dvojici jeho zbytk� po d�len� ��sly m a n� Uk

eme� 
e pro 

dn�
��slo z t�to mno
iny nen� takov
 dvojice stejn
� Opravdu� pokud by dv�
r�zn
 ��sla� �ekn�me A a B� m�la stejnou dvojici zbytk� �z�� z�� po d��
len� po �ad� ��sly m a n� potom by ��slo A � B bylo d�liteln� nesoud�l�
n�mi ��sly m a n� tedy by bylo d�liteln� i jejich sou�inem mn� Jeliko
 ale
A�B � f�� �� �� � � � �mn� �g� plat� jA�Bj � mn� �� plyne odtud A - B�
co
 je spor s p�edpokladem� 
e ��sla A a B jsou r�zn
�

P�irozen� ��slo po d�len� ��slem m m�
e m�t m r�zn�ch zbytk� �� �� � � � �
m�� a po d�len� ��slem n m�
e m�t t�chto zbytk� n� Proto existuje pr
v�
mn r�zn�ch dvojic zbytk� po d�len� ��sly m a n� V mno
in� f�� �� �� � � � �
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mn��g je mn ��sel� kter� maj� r�zn� dvojice zbytk� po d�len� p�irozen�mi
��sly m a n� mus� tam tedy existovat pr
v� jedno takov� ��slo N � kter� po
d�len� ��sly m a n d
v
 po �ad� zbytky a a b�

Jeliko
 ��slo kmn� kde k je cel� ��slo� je d�liteln� ��sly m a n� m
 ��slo
N . kmn zbytky a a b p�i d�len� ��sly m a n� Naopak� m
�li ��slo M

tyto zbytky po d�len� ��sly m a n� potom tuto vlastnost m
 tak� ��slo
M . jmn� kde j je cel� ��slo� Existuje pr
v� jedno ��slo j takov�� 
e � �
M.jmn � mn� podle p�edchoz�ch odstavc� ale toto ��slo je ��slo N � proto
M . jmn - N a tedy ��slo M je tvaru N . kmn�

Jin� d�kaz prvn� ��sti� P�edch
zej� d�kaz byl existen�n� a nevypl�vala
z n�j 

dn
 jin
 metoda� jak naj�t ��slo N jinak� ne
 vypo��tat zbytky po
d�len� ka
d�ho z mn ��sel z mno
iny f�� �� �� � � � �mn � �g� Nyn� uve/me
konstruktivn�j�� d�kaz�

Uva
ujme mno
inu ��sel f��m� �m� �m� � � � � �n���mg� Uk

eme� 
e tato
��sla maj� navz
jem r�zn� zbytky p�i d�len� ��slem n� Vskutku� pokud
by existovala dv� r�zn
 ��sla z t�to mno
iny� �ekn�me km a jm� kter

maj� stejn� zbytek p�i d�len� n� potom ��slo n d�l� jejich rozd�l �k � j�m�
Vzhledem k nesoud�lnosti ��sel m a n tedy n d�l� �k � j�� ale jk � jj � n�
proto k - j� co
 je spor� V mno
in� f��m� �m� �m� � � � � �n���mg je n ��sel�
kter
 p�i d�len� ��slem n maj� navz
jem r�zn� zbytky p�i d�len� ��slem n�
proto v n� existuje �jedin�� ��slo B� kter� p�i d�len� ��slem n m
 zbytek b�
Podobn� uk

eme� 
e v mno
in� f�� n� �n� �n� � � � � �m� ��ng existuje ��slo
A� kter� m
 zbytek a p�i d�len� ��slem m�

Uk
zali jsme� 
e existuje ��slo A d�liteln� ��slem n� kter� p�i d�len�
��slem m m
 zbytek a a ��slo B d�liteln� ��slem m� kter� p�i d�len� ��slem
n m
 zbytek b� Proto ��slo A.B m
 zbytek a p�i d�len� ��slem m a zbytek
b p�i d�len� ��slem n� Tedy zbytek po d�len� ��sla A . B ��slem mn je
hledan� ��slo N �

Druh� d�kaz d
v
 efektivn�j�� metodu� jak naj�t ��slo N � sta�� ur�it
nejv��e m. n. � zbytk��

Pokud pracujeme se zbytky p�i d�len� p�irozen�mi ��sly� m�
eme s v��
hodou vyu
�t pojmu kongruence� a z
pis na�ich �vah se stane �iteln�j���
Pokud dv� cel
 ��sla c a d d
vaj� p�i d�len� p�irozen�m ��slem n stejn�
zbytky� �ekneme� 
e jsou kongruentn� podle modulu n� co
 zap��eme c � d

�mod n� a �teme� (c je kongruentn� s d modulo n�) �ten
� se s dal��mi
vlastnostmi kongruenc� m�
e sezn
mit nap��klad v ���� P�edch
zej�c� v�tu
pak m�
eme pomoc� kongruenc� vyslovit v n
sleduj�c�m tvaru�
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V
ta ��

Nech#m a n jsou nesoud�ln
 p�irozen
 ��sla a a� b cel
 ��sla� Potom exis�
tuje ��slo p�irozen� ��slo N takov�� 
e N � a �mod m� a N � b �mod n��
Toto ��slo je jedin� v kongruenci podle modulu mn�

Ve v�t
ch � a �0 se p�edpokl
d
� 
e ��sla m a n jsou nesoud�ln
� Zkou�
mejme nyn� p��pad� kdy tato dv� ��sla jsou soud�ln
�

Ozna�me d po �ad� nejv�t�� spole�n� d�litel ��sel m a n a p�edpokl
�
dejme d � �� Pokud existuje takov� cel� ��slo N � pro kter� plat� N � a

�mod m� a N � b �mod n�� potom tak� N � a �mod d� a N � b �mod d��
odkud vypl�v
� 
e a � b �mod d�� Pokud tato podm�nka spln�na nebude�
nem�
e existovat ��slo N dan�ch vlastnost�� Snadno se d
 postupem ob�
dobn�m d�kazu v�ty � uk
zat� 
e tato podm�nka je i posta�uj�c� a m�
eme
tedy vyslovit n
sleduj�c� tvrzen�� kter� zobec�uje p�edchoz� v�ty�

V
ta �

Nech# m a n jsou p�irozen
 ��sla a a� b ��sla cel
� Potom soustava kon�
gruenc�

x � a �mod m��

x � b �mod n�

m
 za p�edpokladu a � b �mod D�m�n�� pr
v� jedno �e�en� v kongruenci
podle modulu n�m�n�� Pokud neplat� a � b �mod D�m�n��� potom dan

soustava kongruenc� nem
 �e�en�� Symboly D�m�n� a n�m�n� zna�� po
�ad� nejv�t�� spole�n� d�litel a nejmen�� spole�n� n
sobek ��sel m a n�

V motiva�n� �loze � byla d
na soustava t�� kongruenc�� Obecn� jsme
m�li naj�t �e�en� soustavy kongruenc�

x � a �mod m��

x � b �mod n��

x � c �mod r��

kde m� n� r byla po dvou nesoud�ln
 p�irozen
 ��sla a a� b� c cel
 ��sla�
Podle v�ty �0 existuje v kongruenci podle modulu mn pr
v� jedno cel�
nez
porn� ��slo N�� kter� �e�� prvn� dv� kongruence� tj� plat� N� � a

�mod m� a N� � b �mod n�� Op�t podle v�ty �0 ale existuje pr
v� jedno
�e�en� N v kongruenci vzhledem k modulu mnr soustavy kongruenc�

x � N� �mod mn��

x � c �mod r��
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Proto
e N � N� �mod mn�� plat� N � a �mod m� a N � b �mod n��
tedy ��slo N �e�� danou soustavu t�� kongruenc��

Takov� postup m�
eme pou
�t i pro soustavu v�ce ne
 t�� kongruenc��
Tedy plat� n
sleduj�c� v�ta� pojmenovan
 podle prvn� zn
m� formulace
takov�ho probl�mu�

V
ta � ���nsk
 zbytkov
 v�ta�

Nech# m��m�� � � � �mk jsou po dvou nesoud�ln
 p�irozen
 ��sla� kde
mi � � pro i - �� �� � � � � k a a�� a�� � � � � ak cel
 ��sla� Potom soustava kon�
gruenc�

x � a� �mod m���

x � a� �mod m���

� � �

x � ak �mod mk�

m
 pr
v� jedno �e�en� v kongruenci podle modulu m� �m� � � � � �mk�

�ten
� jist� najde formulaci t�to v�ty v p��pad�� kdy
 ��sla m��m�� � � � �

mk nebudou po dvou nesoud�ln
� tj� zobecn�n� v�ty ��

�e�en� �lohy ��
Na �e�en� �lohy � si uk

eme konstruktivn�j�� postup� jak nal�zt �e�en�

soustavy v�ce ne
 dvou kongruenc� �obdobu jin�ho d�kazu v�ty ��� Na�
jdeme ��slo M � kter� je d�liteln� � a � a p�i d�len� � m
 zbytek �� je to
nap��klad ��slo M - ��� ��slo N - $� je d�liteln� � a � a p�i d�len� � m

zbytek �� ��slo P - �� je d�liteln� � a � a p�i d�len� � m
 zbytek �� Proto
��slo M . N . P - ��� m
 zbytek � p�i d�len� �� zbytek � p�i d�len� �
a zbytek � p�i d�len� �� Proto
e toto ��slo je podle ��nsk� zbytkov� v�ty
ur�eno jednozna�n� v kongruenci podle modulu � �� �� - ���� m
 hledanou
vlastnost z p��kladu � ka
d� ��slo tvaru ���.���k� kde k je libovoln� cel�
��slo� Nejmen�� p�irozen� ��slo� kter� vyhovuje zad
n� �lohy �� je ��slo ���

�e�en� �lohy ��
Hledejme �e�en� �lohy �� Pro zjednodu�en� si sta�� uv�domit� 
e hledan�

po�et vaj��ek x m
 p�i d�len� $ zbytek �� pr
v� kdy
 tento zbytek m

i p�i d�len� � a �� tedy podm�nku x � � �mod $� m�
eme vypustit� D
le�
jestli
e m
 ��slo x zbytek � p�i d�len�  � potom m
 tento zbytek i p�i
d�len� �� tedy i tato podm�nka je nadbyte�n
� Sta�� tedy vy�e�it n
sleduj�c�
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soustavu kongruenc� �V�imn�me si� 
e po t�chto �vah
ch jsou d�litel� ��sla
nesoud�ln
��

x � � �mod ���

x � � �mod  ��

x � � �mod ���

x � � �mod ���

Podle ��nsk� zbytkov� v�ty tato soustava kongruenc� m
 jedin� �e�en�
vzhledem k modulu � � �� �� -  ��� Jedno z �e�en� najdeme podobn� jako
p�i �e�en� �lohy �� je to nap�� ��slo ���.���.��$.�- ���� Tedy v�echna
cel
 ��sla x� kter
 vyhovuj� zad
n� p��kladu � jsou ��sla ��� .  ��k� kde k
je libovoln� cel� ��slo� Nejmen�� p�irozen� ��slo x dan� vlastnosti je ��slo
����

Dal�� p��klady

V p�edchoz�ch odstavc�ch jsme zjistili� 
e naj�t �e�en� soustavy kongru�
enc� p�i zadan�ch modulech nen� probl�m� P�i praktick�ch aplikac�ch se
ukazuje� 
e podstatn�j�� na ��nsk� zbytkov� v�t� je tvrzen� o existenci
a jednozna�nosti takov�ho �e�en�� Uve/me n�kolik p��klad� z posledn�ch
let� kde se v r�zn�ch mezin
rodn�ch matematick�ch sout�
�ch 

k� st�ed�
n�ch �kol dala ��nsk
 zbytkov
 v�ta s v�hodou vyu
�t�

�loha � ���� Mezin
rodn� matematick
 olympi
da�

Nech# n je p�irozen� ��slo a a�� � � � � ak �k � �� jsou navz
jem r�zn
 cel

��sla z mno
iny f�� � � � � ng takov
� 
e pro ka
d� i - �� � � � � k � � je ��slo
ai�ai�� � �� d�liteln� n� Doka
te� 
e ��slo ak�a� � �� nen� d�liteln� n�

�e�en�� Ozna�me pm �m � �� nejvy��� mocninu prvo��sla p� kter
 je�t�
d�l� n� tj� pm j n a pm�� u
 n ned�l�� P�edpokl
dejme� 
e n j ak�a� � ���
Uva
ujme dva p��pady�
a� Pokud p j ak� potom ze skute�nosti n j ak���ak � �� plyne pm j ak���

odtud a z faktu n j ak���ak�� � �� plyne pm j ak�� atd� a
 pm j a��
Z podm�nky n j ak�a� � �� plyne pm j ak�

b� Pokud p ned�l� ak� potom a� � � �mod pm� a z faktu n j a��a� � ��
plyne a� � � �mod pm� atd� a
 ak � � �mod pm��
V obou p��padech jsme zjistili� 
e bu/ ai � � �mod pm� pro v�echna

i - �� � � � � k nebo ai � � �mod pm� pro v�echna i� Jeliko
 toto plat� pro
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v�echna prvo��sla z prvo��seln�ho rozkladu ��sla n� plyne ze skute�nosti
ai � f�� � � � � ng a z ��nsk� zbytkov� v�ty �vyu
ijeme jednozna�nost�� 
e
a� - a� - � � � - an� co
 podle zad
n� nen� mo
n�� T�m jsme dosp�li ke
sporu s p�edpokladem n j ak�a� � ���

��nskou zbytkovou v�tu d
le m�
eme vyu
�t p�i �e�en� n
sleduj�c�ch p���
klad�� kdy jej� tvrzen� pou
ijeme k d�kazu existence n�kolika pomocn�ch
kongruenc��

�loha � ���� Balk
nsk
 matematick
 olympi
da�

Uka
te� 
e pro ka
d� p�irozen� ��slo n existuje takov
 n�prvkov
 mno�

ina X navz
jem r�zn�ch p�irozen�ch ��sel� 
e aritmetick� pr�m�r prvk�
libovoln� jej� nepr
zdn� podmno
iny je druh
� t�et�� nebo v�t�� mocnina
p�irozen�ho ��sla�

�e�en�� Nejprve uk

eme� 
e pro ka
d� p�irozen� ��slo n existuje takov

mno
ina n p�irozen�ch ��sel� 
e aritmetick� pr�m�r jej� libovoln� nepr
zd�
n� podmno
iny je p�irozen� ��slo� Nech# a�� � � � � an je n�tice navz
jem
r�zn�ch p�irozen�ch ��sel� Ozna�me k nejmen�� spole�n� n
sobek ��sel
�� �� � � � � n� Pokud polo
�me bi - k � ai pro v�echna i - �� �� � � � � n� bude
aritmetick� pr�m�r libovoln� podmno
iny mno
iny fb�� b�� � � � � bng p�iro�
zen� ��slo� Nech# C - fc�� c�� � � � � cmg je mno
ina aritmetick�ch pr�m�r�
v�ech podmno
in t�to mno
iny� Nech# fd�� d�� � � � � dmg je mno
ina navz
�
jem r�zn�ch prvo��sel �budou to exponenty mocnin jednotliv�ch aritme�
tick�ch pr�m�r���

Nech# p je libovoln� prvo��slo� kter� d�l� n�kter� ��slo z mno
iny C�
Ozna�me �i pro v�echna i nejvy��� mocninu prvo��sla p� kter
 je�t� d�l�
��slo ci� Potom podle ��nsk� zbytkov� v�ty existuje p�irozen� ��slo K tak�

e pro v�echna i - �� � � � � n plat� K � ��i �mod di�� Nyn� pro mno�

inu ��sel fpKb�� pKb�� � � � � pKbng bude fpKc�� pKc�� � � � � pKcmg mno
ina
aritmetick�ch pr�m�r� jej�ch podmno
in� V�imn�me si� 
e nejvy��� moc�
nina prvo��sla p� kter
 d�l� prvek pKci t�to mno
iny� je n
sobkem ��sla di�
Zopakujeme�li tuto �vahu pro ka
d� prvo��slo� kter� d�l� n�kter� z ��sel
mno
iny C� z�sk
me nakonec n�prvkovou mno
inu� kter
 m
 tu vlastnost�

e aritmetick� pr�m�r libovoln� jej� podmno
iny je n�kterou mocninou
p�irozen�ho ��sla�

Pozn�mka� Poznamenejme� 
e tento zp�sob konstrukce mno
iny X je ne�
praktick� v tom smyslu� 
e vede k velmi velk�m ��sl�m mno
iny X � Hle�
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dejme t��prvkovou mno
inu X s danou vlastnost�� Nap��klad mno
ina
f��  � $g m
 tu vlastnost� 
e aritmetick� pr�m�r libovoln� jej� podmno�

iny je p�irozen� ��slo� m�
eme ji tedy pova
ovat za v�choz� mno
inu
fb�� b�� b�g� Mno
ina v�ech aritmetick�ch pr�m�r� jej�ch podmno
in je
C - f�� ��  � �� $g� jej� prvky jsou d�liteln� prvo��sly �� � a �� Nech#
f�� �� �� �� ��g je v�choz� mno
ina exponent� di� Pro prvo��slo � je ��slo
K� nap��klad  ��� pro prvo��slo � je K� - �$� a pro prvo��slo � je K	 -
- ����� Tedy p��klad t��prvkov� mno
iny hledan�ch vlastnost� je mno
ina
X - f�
�
�	����
��� �
�	�	����
��� �
�
�	����
��g� Opravdu� mno
ina arit�
metick�ch pr�m�r� jej�ch podmno
in je

f�
�
�	����
��� �
���	����
��� �
�	�	����
��� �
���	����
��� �
�
�	����
��g -n�
��
������

�

��
�
�
�
���������

��
�
�
����������
�

�	
�

�
��
�������

��
�
�
�

�	�����

���o
�

Dal�� dv� �lohy mohou poslou
it k procvi�en� uveden� tematiky�

�loha � ��� St�edoevropsk
 matematick
 olympi
da� � ��

Ur�ete v�echna kladn
 cel
 ��sla k s vlastnost�� existuje cel� ��slo a

takov�� 
e �a. k�� � a� je n
sobkem ��sla � ����

�loha 	 ���� Matematick
 olympi
da USA�

Doka
te� 
e existuje takov� p�irozen� ��slo k� 
e pro v�echna p�irozen

��sla n je ��slo �n � k . � slo
en��

L i t e r a t u r a

��� Andrescu� T� � Andrica� D�� Number Theory� Structures� Examples� and Problems�
Birkh"user� Boston#Basel#Berlin ���$�

��� Bradley C� J�� Introductions to Number Theory and Inequalities� UK Mathematics
Trust� �����

��� Herman J� � Ku�era R� � 	im
a J�� Metody �e�en� matematick	ch �loh I� MU� Brno
�$$��

��� Hor�k K� a kol��  �� ro�n�k matematick� olympi�dy na st�edn�ch �kol�ch� J�MF�
Praha ���%�
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Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv
d�me �e�en� �loh �$� a �$ � jejich
 zad
n� byla zve�ejn�na ve t�et�m
��sle tohoto ����� ro�n�ku na�eho �asopisu�

�loha �	�

Nech# D je pata v��ky k p�epon� AB pravo�hl�ho troj�heln�ku ABC�
Ozna�me I� st�ed kru
nice vepsan� troj�heln�ku BCD a T� jej� bod dotyku
se stranou BC� D
le ozna�me I� st�ed kru
nice vepsan� troj�heln�ku CAD
a T� jej� bod dotyku se stranou AC� Doka
te� 
e se p��mky T�I� a T�I�
prot�naj� na p�epon� AB�

Gottfried Perz �Graz�

�e�en�� P��mky T�I� a T�I� jsou kolm� po �ad� ke stran
m BC a AC�
Ozna�me S pr�se��k p��mek T�I� a T�I�� �ty��heln�k ST�CT� je pravo�
�heln�k1 jeho vrcholy le
� na kru
nici s pr�m�ry CS a T�T��

��������
Troj�heln�k ADC je obrazem troj�heln�ku CDB v zobrazen� slo
en�m

z oto�en� se st�edem v bod� D a �hlem .��� �viz obr�� a stejnolehlosti
se st�edem D a koe�cientem jACj

jBCj � �Toto zobrazen� se v literatu�e �asto
naz�v
 spir�ln� podobnost��

Proto
e bod T� je obrazem bodu T� v uveden� spir
ln� podobnosti�
jsou p��mky T�D a T�D navz
jem kolm�� Podle Thaletovy v�ty le
� bod
D na kru
nici s pr�m�rem T�T�� Jin�m pr�m�rem t�to kru
nice je ale tak�
�se�ka CS� proto v p��pad� D �� S je �hel CDS prav� a bod S le
� na
p�epon� AB� V p��pad� D � S na n� ov�em le
� tak�� T�m jsme uk
zali�

e bod S nutn� le
� na p�epon� AB�
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Jin� �e�en�� Stejn� jako v p�edch
zej�c�m �e�en� ozna��me S pr�se��k p���
mek T�I� a T�I� a uk

eme� 
e ST�CT� je pravo�heln�k� Ozna��me�li a� b�
c obvykl�m zp�sobem d�lky stran troj�heln�ku ABC� plyne z podobnosti
troj�heln�k� ADC a CDB� 
e jBT�j - a

b
�jCT�j a jCT�j - jST�j - a

b
�jAT�j�

Podle Pythagorovy plat� v pravo�hl�m troj�heln�ku AT�S

jASj -
p
jAT�j� . jST�j� -

p
a� . b�

b
� jAT�j - c

b
� jAT�j�

Podobn� uk

eme� 
e

jBSj -
p
jBT�j� . jCT�j� - c

b
� jCT�j�

Potom ale jASj. jBSj - c

b
��jAT�j. jCT�j� - c� Pokud by bod S nele
el

na p�epon� AB� podle troj�heln�kov� nerovnosti by platilo jASj. jBSj �
� jABj - c� co
 je spor� Proto bod S le
� na p�epon� AB�

Pozn�mka� Ze vztahu jASj - c

b
� jAT�j a z podobnosti troj�heln�k� ABC

a ACD d
le plyne� 
e bod S je dotykov�m bodem kru
nice vepsan� troj�
�heln�ku ABC se stranou AB�

Spr
vn� �e�en� zaslali Karol Gajdo� z Trnavy� Anton Hn�th z Mora�
van� Franti�ek J�chim z Volyn�� Jozef M�sz�ros z Jelky� Ji�� Steckbauer
z Kv�tn�� Petr Boro�� Simona Domesov�� Jakub Solovsk� a Lenka Sum

balov�� v�ichni z GMK v B�lovci� Filip Hl�sek z G v Plzni� Mikul
�sk�
n
m�� Michal Hor�k� David Kla�ka a Bohuslav Zmek� v�ichni z G v Brn��
t�� Kpt� Jaro�e� Adam Juraszek z G v �esk�ch Bud�jovic�ch� J�rovcova�
Miroslav Ol��k z GB v Praze �� Josef Ond�ej z G v Ro
nov� p� R�� Petr
Pa��zek z GBN v Hradci Kr
lov�� J�chym S�kora z z GChD v Praze �� Dan
�afka z GJK v Praze� Trung Ha Duc z MG v Plzni� Pet
kova a Martina
Vav��kov� z GPdC v T
bo�e�

Ne�pln� �e�en� zaslali Vladim�r Pavel z Blovic a Anna Chejnovsk�
z GBN v Hradci Kr
lov��

�loha �	�

Najd�te v�echna re
ln
 ��sla x� pro kter
 plat�

�sin� x. cos� x� �sin	 x. cos	 x� - � �sin
 x. cos
 x� �sin� x. cos� x��

J�n Maz�k �Ko�ice�
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�e�en�� U
it�m vztahu

sin� x. cos� x - �sin� x. cos� x� �sin
 x� sin� x cos� x. cos
 x� -

- sin
 x� sin� x cos� x. cos
 x

zjist�me� 
e dan
 rovnice je ekvivalentn� s rovnic�

�sin� x. cos� x� �sin	 x. cos	 x� -

- � �sin
 x. cos
 x� �sin
 x� sin� x cos� x. cos
 x�� ���

Uk

eme� 
e jej�m �e�en�m nen� re
ln� ��slo x� pro kter� plat� cosx - ��
Pokud by j�m bylo� platilo by j sinxj - �� co
 po dosazen� do rovnice
��� vede ke sporu � - �� Ob� strany rovnice ��� tedy m�
eme vyd�lit
nenulov�m ��slem cos� x� Substituc� y - tg x z�sk
me z rovnice ��� rovnici

�y� . �� �y	 . �� - � �y
 . �� �y
 � y� . ���

kterou uprav�me do tvaru

� - �y � ����y� . �y	 . y
 � y� . y� . �y . ��� ���

Nen� t�
k� uk
zat� 
e v�raz y� . �y	 . y
 � y� . y� . �y . � nab�v
 pro
re
ln
 ��sla y pouze kladn�ch hodnot� Plyne to nap��klad z rovnosti

y�.�y	.y
�y�.y�.�y.� - �y������y.���. �
�y

��y�.��y.���.���

Rovnice ��� m
 proto jedin� �e�en� y - �� kter�mu vzhledem k pou
it�
substituci odpov�d
 �e�en� p�vodn� rovnice tvaru x - �


� . k�� kde k je
libovoln� cel� ��slo�

Spr
vn� �e�en� zaslali Karol Gajdo� z Trnavy� Anton Hn�th z Moravan�
Jozef M�sz�ros z Jelky� Vladim�r Pavel z Blovic� Ji�� Steckbauer z Kv�tn��
Filip Hl�sek z G v Plzni� Mikul
�sk� n
m�� Jarom�r Karmaz�n z G ve
Velk�m Mezi����� David Kla�ka z G v Brn�� t�� Kpt� Jaro�e�Miroslav Ol��k
z GB v Praze �� Josef Ond�ej z G v Ro
nov� p� R�� Petr Ry�av� z GJH
v Praze a Dan �afka z GJK v Praze�

Dodate�n� redakce obdr
ela spr
vn
 �e�en� �loh ��slo �$� a �$� od Petra
Boro�e z GMK v B�lovci a spr
vn� �e�en� �lohy ��slo �$� od Franti�ka
J�chima z Volyn��

Pavel Cal�bek
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