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V po��tc�ch tzv� modernizace vyu�ov�n� matematiky se na u�itele a ���
ky od z�kladn� �koly a� po maturity nahrnuly nov� poznatky� kter� m��
lokter	 u�itel v pot
ebn�m rozsahu znal nebo si pamatoval z dob sv	ch
studi� �bin�rn� relace� v	rokov� logika� ad��� Do�lo k mohutn�mu do�ko�
lov�n� u�itel
 v�ech stup�
 a v	sledkem bylo� �e 
ada u�itel
 �za pomoci
lektor
 �ediv�ho knihy O modernizaci �kolsk� matematiky ��� a u�ebn�ch
skript� pochopila u�ite�nost t�chto ve v	uce nov	ch t�mat� kter� m�la
�anci v�ce naplnit tradi�n� heslo� �e ��koln�� matematika vede ��ky k p
es�
n�mu logick�mu uva�ov�n�� Pak v�ak bylo opr�vn�n� zji��ov�no� �e rozsah
tzv� modernizace byl p
esp
�li� velk	 a jako reakce byla v�t�� ��st moder�
niza�n�ch t�mat vypu�t�na� Moud
� u�itel� �v�etn� 
ady mlad	ch� v�ak
n�kter� elementy teorie mno�in� bin�rn�ch relac� a v	rokov� logiky podr�
�eli ve sv	ch u�ebn�ch pl�nech� nejprve ileg�ln�� pozd�ji i leg�ln��

Jedn�m z t�mat� kter� bud� pozornost� je logick� anal	za textu� tj� p
e�
v�d�n� vhodn	ch �loh do jazyka logick	ch symbol
 a jejich 
e�en� u�it�m
tabulek pravdivosti� Ty umo��uj� 
e�it vcelku jednodu�e i �lohy� kter� ji�
nak pot
ebuj� t
eba i slo�it� �vahy� Tedy pro v	cvik logick�ho my�len� je
nejvydatn�j�� takov	 postup� �e nejprve 
e��me probl�m �vahami a v	�
sledn� tvrzen� ov���me u�it�m tabulek pravdivosti� Ale i �e�en� �loh u�it�m
tabulek pravdivosti vydatn� p
isp�v� k rozvoji logick�ho my�len��

Jako reprezentanta b��n	ch logick	ch �loh si uve�me jednu �lohu z ����

�loha �

O t
ech brat
�ch A� B� C je zn�mo� �e A nejde do lesa bez C� zat�mco
B nechod� nikdy s C� ale jde v�dy� kdy� jde A� V�me�li� �e B jde do lesa�
kdo ho doprov�z��

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ���



�e�en�� Zave�me t
i v	roky� v	rok A nech� znamen� �A jde do lesa��
�Nijak n�m nemus� vadit� �e A znamen� �lov�ka i v	rok o n�m�� Podobn�
m�jme v	roky B a C�

Prvn� podm�nku �A nejde do lesa bez C� lze vyj�d
it t��� v�dy� kdy� jde
do lesa A� jde i C� neboli A� C� Druh� podm�nka �B nechod� nikdy s C�
nen� formulov�na zcela jednozna�n�� nen� zcela z
ejm�� jestli B nechod�
do lesa s�m s C� nebo B nejde nikdy� kdy� jde C� Prvn� interpretace je
��B � C � �A�� druh� pak ��B � C� nebo t�� C � �B� T
et� podm�nka
�B jde v�dy� kdy� jde A� pak znamen� A � B a tyto t
i podm�nky maj�
platit sou�asn�� K posouzen� m�me tedy slo�en	 v	rok

�A� C� � ��B � C � �A� � �A� B�

nebo v	rok
�A� C� � ��B � C� � �A� B��

Pravdivostn� hodnotu z�v�ru �konjunkce t
� slo�en	ch v	rok
� zjist�me
u�it�m tabulky pravdivosti �tab� ��� P
ipome�me si� do lev�ho z�hlav�
zap��eme v�echny mo�n� kombinace pravdivosti a nepravdivosti �tj� nul
a jedni�ek�� do horn�ho z�hlav� vy�et
ovan	 slo�en	 v	rok a pak postupn�
po 
�dc�ch ohodnocujeme ka�dou ze t
� ��st� konjunkce� jejich pravdivostn�
hodnota je vyzna�ena tu�n�� Proto�e jde o konjunkci t
� v	rok
� p
id�me
do z�hlav� heslo Z�v�r a do sloupce pod n�m zapisujeme postupn� zji��
�ovan� pravdivostn� ohodnocen� v	sledn� konjunkce t
� d�l��ch ��st� zada�
n�ho slo�en�ho v	roku�

�����
����	

Tab� �

Vypl�ov�n� tabulky lze zjednodu�it tak� �e nap
� pro vyhodnocen� im�
plikace A � C nen� nutno pod A a C ps�t jejich pravdivostn� hodnoty�
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proto�e m
�eme bez probl�m
 pou��t hodnoty A a C v lev�m z�hlav�� �Po�
dobn� ve v�ech dal��ch tabulk�ch pou��v�me tuto �sporu�� D�l�� v	sledky
z�kladn�ch t
� v	rok
 jsou uvedeny tu�n�� i z�v�r �v r�me�ku��

V Z�v�ru m�me  
�dky se spln�n	mi podm�nkami �s jedni�kami v po�
sledn�m sloupci�� ale jen ve dvou p
�padech jde podle zad�n� �lohy B do
lesa ��� a �� 
�dek�� Nast�vaj� tedy dv� mo�nosti� bu� jde B do lesa s ob�ma
bratry� nebo s�m�

P
i druh� alternativ� druh�ho v	roku� tj� � �B � C�� se v tabulce �
zm�n� jen prvn� 
�dek�

�����
Nyn� jsou podm�nky �lohy spln�ny jen v posledn�ch t
ech p
�padech�

a proto�e v�me� �e B jde do lesa� p
ich�z� v �vahu jen mo�nost � � �

v �� 
�dku� tj� B jde do lesa s�m �autor �lohy v ��� m�l na mysli patrn�
tento p
�pad��

Kdy� v roce �!�� u n�s vy�la kniha Raymonda M� Smullyana �"�� z�skali
na�i z�jemci o logick� �lohy bohat	 a z�bavn	 zdroj takov	ch �loh �
e�en�
jsou zde pod�v�na u�it�m n�kdy i slo�it�j��ch logick	ch �vah�� V t�chto
�loh�ch se vyskytuje nov� situace vzhledem k b��n	m �loh�m zastoupe�
n	ch zde �lohou � nebo uveden	mi nap
� v ���� Rozd�l je v tom� �e zat�mco
t
i podm�nky v �loze � byly nezpochybniteln� d�ny� setk�me se v �"� s p
��
pady� kdy podm�nky vyslovuj� mluv��� o nich� nev�me� jestli mluv� pravdu
nebo l�ou� tyto �lohy jsou tak v jist�m ohledu slo�it�j��� Uk��eme si� �e
i v t�chto p
�padech lze pou��t vhodnou verzi logick	ch tabulek� V uk�z�
k�ch pou�ijeme m�rn� upraven� �lohy z knihy �"��

Nejprve se p
esuneme na ostrovX � kde �ij� poctivci� kte
� 
�kaj� v�dy jen
pravdu� a padou�i� kte
� st�le l�ou� Na proch�zce po ostrov� potk�v�me
lidi� kte
� n�m n�co 
eknou a my m�me poznat� kdo z nich je poctivec�
jeho� radami se m
�eme 
�dit� a kdo padouch�

�loha �

Jdou dva ostrovan�� A a B� A prohl�s�� �Aspo	 jeden z n�s je padouch
�
Co jsou A a B�

�e�en�� Nejprve si uv�dom�me� jak p
ev�st do jazyka logiky sd�len� �A
�jen� je poctivec nebo padouch� pronese v
rok V � �kter	 je pravdiv	 nebo
nepravdiv	�� zaznamenejme je zat�m symbolem A � V a prove�me jeho
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rozbor� Symbolu A � V p
isu�me pravdivostn� hodnotu �� pokud tato
situace m
�e nastat� a hodnotu $� pokud nastat nem
�e�

Jeli A poctivec a v	rok V je pravdiv	� pak ph�A � V � % �� situace nastat
m
�e� jeli A poctivec a v	rok V je nepravdiv	� pak ph�A � V � % $� situace
nastat nem
�e� proto�e podle na�ich pravidel poctivec nem
�e 
�kat le��
jeli A padouch a v	rok V je pravdiv	� pak ph�A � V � % $� situace nastat
nem
�e� nebo� padouch nem
�e 
�kat pravdu�

jeli A padouch a v	rok V je nepravdiv	� pak ph�A � V � % �� situace
nastat m
�e� proto�e padouch 
�k� jen nepravdu�

Vid�me �e symbol A � V funguje stejn� jako ekvivalence dvou v	rok
�
v	roku A �jsem poctivec� a v	roku V � A� V �

&lohu " lze tak modelovat vztahem A � ��A � �B�� k n�mu� vy�
tvo
�me tabulku �tab� "�� sloupec s v	sledn	mi hodnotami pravdivosti je
zaps�n tu�n�� V lev�m z�hlav� vyp��eme v 
�dc�ch v�echny mo�n� kom�
binace pravdivosti dvou v	rok
� do horn�ho z�hlav� zap��eme zkouman	
slo�en	 v	rok� tedy A � ��A � �B�� Pozor na po
ad� logick	ch operac�'
Nejprve vyhodnot�me ��A � �B� a a� potom ekvivalenci ��

��
Tab� �

Z�v�r �pod znakem ekvivalence� vykazuje ve "� 
�dku v	slednou jed�
ni�ku� kter� znamen�� �e pravdivost �nebo nepravdivost� zkouman�ho v	�
roku je ve shod� s p
�slu�nou kombinac� pravdivosti v lev�m z�hlav�� Tento

�dek tak 
�k�� A je poctivec a B je padouch� Je to docela zaj�mav� situace�
�e po jednom slo�en�m v	roku od A dovedeme stanovit� co jsou A i B�
Vid�me� �e jsme v	sledek zjistili bez nutnosti hlubok	ch logick	ch �vah�

P
ed �asem 
e�il na str�nk�ch MFI ��� jin	 autor podobn� �lohy zp
�
sobem ne nepodobn	m logick	m tabulk�m� kter	 umo��uje ur�it� �spory�
ale za cenu v�ce logick	ch �vah a p
em	�len�� Pro porovn�n� vy
e�me jeho
�lohu ��

�loha ��

Se�ly se t
i d�vky� Aneta� (aneta a Eva� Aneta prohl�sila� �e (aneta
v�dycky mluv� pravdu� Eva 
ekla� �e (aneta je lh�
ka� (aneta prohl�sila�
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�e ob� zb	vaj�c� d�vky jsou lh�
ky� Kter� d�vka hovo
� pravdu�

�e�en�� Op�t ozna��me symbolem A Anetin my�len	 v	rok �jsem poctivec�
a podobn� i pro ob� dal�� d�vky� Dost�v�me tu konjunkci t
� v	rok
A� (�
E � �(� (� �A � �E� Sestav�me tabulku �tab� ���

�����
����	

Tab� �

V	sledek je ov�em tent	�� pravdu 
ekla jen Eva�
V � � najdeme zaj�mavou �lohu s p
ekvapiv	m z�v�rem�

�loha �

Vypr�v�l jeden Ameri�an� �Na ostrov� X jsem potkal dva obyvatele�
A a B� Zeptal jsem se A� �Mluv�� v�dycky pravdu�� On odpov�d�l �Ta�
rabara
� �On �ekl ano�� objasnil B anglicky a dodal� �Ale on je hrozn

lh��
��

�e�en�� To� �e A �mo�n�� 
ekl� �e A je pravdomluvn	 se zaznamen� jako
A � A� tato ekvivalence je pravdiv� v�dy� a� A mluv� pravdu nebo l�e�
To je ve shod� s t�m� �e A 
ekne mluv�m pravdu� kdy� mluv� pravdu� ale
i kdy� l�e� 
ekne t�� mluv�m pravdu� Na z�klad� sd�len	ch podm�nek si
Ameri�an vytvo
il tabulku �tab�  ��

���
Tab� 	

Ze sloupce pod znakem konjunkce pak plyne v	sledek� A je padouch
a B je poctivec�
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Ameri�an s trochou mu�sk� je�itnosti se pochlubil �en�� jak funguje
mu�sk� logika� a vyzval ji� a� se tak� sna�� tuto �lohu vy
e�it� Ta na to
�la s �enskou logikou a do dvou minut m�la �lohu vy
e�enu� 
ekla� �Kdy�
A 
ekl tarabara� znamenalo to� �e neum� anglicky� rozhodn� tedy nemohl

�ci ano ani ne� ale snad n�co jako Nerozum�m� Proto je B lh�
� kdy� tvrd��
�e A 
ekl ano� A proto�e je lh�
 a 
ekl o A� �e je lh�
� mus� b	t A poctivec��
Posu�te sami� v �em spo��v� tento rozpor�

Uka�me si nyn� p
�pad� �e osoby jsou t
i�

�loha �

Na ostrov� X jsem potkal t
i osoby� A� B a C� Zeptal jsem se A� �Jsi
poctivec nebo padouch�� A odpov�d�l� ale nesrozumiteln�� Proto jsem se
zeptal B� �Co ��kal��� B odpov�d�l� ���kal� �e je padouch
� Nato 
ekl C�
�Nev��te B� on l�e
� Co m
�eme zjistit o A� B a C�

�e�en�� Vyvozen�� �e C je poctivec a B je padouch je v t�to �loze zcela
jednoduch�� Uka�me si v�ak 
e�en� u�it�m logick	ch tabulek pravdivosti�
Z �vah p
i 
e�en� �lohy " plyne� �e �dajn	 v	rok pana A zn�l J� jsem pa�
douch� co� lze modelovat ekvivalenc� A� �A� kter� m� v�ak pravdivostn�
hodnotu $� nebo� takov	 v	rok nemohl pan A pron�st ani jako poctivec�
ani jako padouch� �P
edpokl�d�me� �e A rozum�l ot�zce a �e 
ekl J� jsem
padouch nebo J� jsem poctivec a ne n�co jin�ho� viz �lohu ��� Av�ak pro�
to�e to o A 
ekl pan B� je logick	 model v	roku pana B� B � �A� �A��
V	rok pana C u� lze vyj�d
it jednodu�e ekvivalenc� C � �B� Vytvo�

�me tabulku � �lev� i horn� z�hlav�� a postupn� ji vypl�ujeme �tab� ���
Vytvo
me ji bez zjednodu�en� pou�it�ho v tab� "�

����
����

Tab� 


Soulad pravdivosti v lev�m z�hlav� s konjunkc� v	rok
 v horn�m z�hlav�
nast�v� v 
�dku � � � a v 
�dku � � �� odkud plyne� �e B byl padouch
a C poctivec �co byl A� to nev�me��
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�loha �

)ekneme� �e dva obyvatel� ostrova X maj� stejnou povahu� pr�v� kdy�
jsou oba poctivci nebo oba padou�i� M�me nyn� � obyvatele A� B� C�
A 
�k� �B je padouch� a B 
�k� �A i C maj� stejnou povahu
� Co je C�

�e�en�� V	rok pana A lze zapsat A � �B� v	rok pana B zap��eme B �
�A� C�� Sestav�me si tabulku pravdivost �tab� ���

����
����

Tab� �

Ve v	sledn�m sloupci �pod znakem konjunkce� vid�me� �e podm�nk�m
�lohy vyhovuj� dva p
�pady� � � � a � � �� v obou p
�padech je ph�C� % $�
tedy C je padouch�

Obyvatel ostrova X m
�e tak� vypov�dat jen o sob��

�loha �

Mlad�k z ostrova X prohl�sil� Miluji Lindu� a jestli miluji Lindu� miluji
i Katku� Je to poctivec nebo padouch�

�e�en�� ph�A� ud�v�� jestli je A poctivec nebo padouch� ph�L� 
�k�� zda mi�
luje Lindu� a ph�K�� zda miluje Katku� Ji� zn�m	m postupem dostaneme
tabulku #�

���
���

Tab� �

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� �!�



Z v	sledn�ho sloupce pod znakem konjunkce vid�me� �e mlad�k je po�
ctivec a �e miluje Lindu i Katku�

V t�to �loze se m
�eme pokusit i o krat�� postup pr
zkumem� kter�
p
�pady mohou nastat� Ozna�me L objektivn� v	rok �tj� nikoli v	rok mla�
d�ka� A miluje Lindu a podobn� K v
rok A miluje Katku� Tabulka #a
p
inese odpov���

��
Tab� �a

Vid�me� �e ob� podm�nky jsou spln�ny sou�asn� jen v �� 
�dku� V dal�
��ch t
ech 
�dc�ch jsou zadan� podm�nky v rozporu� tak�e A miluje Lindu
i Katku� �Sta�� to��

Nyn� p
ejd�me na ostrov Y � kde �ij� poctivci� padou�i i norm�ln� lid�� tj�
takov�� �e n�kdy mluv� pravdu a n�kdy l�ou� Podle toho jsou lid� rozd�len�
do t
� kast� nejvy��� kasta je kasta poctivc
� st
edn� je kasta norm�ln�ch
lid� a v nejni��� kast� jsou padou�i�

�loha �

Potk�v�me t
i ostrovany a v�me� �e ka�d	 z nich je z jin� kasty� A 
�k��
�B je z vy��� kasty ne� C
� �Zapi�me jako B � C�� B 
�k�� �C je z vy���
kasty ne� A
� �C � A� Pak C dostane ot�zku� �Kdo je z vy��� kasty�
A nebo B�� Co odpov��

�e�en�� Sestav�me tabulku� v n�� ozna��me N� norm�ln�ho �lov�ka� kter	
pr�v� mluv� pravdu a N$ norm�ln�ho �lov�ka� kter	 pr�v� l�e� a do lev�ho
z�hlav� vyp��eme v�echny mo�nosti �tab� ��� Prvn� podm�nku zap��eme
A � �B � C�� druhou jako � B � �C � A�� sou�asn� spln�n� obou
podm�nek vzhledem ke kombinaci pravdivosti v lev�m z�hlav� vyj�d
� jejich
konjunkce�

Z v	sledn�ho sloupce pod znakem konjunkce vid�me� �e ob� podm�nky
jsou v souladu s kombinacemi pravdivosti � N� � a tak� � N� �� V prvn�m
p
�pad� je A poctivec� tedy A � B� ale C je padouch a tak zal�e a odpov�
�B je z vy��� kasty ne� A�� ve druh�m p
�pad� je A padouch� tak�e B � A�
a je�to je C poctivec� 
ekne podle pravdy tak� �B je z vy��� kasty ne� A��
Tento v	sledek bychom dostali p
�mo i u�it�m tabulky pravdivosti� kdy�
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����
�����	
�

Tab� 


bychom v horn�m z�hlav� p
idali je�t� t
et� podm�nku C � �B � A�
a vyhodnotili konjunkci v�ech t
� podm�nek�

V dal�� �loze si uk��eme pou�it� tabulek pravdivosti je�t� u jin�ho typu
�loh�

�loha 	

Na ostrov� Z �il lev� kter	 lhal v pond�l�� v �ter	 a ve st
edu� jinak
mluvil pravdu� a jednoro�ec� kter	 lhal ve �tvrtek� v p�tek a v sobotu�
jinak mluvil pravdu� Kdy� jsem p
i�el na ostrov� 
ekl lev �V�era jsem m�l
lhac� den� a jednoro�ec dodal �J� m�l v�era tak� lhac� den
� Kter	 den
v t	dnu jsem p
i�el na ostrov�

�e�en�� V	rok lva ozna�me V L� v	rok jednoro�ce V J � M�me tedy posou�
dit konjunkci v	rok
 L� V L a J � V J � kde L je v	rok Lev mluv� pravdu�
tak�e v p
�pad� ph�L� % $ lev l�e� a podobn� v	rok J znamen� Jednoro�ec
mluv� pravdu se dv�ma mo�n
mi pravdivostn�mi hodnotami
 Oba v	roky
v�ak v pr
b�hu t	dne m�n� svoji pravdivost� Proto do lev�ho z�hlav� za�
p��eme jednotliv� dny v t	dnu a p
�slu�n� pravdivostn� hodnoty v	rok
 L
a J �tab� !��

������
Tab� �
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Ze sloupce pod znakem konjunkce vid�me� �e jsem na ostrov Z dorazil
ve �tvrtek�

Podobn� t�ma s �lhac�mi dny� jsme nalezli i v sout��i Matematick	
klokan� V ��� m� �� �loha z roku "$$$ toto zn�n��

�loha 


Chytr� hor�kyn� od pond�l� do st
edy jenom l�e� ostatn� dny mluv�
pouze pravdu� Kter	 den mohla 
�ct�

V�� V�era jsem lhala�
V"� Z�tra budu lh�t�

�e�en�� Chytr� hor�kyn� tedy 
ekla dva v	roky a �loha se pt�� kter	 den
v t	dnu mohou b	t sou�asn� oba vysloveny� Sestav�me tabulku �tab� �$��

������
Tab� ��

Z tabulky vid�me� �e v	rok V� mohl b	t vy
�en jen v pond�l� nebo ve
�tvrtek a v	rok V" jen ve st
edu a v ned�li� proto ve v	sledn�m sloupci
pod znakem konjunkce jsou sam� nuly� Takov	 den� kdy by mohly b	t
proneseny oba v	roky� tedy neexistuje� V tom se shodujeme s 
e�en�m
uveden	m v ����

V �#� �pro star�� studenty� je v roce "$$$ velmi podobn� �loha pod
��slem "� Uvedeme nyn� jej� p
esn� zn�n� a zjist�me� �e �nepatrn	� rozd�l
mezi nimi je docela podstatn	�

�loha ��

Chytr� hor�kyn� od pond�l� do st
edy v�dy lhala a zbytek t	dne v�dy
mluvila pravdu� Kter	 den mohla 
�ci�

�Lhala jsem v�era a budu lh�t z�tra��

�e�en�� Podstatn	 rozd�l oproti p
edchoz� �loze spo��v� v tom� �e tentokr�t
ne
ekla hor�kyn� dva v	roky� ale jeden v
rok slo�en	� a to V �� V "� Proto
i tabulka pravdivosti je jin� �tab� ����
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����
Tab� ��

V	sledek �teme ve sloupci pod znakem ekvivalence a vid�me� �e tento
slo�en	 v	rok mohla chytr� hor�kyn� pron�st bu� v pond�l� nebo ve st
e�
du� V t�chto dvou dnech je v�dy jedna ��st slo�en�ho v	roku pravdiv�
a druh� nepravdiv�� tak�e v	sledn� konjunkce je nepravdiv� a mohla b	t
v t�chto dvou lhac�ch dnech pronesena� T�m se li��me od 
e�en� uveden�ho
v �#��

U�it�m tabulek pravdivosti lze 
e�it mnoho dal��ch �loh r
zn	ch typ
�
jak� najdeme nap
� v �"�� Nev	hodou je n�kdy to� �e kdy� m�me v�ce osob
nebo v�ce podm�nek� mohou b	t tabulky nep
�jemn� rozs�hl��

L i t e r a t u r a

��� �edivy� J�� O modernizaci �kolsk� matematiky� Druh� roz���en� vyd�n�� SPN Praha�
�����

��� Smullyan� R� M�� Jak se jmenuje tahle kn��ka� Mlad� fronta� Praha ��
��
��� Bu�ek� I�� �e�en� maturitn� �lohy z matematiky� Prometheus� Praha �����
�	� Gardner� R�� Mathematical puzzles and diversions �rusk� vyd�n�� Matemati�eskije

golovolomki i razvle�enija�� Mir� Moskva �����
�
� Mazurek� J�� Pravdomluvn� a lh��i� MFI r� �
 ����
���� s� ��� �		�
��� Horensk�� R� � Rys� P� � Zhouf� J� � Moln	r� J�� Po��tejte s klokanem� kategorie

�Junior�� ���� ���	� Prodos spol s r�o�� �����
��� Cal	bek� P� � �vr
ek� J�� Po��tejte s klokanem� kategorie �Student�� ���� ���	�

Prodos spol s r�o�� �����
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P��stup k matematizaci
prost�ednictv�m �loh rekrea�n�
matematiky

FRANTI�EK ��MA

V�TE�  esk� Bud�jovice

Obvykl� slovn� �lohy p
i v	uce matematiky na �kol�ch jsou do jist�
m�ry typov� a zpravidla se jen velmi stru�n� zab	vaj� prax�� o kter� po�
jedn�vaj�� P
i jejich 
e�en� se �asto mechanicky ozna�� nezn�m�� ani� by
se p
�li� sledoval jejich praktick	 v	znam� sestav� se rovnice �zpravidla se
v� p
edem� jak�ho typu bude�� rovnice se form�ln� vy
e�� a provede se
zkou�ka� Na tomto postupu nen� nic �patn�ho� ale tak trochu se ztr�c�
�ir�� v	znam pojmu matematizace re�ln
ch situac� * u�it� matematick�ho
modelov�n� p
i 
e�en� re�ln	ch probl�m
 �viz nap
� ����� Nap
� to� �e p
i
vytv�
en� modelu nev�me p
edem� jak	 bude� nebo �e tvo
�me model ni�
koli pro jednu konkr�tn� �lohu� ale pokou��me se modelovat typ zadan�
�lohy �nal�zt �obecn	 model��� Vhodn	m zdrojem netypick	ch �loh pro

e�en� u�it�m matematizace mohou b	t n�kter� �lohy rekrea�n� matema�
tiky� kter� b	vaj� neobvykl�� pro n�� matematick	 model je teprve t
eba
vymyslet a kter� nav�c vyvol�vaj� z�jem student
� Projd�me si n�kter�
�lohy�

�loha �

Kdosi koupil �� pt�k� za �� pen�z�
 Za t�i vrabce platil jeden pen�z�
za dv� hrdli�ky t�� jeden pen�z� za jednoho holuba dva pen�ze
 Kolik pt�k�
ka�d�ho druhu koupil�

�&loha poch�z� z knihy ��� a jej� autorstv� je zde p
ipisov�no Leonardu
Pisanovi� zvan�mu Fibonacci��

�e�en�
 Provedeme anal	zu probl�mov� situace a zjist�me� �e c�lem 
e�en� je
ur�it jednotliv� po�ty pt�k
� Nezn�m� hodnoty po�tu postupn� ozna��me
x * po�et vrabc
� y * po�et hrdli�ek� z * po�et holub
� kde x� y� z jsou
p
irozen� ��sla �vyjad
uj� po�ty pt�k
� z textu �lohy plyne� �e od ka�d�ho
druhu m�me alespo� jeden kus�� Mohli bychom je�t� zkoumat� jak� jsou
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nejv�t�� mo�n� po�ty jednotliv	ch druh
 pt�k
� ale po�kejme si� zda to
bude zapot
eb��

Proto�e sou�et po�tu v�ech pt�k
 je �$� dost�v�me prvn� rovnici modelu
�lohy

x+ y + z % �$�

Jeden vrabec stoj� �
� pen�ze� tedy x vrabc
 stoj� �

�x pen�z
� jedna hrdli�ka
stoj� �

� pen�ze� tedy y hrdli�ek stoj� �
�y pen�z
 a kone�n� jeden holub stoj�

" pen�ze� tedy z holub
 stoj� "z pen�z
� Tak dost�v�me druhou rovnici

�
�
x+

�
"
y + "z % �$�

Modelem �lohy je tak soustava diofantick	ch rovnic�

x+ y + z % �$
�
�
x+

�
"
y + "z % �$�

Po vylou�en� z dosp�jeme k diofantovsk� rovnici �$x+ !y % ��$� z toho

y % "$� �$
!
x�

Prove�me nyn� horn� odhad velikosti x� je�to y � $� je i prav� strana
p
edchoz� rovnice kladn�� z �eho� plyne x � f�� "� � � � � �#g� a proto�e je x
z
ejm� d�liteln� dev�ti� je x % !� Odtud ihned m�me y % �$ a z % ���

Odpov��� Nezn�m	 koupil ! vrabc
� �$ hrdli�ek a �� holub
�

Pozn�mka� Ve v�ech �loh�ch zkou�ku v�dy provedeme dosazen�m vypo�te�
n	ch hodnot do textu a ov�
en�m spln�n� podm�nek �lohy� Z technick	ch
d
vod
 zkou�ky vynech�v�me a jejich proveden� ponech�v�me na �ten�
i�

�loha �

Matka m� � d�t�� narozen
ch v pravideln
ch intervalech
 V�ky v�ech
jsou d�ny cel
mi po�ty let
 Sou�et �tverc� v�k� v�ech dev�ti d�t� je roven
�tverci mat�ina v�ku
 Jak jsou sta���

�Tato �loha poch�z� z knihy �"�� autor ji nab�z� �pro trp�liv� po�t��e�
a varuje� �)e�en� t�to �lohy je u� mistrovsk	 kousek� Kdo nev�
�� a� to
zkus����
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�e�en�
 Popsan� situace nen� op�t p
�li� re�ln�� ale u �loh rekrea�n� ma�
tematiky se na to tak nehled�� proto�e jejich �kolem nen� popis re�ln�
situace� ale pobaven� 
e�itele�

Nejprve zvolme nezn�m�� V�k nejmlad��ho d�t�te ozna�me x� konstantn�
rozd�l v�ku d�t� y a v�k matky z� V�echna ��sla x� y� z jsou p
irozen� �pro
x p
ipust�me i nulu��

Zadanou �lohu lze modelovat kvadratickou rovnic� o t
ech nezn�m	ch

x� + �x+ y�� + �x+"y�� + �x+�y�� + �x+ y�� + �x+�y�� + �x+�y��+

+�x+ #y�� + �x+ �y�� % z��


e�enou �z pohledu matematiky� v oboru p
irozen	ch ��slech� P
i mate�
matizaci v�ak b	v� vhodn� �jak jsme vid�li ji� v prvn� �loze� neodevzdat
�lohu jen �do rukou matematiky�� ale p
i 
e�en� si uv�domovat v	znam
a mo�n� rozsahy prom�nn	ch� Nap
� zde je v	raznou vlastnost� zad�n��
�e rozd�l v�ku prvn�ho a posledn�ho d�t�te je �y� co� nem
�e p
es�hnout
dobu� po kterou m
�e �ena rodit d�ti� Tak�e i kdy� hodn� p
id�me� mus�me
uznat praktick	 p
edpoklad y � f�� "� ��  � �g�

)e�me nyn� modelovou rovnici� Po jej� �prav� dost�v�me�

!x� + #"xy + "$ y� % z��

na lev� stran� rovnice vytkneme ��slo ��

���x� + " xy + ��y�� % z��

Odsud plyne� �e v	raz na lev� stran� rovnice je d�liteln	 t
emi� a proto
tak� z� je d�liteln� t
emi� tj� �jz� � �jz a m
�eme ps�t z % �k� k � N �

Potom plat��

���x� + " xy + ��y�� % ��k��

���x� + " xy + ��y�� % !k� j � !

x� + �xy +
��
�
y� % k�

a z toho plyne� �e tak� y� a tedy i y je d�liteln� t
emi� proto�e v	raz na lev�
stran� rovnice je cel� ��slo� Podle v	�e uveden�ho praktick�ho p
edpokladu
je tedy y % � a danou rovnici lze postupn� upravit na tvar

k� % x� + " x+ "$ 

k� % �x+ �"�� + �$�
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Nyn� m
�eme postupovat takto� provedeme odhad� pro x � $� je
k� � "$ � tj� k � ��� Proto vyzkou��me k % ��� ��� � � � a zjist�me� �e 
e�en�
m�me pro k % �� �tj� z %  ��� x % " �ale nen� dok�z�na jednozna�nost��

Jin� mo�nost� Posledn� rovnici rozlo��me na tvar�

�k � x� �"� 	 �k + x+ �"� % " 	 " 	 � 	 ��

proto�e druh	 v	raz je minim�ln� o " v�t�� ne� prvn�� jedin� mo�nost je

k � x� �" % "

k + x+ �" % �$�

Odsud k % ��� x % "� Potom z %  ��

Odpov��� Jedin	m 
e�en�m dan� �lohy je tedy v�k matky  � let a st�
�
dev�ti d�t�� "� �� �� ��� � � �#� "$� "� a "� let�

�loha �

Tr�va na louce roste v�ude stejn� hust� a stejn� rychle
 V�me� �e ��
krav by ji vyp�slo za �� dn�� zat�mco �� krav by ji vyp�slo za �� dn�
 Kolik
krav vypase louku za �� dn��

�&loha poch�z� z knihy ��� a byla upravena podle Newtonovy �lohy� kterou
se budeme zab	vat pozd�ji��

�e�en� A
 Vytvo
me si obecn	 model dan� re�ln� situace� Ozna�me pro�
m�nn� z oboru p
irozen	ch ��sel

p � � � � � � � po�et krav�
d � � � � � � � za kolik dn� je louka spasena�
m� � � � � � � kolik tr�vy je na louce�
n � � � � � � � kolik tr�vy naroste za den�
q � � � � � � � kolik tr�vy spase za den jedna kr�va�

P
edpokl�dejme� �e hodnoty m� n a q jsou zad�ny v n�jak� spole�n�
jednotce mno�stv� tr�vy� Nyn� vyj�d
�me z�kladn� vlastnost zad�n�� p krav
za d dn� spase celkem pdq tr�vy� tj� v�echnu tu� co na louce ji� byla i tu� co
za d dn� narostla� celkem m+nd� Tak�e obecn	 z�klad modelu na�� re�ln�
situace je

pdq % m+ nd� ���
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Do rovnice ��� dosa�me konkr�tn� �daje z obou zadan	ch p
�pad
�

#$ 	 " 	 q % m+ " n

�$ 	 �$ 	 q % m+ �$n
�"�

K tomu je�t� p
idejme model na�eho probl�mu� naj�t x takov�� �e x krav
spase louku za !� dn��

!� 	 x 	 q % m+ !�n ���

a pak soustava �"� a rovnice ��� jsou modelem na�� probl�mov� re�ln�
situace� )e�me nyn� zadan	 probl�m� Kdy� od druh� rovnice �"� ode�teme
prvn�� dostaneme po �prav�

�$
�
q % n � �

a po dosazen� za n ze � � do n�kter� z rovnic �"� m�me m % ��$$q� Po
dosazen� za n a m do ��� m�me

!� 	 x 	 q % ��$$q+ !� 	 �$
!
q�

odkud x % "$�

Odpov��� Celou louku spase za !� dn� "$ krav�

Vid�li jsme� �e prom�nn� q tu hr�la roli parametru a na jej� hodnot�
v�ak p
i konstantn�m r
stu tr�vy �n� 
e�en� �lohy nez�viselo� tedy 
e�en�
se nem�n�� a� �ka�d�� kr�va spase za den jak�koli mno�stv� tr�vy� Z toho
dost�v�me my�lenku dal��ho zp
sobu 
e�en�� kdy za jednotku mno�stv�
tr�vy vol�me q� tj� v ��� vol�me q % � �P
i �e�en� B se postupuje stejn�
jako p
i �e�en� A� nebudeme je zde p
edv�d�t��

�e�en� C
 P
edn� z ��� plyne

q %
m+ nd

pd
� ���

V tomto 
e�en� zvolme za jednotku mno�stv� tr�vy m� tj� vol�me m % ��
Vlo�me konkr�tn� �daje�

Mno�stv� �+" n spot
ebuje #$ krav za " dn�� tak�e jedna kr�va spase
za jeden den q % ����n

����� � Stejnou �vahou dostaneme q % ����n
����� tr�vy�
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Porovn�n�m ����n
����� % ����n

����� dostaneme p
�r
stek tr�vy za jeden den�
n % �

��� �
Z p
edchoz�ch vztah
 vypo��t�me� jak velkou ��st p
vodn�ho mno�stv�

tr�vy spase jedna kr�va za jeden den q % ����n
����� % ����� �

���

����� % �
���� �

Nyn� uva�ujeme� �e x krav spase louku za !� dn�� Jedna kr�va spase za

jeden den q % ��	�n
	��x % ��	�� �

���

	��x % �
���� tr�vy�

)e�en�m t�to rovnice je x % "$�

�e�en� D
 Inspirac� dal��ho zp
sobu 
e�en� je vztah � �� kter	 n�m 
�k�� �e
ve�ker� tr�va� kter� vyroste za den �n % �� je beze zbytku spot
ebov�na
deseti t
etinami krav �je to my�leno tak� �e t
i kr�vy se pasou cel	 den
a jedna jen t
etinu dne��

P
i 
e�en� �lohy t�mto zp
sobem rozd�l�me kr�vy teoreticky na dv�
skupiny Jedna skupina krav sp�s� dor
staj�c� tr�vu� druh� tr�vu u� d
�ve
vyrostlou� Velikost prvn� skupiny je p
�mo �m�rn� velikosti louky a nen�
z�visl� na �ase� proto�e tr�va roste st�le� ani na celkov� velikosti st�da�
Druh� skupina tak� z�le�� na velikosti louky a je nep
�mo �m�rn� �asu�
��m je tato skupina men��� t�m d�le trv� pastva�

Velikost prvn� skupiny ozna��me s a velikost druh� skupiny s� p
i #$
krav�ch ve st�du a s� p
i �$ krav�ch� Tedy

s+ s� % #$

s+ s� % �$�

P
vodn� tr�vu na louce vyp�slo s� krav za " dn� a s� krav za �$ dn�� tj�
s� � " % s� � �$� odkud s� % �


s�� Po dosazen� za s� do p
edchoz� soustavy
dost�v�me soustavu

s+ s� % #$

s+
"
�
s� % �$�

jej�m� 
e�en�m je� s % � �� � s� % �� �� �
T�m jsme zjistili� �e nar
staj�c� tr�vu bude nep
etr�it� sp�sat � �� krav

a ji� na po��tku narostlou tr�vu za " dn� vypase �� �� krav� Nyn� se pt�me�
kolika krav�m to bude trvat !� dn�� Jak ji� bylo zm�n�no� jedn� se o ne�
p
�mou �m�rnost�

x
�
�

�� �� ks � � � � � � � � � � � � � � � � � � � " dn�
s� ks � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !� dn�

�
�
y
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Odsud s� % �� �� ks� tak�e celkov	 po�et krav je s+ s� % � �� + �� �� % "$�

�loha �

Prv� louka o velikosti ��� m�r sta�� �� krav�m na pastvu po dobu ��
ned�l
 Pust�me�li tam v�ak na pastvu ��� krav� spasou tr�vu za � ned�l

Druh� louka m� ��� m�r
 M�me ur�it� kolik kus� se na n� m��e p�st
po dobu � ned�l za p�edpokladu� �e tr�va je v�ude stejn� i p�i spasen�
stejnom�rn� dor�st� a v�echny kr�vy spot�ebuj� stejn�


�&loha je z knihy �"� a autor uv�d�� �e takov�to �lohy se nal�zaly ve v�ech
u�ebnic�ch algebry jako vzorov� p
�klady matematick�ho my�len���

�e�en�
 Tato �loha se li�� od p
edchoz� v tom� �e m�me dv� louky s r
znou
v	m�rou v� Op�t vytvo
�me model dan� re�ln� situace�

�� louka � � � � � � � � � vi �m�r� � � � � � � � � � pi �ks� � � � � � � � � � ti �t	d���
"� louka � � � � � � � � � vk �m�r� � � � � � � � � � pk �ks� � � � � � � � � � tk �t	d���

Krom� uveden	ch hodnot �nezn�m� �i parametry * dle zad�n� �lohy�
zavedeme je�t� nezn�mou r� kter� p
edstavuje p
�r
stek nov� tr�vy na
jednotce plochy za jednotku �asu �t	d��� �Souvis� tedy s hodnotou n� ale
m� jinou velikost��

Za ti t	dn
 p
iroste na plo�e mi celkem mi 	 ti 	 r tr�vy�
za ti t	dn
 spase pi krav mi + ti 	mi 	 r tr�vy� tj� mi�� + ti 	 r� tr�vy a za
jeden t	den spase jedna kr�va qi %

mi����ti�r�
ti�pi

tr�vy� srovnej s ����

Stejn� tak v druh�m p
�pad� za t	den spase jedna kr�va qk % mk����tk�r�
tk�pk

tr�vy�
Proto�e hodnoty qi� qk se rovnaj�� dost�v�me obecn	 model dan� re�ln�

situace� kter	 vlastn� vznikne rozeps�n�m vzorce ���� a to

mi 	 �� + ti 	 r�
ti 	 pi %

mk 	 �� + tk 	 r�
tk 	 pk � kde ���

mi� mk je sp�san� plocha v jednotliv	ch p
�padech�
ti� tk je doba sp�s�n� v jednotliv	ch p
�padech�
pi� pk je po�et ks krav v jednotliv	ch p
�padech�
r je mno�stv� tr�vy� kter� naroste na jednotce plochy za jednotku �asu�

Vid�me� �e zde �lo o �pravu postupu p
i modelov�n� v �loze "� )e�me
nyn� zadanou �lohu s konkr�tn�mi �daji�
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Zad�n�� �$$ m�r spase � � � � � � �$ krav za � ned�l�
�$$ m�r spase � � � � � � �"$ krav za # ned�l�
 $$ m�r spase � � � � � � x krav za  ned�le�

Pou�ijeme�li vzorec ��� na prvn� dva 
�dky zad�n�� vypo�teme r % �
�� �

Dosa�me tuto hodnotu do ��� a pou�ijme ��� pro druh	 a t
et� 
�dek
zad�n�� dostaneme x % #"$�

Odpov��� Druhou louku o plo�e  $$ m�r spase za  ned�le #"$ krav�

Jin� �e�en�
 M
�eme rovn�� pou��t postupu p
i vytv�
en� modelu v p
��
pad� D p
edchoz� �lohy� Kr�vy op�t rozd�l�me na dv� skupiny� prvn� sp�s�
dor
staj�c� tr�vu� druh� tr�vu u� d
�ve vyrostlou� P
i stejn�m v	znamu
prom�nn	ch velikost prvn� skupiny ozna��me s a velikost druh� skupiny
s� p
i �$ krav�ch ve st�du a s� p
i �"$ krav�ch� Tedy

s+ s� % �$

s+ s� % �"$�

P
vodn� tr�vu na louce vyp�slo s� krav za � t	dn
 a s� krav za # t	dn
�
z �eho� plyne s� % "s�� Po dosazen� za s� do p
edchoz� soustavy dost�v�me
soustavu

s+ s� % �$

s+ "s� % �"$�

jej�m� 
e�en�m je� s %  $� s� %  $� Tak�e  $ krav bude sp�sat dor
staj�c�
tr�vu na �$$ m�r�ch� ale na  $$ m�r�ch to zvl�dne a� ��$ krav� Druh	ch
 $ krav spase za � t	dn
 �$$ m�r p
vodn� tr�vy� ��

� 	 $ % � $ krav spase
za  t	dny �$$ m�r�  	 � $ % ��$ krav spase za  t	dny  $$ m�r� K nim
p
idejme je�t� ��$ krav pasouc�ch se na dor
staj�c� tr�v� a m�me x % #"$�

�loha �

T�i louky se stejn� hustou tr�vou� kter� stejn� rychle roste� maj� obsahy
ploch � �� ha� �� ha a �� ha
 Prvn� louka sta�ila �� b
k�m na dobu � t
dn�
a druh� louka sta�ila �� b
k�m na dobu � t
dn�
 Kolik b
k� se m��e na
t�et� louce p�st �� t
dn��

�&loha je z knihy � � a naz	v� se Newtonova �loha��

�e�en�
 Tato �loha se li�� od p
edchoz�ch t�m� �e m�me � louky� Model
vyj�d
en	 vzorcem ��� je v�ak vhodn	 i pro tuto �lohu� podobn	 je i postup

e�en��
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Zad�n�� � �� ha spase � � � � � � �" b	k
 za  t	dny�
�$ ha spase � � � � � � "� b	k
 za ! t	dn
�
" ha spase � � � � � � x b	k
 za �� t	dn
�

Jestli�e pou�ijeme ��� na prvn� dva 
�dky zad�n�� vypo�teme n % �
�� �

Dosad�me�li tento �daj do ��� a pou�ijeme tento vzorec pro druh	 a t
et�

�dek zad�n�� vypo�teme x % ���

Odpov��� Po dobu �� t	dn
 u�iv� louka o plo�e " ha �� b	k
�

Jin� �e�en�� U t�to �lohy se traduje je�t� jeden zaj�mav	 model dan� re�ln�
situace� kter	 spo��v� na t�to my�lence� Mno�stv� tr�vy� kter� je na po�
��tku na � ha louky vezmeme za jednotku� Mno�stv� tr�vy� kter� vyroste
na jednotce plochy za jednotku �asu� je pak relativn� ��st� u t�to jednotky�
Nap
� kdy� u % �


 � pak to znamen�� �e za jednotku �asu �t	den� naroste na
� ha stejn� mno�stv� tr�vy� jako bylo na �


 ha louky p
vodn�� Pro v�echny
t
i louky tak plat�� �e p
vodn� je na louce mno�stv� vi jednotek tr�vy a za
ti t	dn
 p
iroste na ka�d�m hektaru uti a na cel� louce vitiu� mno�stv�
tr�vy je tedy takov�� jako by narostlo na vi+vitiu % vi��+tiu� hektarech�
T�m jsme vlastn� z �vah vylou�ili probl�m r
stu tr�vy� Jestli�e tento v	�
raz d�l�me po�tem pi b	k
 a po�tem ti t	dn
� dostaneme q� tj� kolik tr�vy
spot
ebuje za t	den jeden b	k�

q %
vi�� + tiu�

piti
� �#�

Dostali jsme op�t obecn	 matematick	 model dan� situace� stejn� jako je
���� Nyn� jej pou�ijeme pro konkr�tn� vstupn� �daje na�� �lohy�

Proto�e q je stejn� pro v�echny t
i louky� dostaneme v na�ich t
ech
p
�padech postupn�

q� %
� �� �� +  u�

�" 	  %
�$ +  $u

�  
�

q� %
�$�� + !u�

"� 	 ! %
�$ + !$u

��!
�

a pro x b	k
 na t
et� louce

q� %
" �� + ��u�

��x

Porovn�n�m q� % q� vypo�teme u % �
�� a porovn�n�m nap
� q� % q�

dostaneme x % ���
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Jin� �e�en�
 ,ten�
 si m
�e vyzkou�et� �e k modelov�n� situace lze vyu��t
i postup� jak	 jsme pou�ili v 
e�en� D �lohy � a v 
e�en� B �lohy  �

L i t e r a t u r a

��� Tr	vn�
ek� S�� Matematizace re�ln!ch situac�� MFI �� ������������ �� �� s� �

"��
�
��� Dobrovoln�� B�� Matematick� rekreace� Polytechnick� kni�nice� Praha �����
��� Konforovi
� A� G�� V!znamn� matematick� �lohy� SPN� Praha ��
��
�	� Perel�man� J� I�� Zaj�mav� algebra� Polytechnick� kni�nice� Praha ��

�
�
� Smida� J� a kol�� Matematika pro I� ro�n�k gymn�zi�� SPN� Praha ��
	�

Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me zad�n� dal�� dvojice �loh na�� pravideln� rubriky� Jejich 
e�en�
m
�ete zaslat nejpozd�ji do �$� �� "$�$ na adresu� Redakce �asopisu MFI�
t
� Svobody "�� ##�  � Olomouc� Jejich 
e�en� lze zaslat tak� elektronickou
cestou �pouze v�ak v TEXovsk	ch verz�ch� p
�p� v MSWordu� na emailovou
adresu� m��upol
cz� Zaj�mav� a origin�ln� 
e�en� �loh r�di uve
ejn�me�

�loha ���

V rovin� jsou d�ny �se�ky AB a CD� Najd�te v�echny body V t�to
roviny� pro kter� maj� troj�heln�ky ABV a CDV stejn	 obsah�

��rka Gergelitsov�

�loha ��	

a� Doka�te� �e existuje p
irozen� ��slo n� pro n�� je ��slo

p
"n� � +

p
�n� �

racion�ln�� a �e existuje p
irozen� ��slo m� pro n�� je ��slop
"m� � +

p
�m� � iracion�ln��

b� Doka�te� �e pro ka�d� p
irozen� ��slo n je ��slo
p
�n� � +

p
 n� �

iracion�ln��
Jaroslav Zhouf
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