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V pocatcich tzv. modernizace vyucovani matematiky se na ucitele a za-
ky od zakladni 8koly az po maturity nahrnuly nové poznatky, které ma-
loktery ucitel v potfebném rozsahu znal nebo si pamatoval z dob svych
studii (bindrni relace, vyrokova logika, ad.). Doslo k mohutnému dosko-
lovani uéiteldi vSech stupii a vysledkem bylo, Zze Ffada uéitelt (za pomoci
lektort Sedivého knihy O modernizaci §kolské matematiky [1] a ucebnich
skript) pochopila uziteénost téchto ve vyuce novych témat, kterd méla
Sanci vice naplnit tradi¢ni heslo, Ze (Skolni) matematika vede zaky k pies-
nému logickému uvazovani. Pak v8ak bylo opravnéné zjisfovano, ze rozsah
tzv. modernizace byl presprili§ velky a jako reakce byla vétsi ¢ast moder-
nizatnich témat vypusténa. Moudi{ uéitelé (véetné Fady mladych) vSak
nékteré elementy teorie mnozin, bindrnich relaci a vyrokové logiky podr-
zeli ve svych ucebnich planech, nejprve ilegdlné, pozdéji i legalné.

Jednim z témat, které budi pozornost, je logické analyza textu, tj. pre-
vadéni vhodnych dloh do jazyka logickych symbold a jejich feSeni uzitim
tabulek pravdivosti. Ty umoznuji fesit vcelku jednoduse i tlohy, které ji-
nak potfebuji tfeba i slozité avahy. Tedy pro vycvik logického mysleni je
nejvydatnéjsi takovy postup, ze nejprve feSime problém tGvahami a vy-
sledné tvrzeni ovérime uzitim tabulek pravdivosti. Ale i reseni dloh uzitim
tabulek pravdivosti vydatné ptispiva k rozvoji logického mysleni.

Jako reprezentanta béznych logickych aloh si uvedme jednu tlohu z [1].

Uloha 1

O tifech bratiich A, B, C je znamo, Ze A nejde do lesa bez C, zatimco
B nechodi nikdy s C, ale jde vzdy, kdyZz jde A. Vime-li, ze B jde do lesa,
kdo ho doprovazi?
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Reseni. Zavedme tii vyroky: vyrok A necht znamené ,A jde do lesa“.
(Nijak ndm nemusi vadit, ze A znamena ¢lovéka i vyrok o ném.) Podobné
meéjme vyroky B a C.

Prvni podminku ,,A nejde do lesa bez C* 1ze vyjadrit téz: vZdy, kdyZ jde
do lesa A, jde i C, neboli A = C. Druhd podminka, ,B nechodi nikdy s C*
neni formulovana zcela jednoznacné, neni zcela ziejmé, jestli B nechodi
do lesa sam s C, nebo B nejde nikdy, kdyZ jde C. Prvni interpretace je
—(B A C A —4), druhd pak =(B A C) nebo téz C = —B. Tfeti podminka
»B jde vidy, kdyZ jde A“ pak znamend A = B a tyto tfi podminky maji
platit soucasné. K posouzeni mame tedy slozeny vyrok

(A= C)A=(BACA—=A)A (A= B)

nebo vyrok
(A=C)AN-(BAC)AN(A = B).

Pravdivostni hodnotu zavéru (konjunkce t¥{ slozenych vyroki) zjistime
uzitim tabulky pravdivosti (tab. 1). Pfipomenme si: do levého zahlavi
zapiSeme vSechny mozné kombinace pravdivosti a nepravdivosti (tj. nul
a jednicek), do horniho zahlavi vySetfovany slozeny vyrok a pak postupné
po radcich ohodnocujeme kazdou ze tii ¢asti konjunkce; jejich pravdivostni
hodnota je vyznacena tucné. Protoze jde o konjunkci tii vyrokl, pfidame
do zdhlavi heslo Zdvéer a do sloupce pod nim zapisujeme postupné zjis-
tované pravdivostni ohodnoceni vysledné konjunkce t¥i dil¢ich ¢asti zada-
ného slozeného vyroku.

A B C |(A=>C)A (B AC A= A) A (AB) Zaveér
1 1 1
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Tab. 1

Vyplhovani tabulky lze zjednodusit tak, Ze napf. pro vyhodnoceni im-
plikace A = C neni nutno pod A a C psat jejich pravdivostni hodnoty,
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protoZze mizeme bez problému pouzit hodnoty A a C' v levém zéhlavi. (Po-
dobné ve vsech dalsich tabulkich pouzivame tuto tsporu.) Diléi vysledky
zdkladnich t¥1 vyrokd jsou uvedeny tucné, i zavér (v ramecku).

V Zdvéru mame 4 fadky se splnénymi podminkami (s jedni¢kami v po-
slednim sloupci), ale jen ve dvou p¥ipadech jde podle zadani tlohy B do
lesa (1. a 6. fadek). Nastévaji tedy dvé moZnosti: bud jde B do lesa s obéma
bratry, nebo sam.

Pii druhé alternativé druhého vyroku, tj. = (B A C), se v tabulce 1
zméni jen prvni radek:

A B C |[(A=>C)A a(BAC A= A) A (A=B) Zaveér
11 1 1 0 0 1 [0]

Nyni jsou podminky tlohy splnény jen v poslednich tfech pripadech,
a protoze vime, ze B jde do lesa, prichdzi v tivahu jen moznost 0 1 0
v 6. fadku, tj. B jde do lesa sam (autor tlohy v [1] mél na mysli patrné
tento piipad).

Kdyz v roce 1986 u nés vysla kniha Raymonda M. Smullyana [2], ziskali
na$i zéjemci o logické Glohy bohaty a zadbavny zdroj takovych tloh (feSeni
ulohach se vyskytuje nova situace vzhledem k béznym tloham zastoupe-
nych zde tlohou 1 nebo uvedenymi napft. v [3]. Rozdil je v tom, Ze zatimco
tfi podminky v tloze 1 byly nezpochybnitelné dany, setkdme se v [2] s pri-
pady, kdy podminky vyslovuji mluv¢i, o nichz nevime, jestli mluvi pravdu
i v téchto pripadech lze pouzit vhodnou verzi logickych tabulek. V ukéz-
kéch pouZijeme mirné upravené tlohy z knihy [2].

Nejprve se presuneme na ostrov X, kde ziji poctivci, kteri fikaji vzdy jen
pravdu, a padousi, ktefi stale 1zou. Na prochéazce po ostrové potkavame
lidi, ktefi ndm néco feknou a my mame poznat, kdo z nich je poctivec,
jehoz radami se miizeme 1idit, a kdo padouch.

Uloha 2
Jdou dva ostrované, A a B. A prohlasi: ,,Asponi jeden z nads je padouch.”
Co jsou A a B?

Reseni. Nejprve si uvédomime, jak pievést do jazyka logiky sdéleni , A

(jenZ je poctivec nebo padouch) pronese vgrok V¢ (ktery je pravdivy nebo
nepravdivy); zaznamenejme je zatim symbolem A ? V' a provedme jeho
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rozbor. Symbolu A 7 V pfisudme pravdivostni hodnotu 1, pokud tato
situace muze nastat, a hodnotu 0, pokud nastat nemfze.

Jeli A poctivec a vyrok V' je pravdivy, pak ph(A 7 V) = 1, situace nastat
mize; jeli A poctivec a vyrok V' je nepravdivy, pak ph(A 7 V') = 0, situace
nastat nemuze, protoze podle naSich pravidel poctivec nemuze fikat lez;
jeli A padouch a vyrok V je pravdivy, pak ph(A ? V) = 0, situace nastat
nemuze; nebot padouch nemuze fikat pravdu;

jeli A padouch a vyrok V je nepravdivy, pak ph(A ? V) = 1, situace
nastat miize, protoze padouch iikd jen nepravdu.

Vidime Ze symbol A 7 V funguje stejné jako ekvivalence dvou vyroki,
vyroku A (jsem poctivec) a vyroku V: A & V.

Ulohu 2 lze tak modelovat vztahem A < (A V —B), k némuz vy-
tvofime tabulku (tab. 2), sloupec s vyslednymi hodnotami pravdivosti je
zapsan tucné. V levém zdhlavi vypiSseme v fadcich vSechny mozné kom-
binace pravdivosti dvou vyrokid, do horniho zdhlavi zapiSeme zkoumany
sloZzeny vyrok, tedy A < (=A V —B). Pozor na poradi logickych operaci!
Nejprve vyhodnotime (=A V —B) a aZ potom ekvivalenci <.

A B A< (=A v-aB)

1 1 110 0 0 O

1 0|11 0 1 1

0 1 0|0 1 1 0

0 1 010 1 1 1
Tab. 2

Zavér (pod znakem ekvivalence) vykazuje ve 2. fadku vyslednou jed-
nicku, kterd znamend, ze pravdivost (nebo nepravdivost) zkoumaného vy-
roku je ve shodé s prislusnou kombinaci pravdivosti v levém zahlavi. Tento
radek tak fika: A je poctivec a B je padouch. Je to docela zajimava situace,
ze po jednom slozeném vyroku od A dovedeme stanovit, co jsou A i B.
Vidime, ze jsme vysledek zjistili bez nutnosti hlubokych logickych Gvah.

Pred casem fFesil na strankach MFI [5] jiny autor podobné alohy zpi-
sobem ne nepodobnym logickym tabulkam, ktery umoznuje urcité aspory,
ale za cenu vice logickych Gvah a premysleni. Pro porovnani vytresme jeho
tlohu 1.

Uloha 1’
Sesly se tii divky: Aneta, Zaneta a Eva. Aneta prohlasila, ze Zaneta,
vzdycky mluvi pravdu, Eva fekla, Ze Zaneta je lhaika, Zaneta prohlssila,
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ze obé zbyvajici divky jsou lharky. Ktera divka hovoii pravdu?

Reseni. Opét oznacime symbolem A Anetin mysleny vyrok ,jsem poctivec®
a podobné i pro obé dalsi divky. Dostavame tu konjunkci tif vyrokt A < Z,
E & =7, 7 & —AN-E. Sestavime tabulku (tab. 3):

A E 7 (A IANES -Z)A(Z < (-A A~ E)) Zavér
1 1 1 1 00 0 0 0
1 1 0 0 11 1 0 0
1 0 1 1 10 0 0 0
1 0 0 0 01 1 0 0
0 1 1 0 00 0 0 0
0 1 0 1 11 1 0 1
0 0 1 0 10 1 1 0
0 0 0 1 01 0 1 | 0 |
Tab. 3

Vysledek je ovSem tentyz, pravdu fekla jen Eva.
V [4] najdeme zajimavou tlohu s piekvapivym zavérem.

Uloha 3
Vypravél jeden Ameri¢an: ,Na ostrové X jsem potkal dva obyvatele,
A a B. Zeptal jsem se A: , Mluvis vidycky pravdu?‘ On odpovédél , Ta-

rabara.” ,0n tekl ano,” objasnil B anglicky a dodal: ,Ale on je hrozny
lhar.“

Regeni. To, ze A (mozna) fekl, ze A je pravdomluvny se zaznamend jako
A & A; tato ekvivalence je pravdiva vzdy, at A mluvi pravdu nebo lze.
To je ve shodé s tim, ze A fekne mluvim pravdu, kdyZ mluvi pravdu, ale
i kdyz lze, fekne téz mluvim pravdu. Na zdkladé sdélenych podminek si
Ameri¢an vytvorfil tabulku (tab. 4).

A B (B<= (A<= A))A(B<=>A—A)

1 1 11 1 0|10 0

1 0 00 1 00 1 0

0 1 11 1 1111 1

0 0 00 1 0/0 0 1
Tab. 4

Ze sloupce pod znakem konjunkce pak plyne vysledek: A je padouch
a B je poctivec.
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Ameri¢an s trochou muzské jeSitnosti se pochlubil Zené, jak funguje
muzskd logika, a vyzval ji, at se také snazi tuto Glohu vyfesit. Ta na to
sla s Zzenskou logikou a do dvou minut méla tlohu vyresenu; fekla: ,Kdyz
A tekl tarabara, znamenalo to, Ze neumi anglicky, rozhodné tedy nemohl
fici ano ani ne, ale snad néco jako Nerozumim. Proto je B 1har, kdyz tvrdi,
ze A tekl ano. A protoze je lhar a fekl o A, Ze je Ihar, musi byt A poctivec.
Posudte sami, v ¢em spoCiva tento rozpor.

Ukazme si nyni ptipad, ze osoby jsou tii.

Uloha 4

Na ostrové X jsem potkal t¥i osoby, A, B a C. Zeptal jsem se A: , Jsi
poctivec nebo padouch? A odpovédél, ale nesrozumitelné. Proto jsem se
zeptal B: ,Co Fikal?®. B odpovédél: ,Rikal, Ze je padouch.“ Nato fekl C:
»Nevérte B, on lZe.“ Co mizeme zjistit o A, B a C?

Reseni. Vyvozeni, ze C je poctivec a B je padouch je v této tiloze zcela
jednoduché. Ukazme si vSak reSeni uzitim logickych tabulek pravdivosti.
Z Gvah pfi feeni tlohy 2 plyne, Ze tdajny vyrok pana A znél Jad jsem pa-
douch, coz lze modelovat ekvivalenci A < —A, kterd mé vSak pravdivostni
hodnotu 0, nebot takovy vyrok nemohl pan A pronést ani jako poctivec,
ani jako padouch. (Pfedpoklddame, ze A rozumél otdzce a ze fekl Jd jsem
padouch nebo Jd jsem poctivec a ne néco jiného, viz tlohu 3.) Avsak pro-
toZe to o A fekl pan B, je logicky model vyroku pana B: B & (A & —A).
Vyrok pana C' uz lze vyjadrit jednoduse ekvivalenci C < —B. Vytvo-
fime tabulku 3 (levé i horni zdhlavi) a postupné ji vypliujeme (tab. 5).
Vytvoime ji bez zjednoduseni pouzitého v tab. 2.

A B C (B<=> (A<= —=A)) AN (C<=—=B)
111 10 10 O 0|1 0 O
110 10 10 O 0|01 0
101 01 10 O 111 1
100 01 10 O 0|00 1
011 10 00 1 0|1 0 O
010 10 00 1 0|01 0
00 1 01 00 1 111 1
000 01 00 1 0] 00 1
Tab. 5

Soulad pravdivosti v levém zahlavi s konjunkeci vyrokd v hornim zahlavi
nastavd v fddku 1 0 1 a v fadku 0 0 1, odkud plyne, Ze B byl padouch
a C poctivec (co byl A, to nevime).
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Uloha 5

Rekneme, Ze dva obyvatelé ostrova X maji stejnou povahu, pravé kdyz
jsou oba poctivci nebo oba padousi. Mame nyni 3 obyvatele 4, B, C.
A tiké B je padouch” a B ¥ika ,A i C' maji stejnou povahu.“ Co je C?

Reseni. Vyrok pana A lze zapsat A & —B, vyrok pana B zapieme B <
(A & (). Sestavime si tabulku pravdivost (tab. 6).

A B C (A<=>-—-B) A Be=(A=C(C))
1 1 1 10 O (0| 11 1
1 1 0 10 00| 10O 0
1 0 1 11 1|0l 00O 1
1 0 O 11 1 (1|01 0
0 1 1 00 00| 1O 0
0 1 O 01 01| 11 1
0 0 1 00 1 (0] 01 0
0 0 O 00 1 (0| 00O 1
Tab. 6

Ve vysledném sloupci (pod znakem konjunkce) vidime, Ze podminkam
ulohy vyhovuji dva pfipady,1 0 0a0 1 0;vobou pfipadech je ph(C) = 0,
tedy C je padouch.

Obyvatel ostrova X muze také vypovidat jen o sobé.

Uloha 6
Mladik z ostrova X prohlésil: Milugi Lindu, a jestli miluji Lindu, milugi

i Katku. Je to poctivec nebo padouch?

Regeni. ph(A) udavé, jestli je A poctivec nebo padouch, ph(L) ¥iké, zda mi-

luje Lindu, a ph(K), zda miluje Katku. JiZz zndmym postupem dostaneme

tabulku 7.

(A=1L)

—~

COOCOR R P
cCOoORrR R OOR L H
oOrRrOROROR RN
CoOO0ORRPE = P

HHEHOOOORHR
’OOOOOOOI—‘|>

Tab. 7
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7 vysledného sloupce pod znakem konjunkce vidime, ze mladik je po-
ctivec a ze miluje Lindu i Katku.

V této uloze se mlzeme pokusit i o kratsi postup prizkumem, které
pfipady mohou nastat. Ozna¢me L objektivni vyrok (tj. nikoli vyrok mla-
dika) A miluje Lindu a podobné K wvgrok A miluje Katku. Tabulka 7a
pfinese odpovéd.

L K L A (LK)

1 1 1|1 1

1 0 1 1]0 0

0 1 0 |0 1

0 O 0 |0 1
Tab. 7a

Vidime, ze obé podminky jsou splnény soucasné jen v 1. fadku. V dal-
§ich tfech radcich jsou zadané podminky v rozporu, takze A miluje Lindu
i Katku. (Staci to?)

Nyni prejdéme na ostrov Y, kde ziji poctivci, padousi i normalni lidé, tj.
takovi, ze nékdy mluvi pravdu a nékdy 1zou. Podle toho jsou lidé rozdéleni
do tri kast; nejvyssi kasta je kasta poctivci, stfedni je kasta normalnich

svvs

Uloha 7

Potkavame tii ostrovany a vime, Ze kazdy z nich je z jiné kasty. A rika:
»B je z vyssi kasty nez C.“ (ZapiSme jako B > C.) B fika: ,C je z vyssi
kasty nez A.“ (C > A) Pak C dostane otazku: ,Kdo je z vyssi kasty,
A nebo B?* Co odpovi?

Reseni. Sestavime tabulku, v niZ ozna¢ime N1 normélniho ¢lovéka, ktery
pravé mluvi pravdu a NO norméalniho ¢lovéka, ktery pravé lze, a do levého
zadhlavi vypiSeme vSechny moZnosti (tab. 8). Prvni podminku zapiSeme
A & (B > C), drubou jako & B & (C > A), soucasné splnéni obou
podminek vzhledem ke kombinaci pravdivosti v levém zdhlavi vyjadrii jejich
konjunkce.

Z vysledného sloupce pod znakem konjunkce vidime, ze obé podminky
jsou v souladu s kombinacemi pravdivosti 1NOO a také ON11. V prvnim
pripadé je A poctivec, tedy A > B, ale C' je padouch a tak zalze a odpovi
»B je z vyssi kasty neZ A“, ve druhém piipadé je A padouch, takze B > A,
a jezto je C poctivec, fekne podle pravdy také B je z vyssi kasty neZ A“.
Tento vysledek bychom dostali pfimo i uzitim tabulky pravdivosti, kdyz
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A B C |[(A&< (B >C)) A (B (C > 1))
1 N1 0 1 1 (0] 0 0
1 NO 0 1 1 1 1 0
1 0 N1 0 0 0 1 0
1 0 N1 0 0 0 1 0
NI 1 0 1 1 0 0 0
N1 0 1 0 0 0 0 1
NO 1 0 0 1 0 0 0
NO O 1 1 0 0 0 1
0 1 N1 0 1 0 1 1
0 N1 1 1 0 1 1 1
0 NO 1 1 0 0 0 1
Tab. 8

bychom v hornim zahlavi pfidali jesté tfeti podminku C' < (B > A)
a vyhodnotili konjunkci vSech tii podminek.

V dalsi dloze si ukdzeme pouziti tabulek pravdivosti jesté u jiného typu
uloh.

Uloha 8

Na ostrové Z zil lev, ktery lhal v pondéli, v tGtery a ve stiedu, jinak
mluvil pravdu, a jednorozec, ktery lhal ve ¢tvrtek, v patek a v sobotu,
jinak mluvil pravdu. Kdyz jsem priSel na ostrov, fekl lev . Viera jsem mél
lhact den“ a jednorozec dodal ,Jd mél vcéera také lhaci den.“ Ktery den
v tydnu jsem pfiSel na ostrov?

Reseni. Vyrok lva ozna¢me V L, vyrok jednorozce V.J. Mame tedy posou-
dit konjunkci vyrokt L < VL a J < VJ, kde L je vyrok Lev mluvi pravdu,
takze v p¥ipadé ph(L) = 0 lev lZe, a podobné vyrok J znamend JednoroZec
mluvi pravdu se dvéma moznymi pravdivostnimi hodnotami. Oba vyroky
v8ak v pribéhu tydne méni svoji pravdivost. Proto do levého zahlavi za-
piSeme jednotlivé dny v tydnu a prislusné pravdivostni hodnoty vyrokd L
a J (tab. 9).

L J (L<<=VL) A (J<>VJ)
po 0 1 01 0 |0f10 O
at 0 1 00 1 (010 O
st 0 1 00 1 |0j10 O
ct 1 0 111 (1] 01 0
pa 1l O 100 |0] 00 1
so 1 O 100 [0 00 1
ne 1 1 1 0 0 0O 11 1

Tab. 9
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Ze sloupce pod znakem konjunkce vidime, Ze jsem na ostrov Z dorazil
ve Ctvrtek.

Podobné téma s ,lhacimi dny“ jsme nalezli i v soutézi Matematicky
klokan. V [6] m4 3. @loha z roku 2000 toto znéni:

Uloha 9

Chytra hordkyné od pondéli do stfedy jenom lze, ostatni dny mluvi
pouze pravdu. Ktery den mohla fict:

V1: Véera jsem lhala.

V2: Zitra budu lhéat.

Reseni. Chytra hordkyné tedy fekla dva vyroky a tloha se pta, ktery den
v tydnu mohou byt soufasné oba vysloveny. Sestavime tabulku (tab. 10).

(H V1) A (HeV2)
po 0 1 0 |0 00 1
ut 0 0 1 |0 00 1
st 00 1 (0f 01 0
ct 11 1 |0 100
pa 1 0 0 |0] 10 O
so 1 0 0 (0 10 O
ne 1 0 0 |0] 11 1
Tab. 10

Z tabulky vidime, ze vyrok V1 mohl byt vyicen jen v pondéli nebo ve
¢tvrtek a vyrok V2 jen ve stfedu a v nedéli, proto ve vysledném sloupci
pod znakem konjunkce jsou samé nuly. Takovy den, kdy by mohly byt
proneseny oba vyroky, tedy neexistuje. V tom se shodujeme s feSenim
uvedenym v [6].

V [7] (pro starsi studenty) je v roce 2000 velmi podobné tloha pod
¢islem 2. Uvedeme nyni jeji presné znéni a zjistime, ze ,nepatrny“ rozdil
mezi nimi je docela podstatny.

Uloha 10

Chytra hordkyné od pondéli do stiedy vzdy lhala a zbytek tydne vzdy
mluvila pravdu. Ktery den mohla fici:

,Lhala jsem vcera a budu lhat zitra.“

Reseni. Podstatny rozdil oproti pfedchozi Gloze spo&iva v tom, ze tentokrat
nefekla hordkyné dva vyroky, ale jeden vyrok slozeny, a to V1A V2. Proto
i tabulka pravdivosti je jina (tab. 11).
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Tab. 11

Vysledek ¢teme ve sloupci pod znakem ekvivalence a vidime, ze tento
slozeny vyrok mohla chytra hordkyné pronést bud v pondéli nebo ve stie-
du. V téchto dvou dnech je vzdy jedna c¢ast slozeného vyroku pravdiva
a druh& nepravdivé, takze vysledné konjunkce je nepravdivd a mohla byt
v téchto dvou lhacich dnech pronesena. Tim se liSime od feSeni uvedeného
v [7].

Uzitim tabulek pravdivosti lze fesit mnoho dalsich dloh réznych typ1,
jaké najdeme napft. v [2]. Nevyhodou je nékdy to, ze kdyZz mame vice osob
nebo vice podminek, mohou byt tabulky nepfijemné rozsahlé.
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Pristup k matematizaci
prostrednictvim tloh rekreacni
matematiky

FRANTISEK SIMA
VSTE, Ceské Budgjovice

Obvyklé slovni tlohy pii vyuce matematiky na 8koldch jsou do jisté
miry typové a zpravidla se jen velmi stru¢né zabyvaji praxi, o které po-
jednavaji. Pti jejich feSeni se Casto mechanicky oznac¢i nezndmé, aniz by
se prilis sledoval jejich prakticky vyznam, sestavi se rovnice (zpravidla se
vi pfedem, jakého typu bude), rovnice se formélné vyfesi a provede se
zkouska. Na tomto postupu neni nic $§patného, ale tak trochu se ztraci
$irsi vyznam pojmu matematizace realnych situact — uziti matematického
modelovani pfi feseni redlnych problémi (viz napi. [1]). Napt. to, Ze pii
vytvareni modelu nevime predem, jaky bude, nebo Ze tvoiime model ni-
koli pro jednu konkrétni Glohu, ale pokousime se modelovat typ zadané
tlohy (nalézt ,obecny model“). Vhodnym zdrojem netypickych taloh pro
feSeni uzitim matematizace mohou byt nékteré lohy rekrea¢ni matema-
tiky, které byvaji neobvyklé, pro néz matematicky model je teprve treba
vymyslet a které navic vyvolavaji zajem student. Projdéme si nékteré
ulohy.

Uloha 1

Kdosi koupil 30 ptdki za 30 penizi. Za tii vrabce platil jeden peniz,
za dvé hrdlicky téZ jeden peniz, za jednoho holuba dva penize. Kolik ptaki
kazdého druhu koupil?

(Uloha pochazi z knihy [3] a jeji autorstvi je zde pf¥ipisovdno Leonardu
Pisanovi, zvanému Fibonacci.)

Reseni. Provedeme analyzu problémové situace a zjistime, Ze cilem fesent je
urcit jednotlivé pocty ptakd. Neznamé hodnoty poctu postupné oznacime
x — pocet vrabci, y — pocet hrdlicek, z — pocet holubd, kde x, y, z jsou
pfirozend Cisla (vyjadFuji poCty ptdkil; z textu Glohy plyne, Ze od kaZdého
druhu méme alespon jeden kus). Mohli bychom jesté zkoumat, jaké jsou
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nejvétsi mozné pocty jednotlivych druht ptékd, ale pockejme si, zda to
bude zapotiebi.
Protoze soucet poc¢tu vSech ptaki je 30, dostdvame prvni rovnici modelu
ulohy
r+y+z =30

Jeden vrabec stoji % penize, tedy x vrabci stoji %x penizi; jedna hrdlicka
stoji % penize, tedy y hrdlicek stoji %y penizl a kone¢né jeden holub stoji
2 penize, tedy z holubt stoji 2z penizi. Tak dostdvame druhou rovnici

1 1
= —y + 2z = 30.
3:z:+2y+ z =30

Modelem tlohy je tak soustava diofantickych rovnic:

z+y+2=30

11
— — 2 = .
ST+ 5y +22=30

Po vylouceni z dospéjeme k diofantovské rovnici 10z + 9y = 180, z toho

10
=20— —u.
Y 9 T
Provedme nyni horni odhad velikosti x; jezto y > 0, je i pravd strana
predchozi rovnice kladnd, z ¢éehoZ plyne z € {1,2,...,17}, a protoze je z
ziejmé délitelné deviti, je z = 9. Odtud ihned mame y = 10 a z = 11.
Odpovéd: Nezndmy koupil 9 vrabceti, 10 hrdli¢ek a 11 holub.

Pozndmka. Ve vsech tlohéch zkousku vzdy provedeme dosazenim vypocte-
nych hodnot do textu a ovéfenim splnéni podminek tlohy. Z technickych
divodt zkousky vynechavame a jejich provedeni ponechdvame na ¢tenari.

Uloha 2

Matka ma 9 déti, narozenych v pravidelnych intervalech. Véky vsech
jsou dany celymi pocty let. Soucet c¢tvercu veku vsech deviti déti je roven
Ctverci matcing véku. Jak jsou staii?

(Tato uloha pochdzi z knihy [2], autor ji nabizi ,pro trpélivé poctare®
a varuje: ,ReSeni této tlohy je uz mistrovsky kousek. Kdo nevéfi, at to
zkusi.“)
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Reseni. Popsana situace neni opét piili§ realnd, ale u tiloh rekrea¢ni ma-
tematiky se na to tak nehledi, protoze jejich tkolem neni popis redlné
situace, ale pobaveni feSitele.

Nejprve zvolme neznamé. Vék nejmladsiho ditéte oznacme z, konstantni
rozdil v&ku déti y a vék matky z. VSechna ¢isla x, y, z jsou pfirozend (pro
x pfipustime i nulu).

Zadanou tlohu lze modelovat kvadratickou rovnici o tfech neznamych

o+ (@ +y)? + (2 +2y)* + (2 +3y)* + (2 + 4y)° + (v + 5y)” + (v + 6y)*+

+(x + Ty)? + (z + 8y)? = 2%
feSenou (z pohledu matematiky) v oboru pfirozenych ¢islech. Pfi mate-
matizaci v8ak byva vhodné (jak jsme vidéli jiz v prvni Gloze) neodevzdat
ulohu jen ,do rukou matematiky“, ale pii feSeni si uvédomovat vyznam
a mozné rozsahy proménnych. Napf. zde je vyraznou vlastnosti zadani,
ze rozdil véku prvniho a posledniho ditéte je 8y, coz nemtze presdhnout
dobu, po kterou muze zena rodit déti. Takze i kdyz hodné pridame, musime
uznat prakticky predpoklad y € {1,2,3,4,5}.

Resme nyni modelovou rovnici. Po jeji tpravé dostavame:
92> + T2xy + 204y = 22,

na levé strané rovnice vytkneme ¢islo 3:

3(3z% + 24zy + 68y?) = 2.

Odsud plyne, Ze vyraz na levé strané rovnice je délitelny tfemi, a proto
také 22 je délitelné tfemi, tj. 3|22 — 3|z a miZeme psit z = 3k, k € N.
Potom plati:
3(32% + 24zy + 68y?) = (3k)*
3(32” + 24xy + 68y%) = 9k* | : 9

‘ 68 ‘
x? 4 Szy + ?yz =k?

a z toho plyne, ze také y? a tedy iy je délitelné t¥emi, protoze vyraz na levé
strané rovnice je celé ¢islo. Podle vyse uvedeného praktického predpokladu
je tedy y = 3 a danou rovnici lze postupné upravit na tvar

k? = 2 + 24z + 204
k* = (z +12)* + 60.
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Nyni mtizeme postupovat takto: provedeme odhad: pro = > 0, je
k? > 204, tj. k > 15. Proto vyzkousime k = 15,16, ... a zjistime, Ze feSeni
mame pro k = 16 (tj. z = 48), x = 2 (ale neni dokdzana jednoznacnost).

Jind moznost: Posledni rovnici rozlozime na tvar:

(k—x—-12)-(k+2+12)=2-2-3-5;
protoze druhy vyraz je minimalné o 24 vétsi nez prvni, jedind moznost je

k—x—12=2
k+z+12=30.

Odsud k£ = 16, z = 2. Potom z = 48.

Odpovéd: Jedinym feSenim dané tlohy je tedy vék matky 48 let a staii
deviti déti: 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23 a 26 let.

Uloha 3

Trava na louce roste vsude stejn€ husté a stejné€ rychle. Vime, Ze 70
krav by ji vypdslo za 24 dni, zatimco 30 krav by ji vypdslo za 60 dni. Kolik
krav vypase louku za 96 dni?

(Uloha pochézi z knihy [3] a byla upravena podle Newtonovy tlohy, kterou
se budeme zabyvat pozdéji.)

Reseni A. Vytvoime si obecny model dané reilné situace. Ozna¢me pro-
ménné z oboru prirozenych ¢isel

Povennn. pocet krav,

d....... za kolik dni je louka spasena,
m....... kolik travy je na louce,

Moeeennn. kolik trédvy naroste za den,

q....... kolik travy spase za den jedna krava.

Predpokladejme, ze hodnoty m, n a g jsou zadany v néjaké spolecné
jednotce mnozstvi travy. Nyni vyjadrime zakladni vlastnost zadani: p krav
za d dni spase celkem pdq travy, tj. vSechnu tu, co na louce jiz byla i tu, co
za d dni narostla, celkem m + nd. Takze obecny zaklad modelu nasi redlné
situace je

pdqg = m + nd. (1)
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Do rovnice (1) dosadme konkrétni tidaje z obou zadanych piipadi:

70-24-g=m+ 24n

B (2)
30-60-q¢=m+60n
K tomu jesté pridejme model naseho problému, najit x takové, ze x krav
spase louku za 96 dni:
96-z-qg=m+96n (3)

a pak soustava (2) a rovnice (3) jsou modelem na$i problémové realné
situace. Resme nyni zadany problém. KdyZ od druhé rovnice (2) ode¢teme
prvni, dostaneme po Upravé

?q =n (4)

a po dosazeni za n ze (4) do nékteré z rovnic (2) mame m = 1600q. Po
dosazeni za n a m do (3) mame

10
96 - ¢ = 1600q + 96 - -1,

odkud z = 20.
Odpovéd: Celou louku spase za 96 dni 20 krav.

Vidéli jsme, Zze proménnd ¢ tu hrala roli parametru a na jeji hodnoté
v8ak pfi konstantnim ristu travy (n) feSeni tlohy nezdviselo; tedy feSeni
se neméni, at (kazda) krava spase za den jakékoli mnoZstvi travy. Z toho
dostavame myslenku dalstho zptisobu feSeni, kdy za jednotku mnozstvi
travy volime g, tj. v (1) volime ¢ = 1 (Pii feseni B se postupuje stejné
jako pfi feseni A, nebudeme je zde piedvadét.)

Regeni C. P¥edné z (1) plyne

m + nd

=7 (5)

V tomto feSeni zvolme za jednotku mnozstvi travy m, tj. volime m = 1.
Vlozme konkrétni adaje.
Mnozstvi 1 4 24n spotiebuje 70 krav za 24 dni, takze jedna krava spase

za jeden den g = 24 Stejnou tivahou dostaneme g = 808 r4vy.
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1+24n __ 1460n
24.70 —  60-30

Porovnanim

L

180" )
7 predchozich vztaht vypocitdme, jak velkou ¢ast ptivodniho mnozstvi
, . , . _ 1424n _ 1+24-ﬁ 1

travy spase Je(.ina krava za jeden den ¢ = 555" = —570% = Teo0-

Nyni uvazujeme, ze = krav spase louku za 96 dni. Jedna krava spase za

1496n _ 149655 _ 1

jeden den g = =po1 = —55-50 = 155 trdvy.

Resenim této rovnice je z = 20.

dostaneme piirtstek travy za jeden den:
n =

Regeni D. Inspiraci dalsfho zptisobu feseni je vztah (4), ktery ndm i{ka, ze
veskerd trava, kterd vyroste za den (n = 1) je beze zbytku spotifebovana
deseti tfetinami krav (je to mysleno tak, Ze t¥i krdvy se pasou cely den
a jedna jen tfetinu dne).

Pii feSeni ulohy timto zplisobem rozdélime kravy teoreticky na dvé
skupiny Jedna skupina krav spasa dortistajici travu, druhd travu uz dfive
vyrostlou. Velikost prvni skupiny je pfimo Gmérnd velikosti louky a neni
zavisld na Case, protoze trava roste stale, ani na celkové velikosti stada.
Druhd skupina také zalezi na velikosti louky a je nepfimo mérné casu;
¢im je tato skupina mensi, tim déle trva pastva.

Velikost prvni skupiny oznacime s a velikost druhé skupiny s; pii 70
kravéch ve staddu a s2 pii 30 kravach. Tedy

s+ s, =70
s+ so = 30.

Pavodni travu na louce vypaslo s; krav za 24 dni a s; krav za 60 dni, tj.
$1 : 24 = 59 : 60, odkud s; = %sl. Po dosazeni za s; do predchozi soustavy
dostavame soustavu

s+ s =70

2
S+381 = 30,

jejimz feSenim je: s = 3%, 81 = 66%.

Tim jsme zjistili, ze nardstajici travu bude nepfetrzité spasat 3% krav
a jiz na pocatku narostlou travu za 24 dni vypase 66% krav. Nyni se ptame,
kolika kravam to bude trvat 96 dni. Jak jiz bylo zminéno, jedna se o ne-
primou tmeérnost.
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Odsud s, = 16% ks, takze celkovy pocet krav je s + so = 3% + 16% = 20.

Uloha 4

Prvd louka o velikosti 100 mér staci 80 kravim na pastvu po dobu 14
nedél. Pustime-li tam vsak na pastvu 120 krav, spasou travu za 7 nedél.
Druhd louka md 400 mér. Mame urcit, kolik kusi se na ni muZe pdst
po dobu 4 nedél za predpokladu, Ze trava je vsude stejnd ¢ pri spaseni
stegnomeérne dorista a vSechny kravy spotiebuji stejné.

(Uloha je z knihy [2] a autor uvadi, ze takovéto tlohy se nalézaly ve viech
ucebnicich algebry jako vzorové ptiklady matematického mysleni.)

Reseni. Tato aloha se lisi od predchozi v tom, Ze madme dvé louky s riiznou
vymérou v. Opét vytvorime model dané realné situace.

Kromé uvedenych hodnot (nezndmé ¢i parametry — dle zadédni Glohy)
zavedeme je$té neznamou r, kterd predstavuje prirGstek nové travy na
jednotce plochy za jednotku ¢asu [tyd.]. (Souvisi tedy s hodnotou n, ale
ma jinou velikost.)

Za t; tydni priroste na plose m; celkem m; - t; - r travy;
za t; tydna spase p; krav m; + t; - m; - travy, tj. m;(1 +¢; - r) travy a za

jeden tyden spase jedna krava q; = %JZT) travy, srovnej s (5).
Stejné tak v druhém pifipadé za tyden spase jedna krava ¢, = %;z’”‘)
travy.

Protoze hodnoty ¢;, qx se rovnaji, dostdvdme obecny model dané realné
situace, ktery vlastné vznikne rozepsianim vzorce (1), a to

m,--(1+t,--r):mk-(1+tk-r) Kde (6)
ti - pi Lk - Pk ’

m;, my je spasand plocha v jednotlivych piipadech,

ti, tr je doba spasani v jednotlivych pripadech,

pi, Pr je pocet ks krav v jednotlivych pripadech,

r je mnozstvi travy, kterd naroste na jednotce plochy za jednotku ¢asu.

Vidime, ze zde Slo o Gpravu postupu pti modelovani v Gloze 2. ReSme
nyni zadanou tlohu s konkrétnimi udaji.
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Zadani: 100 mér spase. .. ... 80 krav za 14 nedél,
100 mér spase...... 120 krav za 7 nedél,
400 mér spase...... x krav za 4 nedéle.

Pouzijeme-li vzorec (6) na prvni dva Fadky zadéni, vypocteme r = ;.
Dosadme tuto hodnotu do (6) a pouZzijme (6) pro druhy a tieti fadek
zadani; dostaneme x = 720.

Odpovéd: Druhou louku o ploge 400 mér spase za 4 nedéle 720 krav.

Jin€ teseni. Mizeme rovnéz pouzit postupu pii vytvareni modelu v pii-
padé D predchozi ilohy. Kravy opét rozdélime na dvé skupiny, prvni spasa
dortdstajici travu, druhd travu uz diive vyrostlou. Pii stejném vyznamu
proménnych velikost prvni skupiny oznacime s a velikost druhé skupiny
s1 pii 80 kravach ve staddu a s, pii 120 kravach. Tedy

s+ s =80
s+ so = 120.

Pdvodni travu na louce vypaslo s; krav za 14 tydnd a s; krav za 7 tydnt,
z ¢ehoz plyne s, = 2s;1. Po dosazeni za s» do predchozi soustavy dostavame
soustavu

s+ s =80

s+ 2s1 = 120,

jejimz reSenim je: s = 40, s; = 40. Takze 40 krav bude spésat dorfistajici
travu na 100 mérach, ale na 400 mérach to zvladdne az 160 krav. Druhych
40 krav spase za 14 tydnt 100 mér pivodni travy, 14—4 -40 = 140 krav spase
za 4 tydny 100 mér, 4 - 140 = 560 krav spase za 4 tydny 400 mér. K nim
pridejme jesté 160 krav pasoucich se na dortstajici travé a mame x = 720.

Uloha 5

Tri louky se steyné hustou travou, ktera steyné rychle roste, maji obsahy
ploch 3% ha, 10 ha a 24 ha. Proni louka stacila 12 bykim na dobu 4 tydni
a druha louka stacila 21 bykum na dobu 9 tydni. Kolik byku se muZe na
treti louce pdst 18 tydni?

(Uloha je z knihy [4] a nazyva se Newtonova tloha.)

Reseni. Tato tloha se lisi od pfedchozich tim, Ze mame 3 louky. Model
vyjadieny vzorcem (6) je v8ak vhodny i pro tuto Glohu, podobny je i postup
feseni.
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Zadani: 3% ha spase...... 12 bykt za 4 tydny,
10 ha spase...... 21 bykt za 9 tydnd,

24 ha spase...... x bykd za 18 tydnd.

Jestlize pouzijeme (6) na prvni dva Fadky zaddni, vypocteme n = .
Dosadime-li tento udaj do (6) a pouZijeme tento vzorec pro druhy a tieti
tadek zadani, vypocteme x = 36.

Odpovéd: Po dobu 18 tydnii uzivi louka o ploge 24 ha 36 bykii.

Jiné€ reseni. U této Glohy se traduje jesté jeden zajimavy model dané redlné
situace, ktery spociva na této myslence. Mnozstvi travy, které je na po-
c¢atku na 1 ha louky vezmeme za jednotku. Mnozstvi travy, které vyroste
na jednotce plochy za jednotku Casu, je pak relativni ¢asti u této jednotky.
Naprt. kdyz u = %, pak to znamen4, Ze za jednotku ¢asu (tyden) naroste na
1 ha stejné mnozstvi travy, jako bylo na % ha louky pivodné. Pro vSechny
tti louky tak plati, Ze pivodné je na louce mnozstvi v; jednotek travy a za
t; tydnid priroste na kazdém hektaru ut; a na celé louce v;t;u; mnozstvi
travy je tedy takové, jako by narostlo na v; +v;t;u = v;(1+t;u) hektarech.
Tim jsme vlastné z Gvah vyloucili problém ristu travy. Jestlize tento vy-
raz délime poctem p; byki a poctem ti tydnt, dostaneme g, tj. kolik travy
spotiebuje za tyden jeden byk:
_vi(1+tiu)
piti

(7)

Dostali jsme opét obecny matematicky model dané situace, stejné jako je
(5). Nyni jej pouZijeme pro konkrétni vstupni tdaje nasi Glohy.

Protoze ¢ je stejné pro vSechny tii louky, dostaneme v naSich tifech
pripadech postupné

3L(1+4u) 10+ 40u

N="9y T 14 0
10(1+9u) 104 90u
=919 T 189
a pro x bykd na tfeti louce
_24(1+ 18u)
&= 18z
Porovnénim ¢; = g2 vypolteme u = 11—2 a porovnanim napr. g1 = ¢3

dostaneme x = 36.
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Jin€ reseni. Ctenaf si mize vyzkouSet, ze k modelovani situace lze vyuzit
i postup, jaky jsme pouzili v feSeni D tlohy 3 a v feSeni B tlohy 4.
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Zajimavé matematické tlohy

Uvadime zadani dalsi dvojice tloh nasi pravidelné rubriky. Jejich feseni
mizete zaslat nejpozdéji do 10. 5. 2010 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
tf. Svobody 26, 771 46 Olomouc. Jejich feseni l1ze zaslat také elektronickou
cestou (pouze v8ak v TgXovskych verzich, piip. v MS Wordu) na emailovou
adresu: mfi@upol.cz. Zajimava a origindlni feseni Gloh radi uverejnime.

Uloha 167
V roviné jsou dany tsecky AB a CD. Najdéte vSechny body V této
roviny, pro které maji trojihelniky ABV a CDV stejny obsah.
Sdrka Gergelitsovd

Uloha 168
a) Dokaite, Ze existuje pfirozené ¢islo n, pro néz je ¢éislo

Von—14+ vbn—1

raciondlni, a Ze existuje prirozené ¢islo m, pro néz je Ccislo
V2m — 1+ +/5m — 1 iraciondlni.

b) Dokazte, Ze pro kazdé ptirozené ¢islo n je ¢islo v/3n —1 + /4n — 1
iracionalni.

Jaroslav Zhouf
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