MATEMATIKA

Extrémy kubické funkce metodou
neurcitych koeficientii

PAVEL LEISCHNER
Pedagogické fakulta JU, Ceské Budgjovice

S vyuzivanim vlastnosti kvadratické funkce se stfedoskolaci uci Fesit
jednoduché extremalni Glohy bez uziti diferencidlniho po¢tu. Nyni si uka-
zeme, jak lze elementarnim postupem urcovat i maxima a minima kubické
funkce.

Vyjdeme z poznatkt a predstav, jez jsou rozvijeny v u¢ivu o feseni rov-
nic a nerovnic v sou¢inovém tvaru. Tam se vychézi z intuitivni predstavy
polynomické funkce (s redlnymi koeficienty) jako funkce spojité v R. Nu-
lovym bodem funkce y = f(z) budeme nazyvat redlné ¢islo r, pro které
plati f(r) = 0. Je-li tato funkce f polynomicka a neni-li konstantni, méme
pravé ¢tyii moznosti prubéhu jejtho znaménka v okoli nulového bodu r:

1. Pii prechodu pres nulovy bod se znaménko funkéni hodnoty méni
z ,minus“ na ,plus® (obr. la). Funkce je rostouci v okoli ¢isla r.
2. Znaménko se méni z ,plus“ na ,,minus“, obr. 1b — klesajici funkce.

I+ +V v L
-r X N~ -7 r x— ro X
f
a b c d
Obr. 1

3. Hodnota funkce je v dostate¢né malém okoli nulového bodu r zdporna
pro vSechna z # r. Pak m4 funkce lokdlni maximum v bodé r, jak
vidime na obr. lc.
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4. Hodnota funkce je v dostatecné malém okoli nulového bodu r kladna
pro vSechna x # r, funkce mé lokalni minimum v bodé r (obr. 1d).

Uvazujme dale kubickou funkci f danou vztahem

f(z) =ar® +bz® +cx +d, (1)

kde a, b, ¢, d jsou redlnd ¢isla (a # 0), a hledejme, za jakych podminek
ma funkce lokéalni extrém ve svém nulovém bodé r. Ziejmé plati

flz) = f(x) = f(r) = ala® =) +b(z* —=r*) +c(x — 1) +d.

Odtud uzitim zndmych vztahii 23 — 73 = (z —r)(z? +rz +r?) az? —r? =

= (z —r)(z + r) dostaneme

f(@) = a(e—r)g(x),

kde g(z) je kvadraticka funkce tvaru g(z) = 2> + pr + ¢, p = (b+ar)/a
aq=(ar?+br+c)/a.

Abychom zjistili, za jakych podminek ma funkce f lokalni extrém v nu-
lovém bodé r, rozlisime nasledujici moznosti:

a) Cislo 7 neni nulovym bodem funkce g(z). V tomto piipadé se pii pie-
chodu pres cislo r se nezméni znaménko funkce g, avsak znaménko
vyrazu a(z — r) se zméni. Proto i funkce f zméni znaménko piecho-
dem pres r, a tak v bodé r» nema lokalni extrém.

b) Cislo r je dvojnésobnym nulovym bodem funkce g(z). Funkce f méa
tvar f(z) = a(z —r)® a v bodé r roste nebo klesa podle toho, zda je
a kladné ¢i zaporné.

c) Je-li konetné g(x) = (x — r)(z — s), kde s # r, pak f(z) =

=a(z —r)?(z — s). Z¥ejmé existuje takové okoli bodu 7, které neob-
sahuje bod s. V ném je znaménko vyrazu a(x — s) stejné pro vSechna
x a souhlasné se znaménkem funkce f pro x # r. Toto znaménko je
ur¢eno znaménkem ¢isla a(r — s).
Je-li navic a(r — s) < 0, nastava situace 3 a funkce f mé v bodé
r lokdlni maximum. Pro a(r — s) > 0, nastava v Cisle v r lokalni
minimum (situace 4). Za jinych podminek zfejmé funkce f nemd ve
svém nulovém bodé lokalni extrém. Na obr. 2 jsou obé situace znézor-
nény pro 7 < s pomoci schémat, jakd zaci uzivaji pfi feSeni nerovnic
v soucinovém tvaru.
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Obr. 2

S otazkou, za jakych podminek ma funkce f lokdlni extrém t v Cisle
r, které neni jejim nulovym bodem, si snadno poradime posunutim grafu
funkce f o vektor @ = (0, —¢) (jednu z moZnych situaci ilustruje obr. 3):
Funkce f(z) ma v bodé r lokdlni extrém f(r) = t, pravé kdyz méa funkce
g(x) = f(z) —t v r lokalni extrém g(r) = 0.

Obr. 3

7 dosavadnich Gvah plyne néasledujici véta, jejiz vyuziti pfi urcovani
lokalnich extrémi ukazeme na nékolika piikladech.

Véta 1
Kubickd funkce f(x) = ax® + bz? + cx +d, (a,b,c,d € R, a # 0) ma
lokalni extrém v bodé r, pravé kdyz existuje ¢islo s # r, pro néz plati

flz)—t=alx—r)*(z—s). (2)
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Tento extrém je maximum, pravé kdyz a(r — s) < 0, nebo je minimum,
pravé kdyz a(r — s) > 0.

Priklad 1
Uréete lokalni extrémy funkce f : y = 22° — 922 + 12z — 3.

Reseni. Podle véty 1 potfebujeme najit ¢isla ¢, r a s tak, aby pro kazdé
z € R platilo

2% — 90 + 120 —3 —t =2(x —r)?(z — 5).

Roznasobenim pravé strany a sloucenim koeficientt pii stejnych mocninach
proménné z odtud dostaneme

22° — 92 + 122 — (3 +1t) = 22° — 2(2r + s)2” + 2(2rs + %)z — 2r%s.

Polynom na pravé strané posledni rovnice je roven polynomu na levé
strané, pravé kdyz se rovnaji jejich koeficienty u stejnych mocnin z, tedy

—2(2r+s)=-9, 22rs+r?) =12, -2rs=—(3+t). (3)

Prvni dvé z téchto rovnic predstavuji soustavu s neznamymi r, s, kterou
elimina¢ni metodou upravime do tvaru

9
525—27" a P —3r+2=0.

Odtud standardnim postupem zjistime

l.rp=2as =%—-4=4%. Cisloa(r; —s1) =2(2 — 1) = 3 je kladné,
proto mé funkce f podle véty 1 lokdlni minimum v bodé r; = 2.
Hodnotu minima uréime pomoci tieti z rovnic (3), t; = 2ris;—3 = 1.
Pro kontrolu se mizeme vypoc¢tem funkéni hodnoty presvédcit, ze
tl = f(?“l).

2. 19 =1, 55 = g, pak a(ra — s2) = —3 < 0. V bodé ro = 1 m4 funkce
lokdlni maximum ¢, = f(1) = 2.
Graf funkce f je znazornén na obr. 4.
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Obr. 4

Pozndmka 1. Pii procvi¢ovani podobnych tloh je vhodné zaradit i priklady
kubickych funkei, které nemaji lokdlni extrémy. Vhodné funkce snadno
sestavime sami. Chceme-li mit funkci kterd vede na typ z odstavce b),
zvolime napftiklad funkci danou piedpisem y = (z — 2)% + 3 a zakiim
ji zaddme v roznasobené podobé y = x3 — 622 + 12z — 5, aby ji vyse
snadno nakreslit graf (posunutim grafu zndmé funkce y = ). Funkce,
jez vede na typ z odstavce a), mize byt napiiklad dand vztahem y =
(z—1)(22+22+3), kterou oviem zZakim zaddme ve tvaruy = x> +z%+z—3.

Poznamka 2. Bylo by vhodné vysvétlit zaktim rozdil mezi lokalnim a ab-
solutnim extrémem. Defini¢ni obor funkce z prikladu miZeme omezovat
na rizné intervaly a pozadovat urceni lokdlnich i absolutnich extrém.
Po dostatecném procviceni lze na zakladé ziskanych zkuSenosti prijmout
nasledujici vétu.

Véta 2

Maé-li kubicka funkce na intervalu J pouze jeden lokalni extrém, pak je
tento extrém na intervalu .J absolutni.
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Priklad 2

Plechové konzerva tvaru rota¢niho vélce méa povrch 5 dm? a maximalni
objem. Urcete jeji objem a rozméry.

Reseni. Ozna¢me R polomér vélce (konzervy) a h jeho vysku. Objem kon-
zervy je dan vztahem V = wR2h, pficemz proménné R a h jsou vaziny
podminkou konstantniho obsahu, jez mé tvar 2r R2 427 Rh = 5. Z posledni
rovnice ur¢ime

5
=———-R
2R ’
dosadime do predposledniho vztahu a vyjadiime objem jako kubickou
funkci proménné R:

h

V=-nR+ %, pricemz R >0. (4)
Extrémy této funkce hledame obdobné jako v predchozi Gloze. Rovnici

—mR? + ? —t=-n(R—7)?)(R~-5)

upravime na tvar
3, 9 3 2 2 2
—mR” + iR_t: —mR’ +7w(2r + s)R* —w(2rs +r°)R + mr’s,
z néhoz porovnanim koeficientd u stejnych mocnin proménné R obdrzime
2 5 2

m(2r+s) =0, —7r(2rs+r):§, wris = —t. (5)

Soustavu prvnich dvou rovnic snadno pfevedeme na tvar
s=-2r a 6mr’=5,

ze kterého uréime

nebot zdporné hodnoty r jsou vylouceny defini¢nim oborem funkce V.
Dosazenim zjistime, Ze je vyraz a(r — s) zaporny.
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Mizeme tedy (na zdkladé vét 1 a 2) konstatovat, ze objem konzervy je
nejvétsi pri poloméru R = 1/5/(67) dm = 5,2 cm.

Vyska konzervy je h = 5/(2rR)—R = 24/5/(6m) dm = 10, 4 cm a objem
Vimax = TR?h = \/125/(547) dm® = 0, 74 litru. Pov§imnéme si, 7e h = 2R.
Osovy Tez valce je Ctverec.

Priklad 3

Z kartonu ve tvaru obdélniku o rozmérech a = 3ucm a b = 2ucm
(v > 0) ma byt zhotovena krabice tvaru kvadru s prekrytim na t¥ech
sténdch a maximalnim objemem. Jeji sit a oznaceni rozmért znézorhuje
obr. 5. Urcete rozméry a objem krabice.

[\]
S

Obr. 5

Regeni. Objem krabice je V = xyz, pticemz y = 3(u—=z)/2 a z = 2(u—1),
jak plyne z obr. 5. Je tedy

V=3zxu-2)? a 0<z<u, (6)

nebot rozméry kvadru musi byt kladnd ¢isla. Analogicky, jako v predcho-
zich prikladech, zjistime

3% — 6ux® + 3u’x —t = 32° — 3(2r + s)z® + 3(2rs + r?)x — 3r’s
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a odtud

2r+s=2u, 2rs+r’=u*, 3ris=t. (7)

Prvni dvé rovnice jsou ekvivalentni se soustavou
_ 2 2 _
s=2(u—r) a 3r°—4dur+u=0,

z niz uréime r = fu, s = 3u a a(r —s) = —u < 0. Druhy kofen r» = u,
ktery je ostatné zfejmy jiz ze vztahu (6), nepatii do definiéniho oboru

funkce. Rozméry slozené krabice maximélniho objemu jsou

4
x:r:%cm, y =3(u—x) = 2u cm, zz2(u—:c):?ucm3

a jejl objem Vinax = §u® cm®.

Ctenafe mozné napadlo, Ze pfi préci se studenty by se dala vyse uvedend,
feSeni urychlit: Odvodit nejprve Vietovy vztahy mezi kotfeny a koeficienty
algebraické rovnice a pak uz jen podle nich sestavovat kliCové rovnice.
Povazuji vSak za vhodnéjsi, kdyz zaci nejprve dobie pochopi a procvici
metodu neurcitych koeficientli, pomoci niz se ostatné Vietovy vatahy odvo-
zuji. Metoda spociva v porovnani koeficientti u stejnych mocnin proménné
polynomu vyjadifeného dvéma riznymi zptsoby. Je uziteénym ndastrojem
pri feSeni fady probléma a jeji osvojeni je pfinosem k rozvoji matematic-
kého mysleni. Neméla by byt opomijena ve stfedokolské matematice.

Elementarni metody hledani extrému funkci mohou byt vhodnym nadmé-
tem pro samostatné prace studenti a lze je pouzit i v riiznych projektech,
protoze maji siroké uplatnéni v praxi. Clanek uzavieme nékolika nefese-
nymi tlohami, které mohou poslouzit k procviceni uvedené metody i jako
inspirace pro zakovské aktivity.

Ulohy k procviéeni

1. Soucet dvou ¢isel je 12. Najdéte tato cisla, jsou-li obé kladna a soucin
jednoho s druhou mocninou druhého je maximalni.

2. Z plechu tvaru pravothelnika 20 cm x 32 cm mame v rozich vysttih-
nout ¢tverce o strané délky x tak, abychom po ohnuti pravothelniki,
které vznikly odstiizenim Ctverct, a sletovani téch okraja délky =z,
které se ohnutim dostaly k sobé, obdrzeli krabici tvaru kvadru, jehoz
objem je maximadlni. Urcete x.
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3. Krabice tvaru kvaddru ma dvakrat vétsi délku nez S$itku a povrch
(veetné dna a vika bez prekryti) 108 cm?. Jaky je jeji nejvétsi mozny
objem?

4. Do koule o poloméru R vepiste rotac¢ni kuzel o nejvétsim plasti.

5. Urcete vysku rotacniho kuzele, ktery méa pti dané strané s co nejvétsi
objem.

6. Do parabolické tsefe vytvoiené parabolou 6y = z? a pfimkou
y = 9 vepiste rovnoramenny lichobéznik se zdkladnami rovnobéz-
nymi s osou z tak, aby obsah lichobézniku byl co nejvétsi.

7. Do rota¢niho kuzele o poloméru r a vysce h vepiste valec maximal-
niho objemu.

Literatura

[1] Mordkovi¢, A. G.: Extrémy polynomu tfetiho stupng, Kvant, 1974, &. 11, Nauka,
Moskva 1974.

Cislo 7t ve tvaru nekonec¢ného soucinu

EMIL CALDA
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Ctenafi je jisté zndmo, Ze existuje celd fada vyjadieni ¢isla 7t jako souctu
nekonecné fady (viz napt. [1]), nebo jako sou¢inu nekoneéné mnoha ¢ini-
teld. Stredoskolské studenty vsak s nimi seznamit nemizeme, protoze k od-
vozeni vétSiny z nich je nutno pouzit matematickych znalosti, které témto
studentim nejsou zndmé. Samoziejmeé si nemyslim, ze bychom je s témito
poznatky seznamovat méli, ale nékdy by to pro nékteré z nich uzite¢né byt
mohlo. V nasledujicim odvozeni ¢isla 7 jako nekonecného soucinu budeme
potiebovat pouze znalosti, které tito studenti (aspon nékteti) znaji.
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Ze zndmého vztahu sin 2z = 2sin x cos x, ktery plati pro vSechna redlna
C¢isla x, dostaneme n rovnosti:

. . T
sinx = 2sin — - cos —
2 2

.z .
sm§ = 2sin — - cos

22 22
LT .
s1n§ :2sm§-cos§
. T . T
smm :2smF-cosF
. T . T T
SIHF :251n2—n-cos2—n

Dosadime-li nyni do ptredposledni z nich za sin Z"L—l pravou stranu rov-
nosti posledni, vznikne rovnost
. 92 gin & x x
Sln2n—_2— SIHQ—n'COS2—n'COS2n—_1.
Pokracujeme-li timto zptisobem déle, dostaneme nakonec dosazenim za
sin § do prvni rovnosti, Ze pro vSechna redlné x plati

. o gin L T x x x x
sine = 2" sin oo - CO8 o - COS oy €08 oy L. - CO8 o - COS o,
neboli (ale uz jen pro x # k)
n qin L
2" sin = LT T 1 1
=cos 508 T oo cos T oS o (1)
sin 2 2 2n 2

Citatel zlomku na levé strané (1) upravime na tvar

M €T
Sin on
x
on
a vypoclteme
. sin 5 . singy
lim z—*— =z lim —* ==,
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nebot

V obou stranach rovnosti (1) nechdme nyni n vzristat nade v8echny
meze, ¢imz pro x # k7 dostaneme, Ze jeji leva strana bude rovna

S lim 2" sin 57
lim 27 e 27 _ n=oo ==
n—00 sin x lim sinz sin x
n— o0

Na jeji pravé strané bude soucin nekonec¢né mnoha ¢initel

T T
-1 1 -1 1
cos 5 Ccos 52 cos 3 - Ccos 5
Je tedy
=cos™! z ~cos! = x ccosT! .
sin 2 22 23 ’

odkud dosazenim z = %7{ dostaneme vyjadieni ¢isla 7t nekoneénym souci-
nem:

T T T T T o0 T

O I R S AN | -1 T _|| -1t

5 =Cos 7 -cos 3 €08 " 57g 108 ogy e = Dy cosT o
Tento vysledek upravime jesté tak, ze ze vztahu cos %7{ = —\f pomoci

vzorce

1+cos—
‘cos—‘ =\ —=
vypocteme postupné
cosﬂ—l\/2+\/§ cosﬂ—l\/2+\/2+\/§
8 2 ’ 16 2

Dosazenim do rovnosti pro %n, kterou jsme odvodili vyse, dostaneme toto
pozoruhodné vyjadieni ¢isla 7t

us 2 2 2 2
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Doufam, ze mi bude prominuto, kdyZz tento matematicky ¢lanek zakon-
¢im fec¢nickou otézkou:

Ezistuje néjaky ctendr, jehoZ Zidnému oku tento viysledek nelahodi?

Literatura

[1] Calda, E.: Kterak od jedné vlastnosti Fibonacciho posloupnosti ku ¢islu 7t dospéti
mozno jest. MFI, ro¢. 8, ¢. 4.

Navrhy matematickych diktatov
na strednych skolach

VLADIMIR STRECKO
PreSovskd univerzita, PreSov, SLOVENSKO

V prispevku je prezentovany systém matematickych diktatov aplikova-
telnych na strednych skolach. Prispevok je zaroven podnetom na tvorbu
uvedenej formy vyucovania, ktord v matematicko-pedagogickom procese
evidentne zvysuje kvalitu matematickych zru¢nosti studentov SS. Experi-
mentalne bolo potvrdené, ze systematickd celoro¢nd aplikicia matematic-
kych diktatov zlepsila klasifikaény stupeii v 5. a 6. roéniku ZS v priemere
o 0,5 klasifika¢ného stupiia [4]. Potvrdilo sa, ze najvic¢si efekt pri pou-
ziti uvedenej formy preverovania vedomosti ziakov sa potvrdil u ziakov s
chvélitebnym a dobrym prospechom. Chceme zdoraznit, Ze navrhy dikta-
tov predstavuji len ¢ast mohutného spektra u¢iva matematiky na SS.

Matematicky diktat je jednou z foriem, ktort moze ucitel matematiky
vyuzit na efektivne preverovanie vedomosti ziakov. U¢itel si z urcitej témy
vopred zostavi systém zadavanych aloh (spravidla 5 az 8), ktoré mézu na
seba nadvizovat. Na priesvitné folie alebo na vykres si pripravi aj po-
trebné zapisy a obrazky. Na ich zobrazenie pouzije spétny projektor alebo
magneticka tabulu. Pred pisanim diktatu ucitel skontroluje, ¢i ziaci maja
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pripravené pisacie, pripadne i rysovacie potreby, ktoré buda potrebovat
pri praci.

Odportca sa, aby ucitel pre¢ital najprv cely text diktdtu [2], ¢o nie je
vzdy nevyhnutné. V tomto §tadiu maja ziaci pravo pytat sa na pripadné
nejasnosti v zadani lloh. Potom ucitel postupne diktuje primeranym tem-
pom text tloh s dostatoénymi prestavkami na vypracovanie. Sleduje, ¢i
ziaci pracuji samostatne.

Pocas samotného vykondvania tloh by uz Ziaci nemali klist Ziadne
otazky. Ak je diktat ukonceny, ucitel umozni ziakom v priebehu 1 az 2
minat prezriet si svoju pracu a vykonat posledné tpravy.

Cas potrebny na realizdciu diktatu moze byt 5 az 40 minat. Diktat
sa zvytajne zaraduje na zaciatok vyucovacej hodiny. Vtedy tlohy diktatu
nadvizuja na zadanie domécej tlohy. Moze v8ak byt i aplikovany na konci
vyucCovacej hodiny, po vysvetleni a precvi¢eni nového uciva. Analyza vy-
sledkov rieseni tloh z diktatu potom ucitefovi ukaze, ¢i bol dosiahnuty cief
hodiny, a ktoré momenty je potrebné opitovne vysvetlit a precvicit.

Pri pisani prvych diktatov je Ziaduce ziakom hned po realizacii diktatu
dokladne objasnit vykonanie jednotlivych Gloh, ako aj ukazat pozadované
zapisy. Ucitel mé od ziakov vyzadovat primerant grafickt tpravu.

Pri systematickom vykonédvani matematickych diktatov si ziaci zvyknt
na takato formu prace, a ich priprava a prevedenie nemusi byt ¢asovo
narocné. Pokial si ziaci eSte nezvykli na diktaty, neodporuca sa ich znam-
kovat. Ucitel by mal pri analyze diktatu vyzdvihnat zlepSenie vedomosti, a
spomenut pripadné nedostatky u konkrétnych ziakov. Ak Ziak bol klasifi-
kovany negativnou znadmkou, uéitel by mu mal venovat zvysent pozornost,
a dodato¢ne moze preverit jeho vedomosti z danej témy i inym spdsobom.

Zostaveniu diktatov ma ucitel venovat dostato¢ni pozornost. Nesmie
pritom zabtdat na vybornych ziakov. Samozrejme, Glohy diktatu je po-
zaduje od ziakov len zapisy vysledkov, pripadne geometrické konstrukcie.
Ucitel moze vyzadovat taktiez struény postup rieSenia alebo dokoncenia
vety.

Pouzitie diktatov ma svoje vyhody i nevyhody.

Vyhody spojené s matematickymi diktétmi:

— umoziuju ziakom pracovat samostatne
— ich rieSenia méZzu byt origindlne

— vychova pozornosti ziakov

— pomoc ucitela a spoluziakov je vylucena
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— v8etci ziaci maji rovnaké tlohy, preto je matematicky diktat objektivny

— upeviuju presvedcenie ziakov o potrebe systematickej pripravy na vy-
ucovaciu hodinu

— vhodne zvoleny matematicky diktat poméha odstrafiovat strach z mate-
matiky, a tym posiliuje sebaddveru ziakov, udrziava zaujem pri dalsom
osvojovani vedomosti

— nabdada k stistavnej doslednej praci

— odhali tych Ziakov, ktori nepracuji samostatne a neprenikli do podstaty
uciva

— preveruje pohotovost Ziakov

— umoznuje zazit tspech a radost z dobre vykonanej prace

— upeviuje znalost matematickej terminoldgie a symboliky

— poskytuje ucitelovi prehlad o vedomostiach ziakov z daného uciva

— vysledky matematickych diktatov st neskreslenym obrazom Gspesnosti
prace ucitela.

Nevyhody a tazkosti spojené s matematickymi diktatmi:

— diktaty st narocnou formou préace pre ucitela i pre ziaka

— niekedy sa nespravne chipu (za diktat sa povazuje kazda praca, zadé-
vand diktovanim)

— o diktatoch je malo dostupnej literattary

— grafické vyjadrovanie ziakov nie je na ziaducej Grovni

— nedostatky vo vedomostiach vyradia mnohych ziakov velmi rychlo z
prace

— oprava a hodnotenie matematickych diktatov je ndrocnejsie ako pri
inych metédach kontroly

— strach, resp. stres z matematickych diktatov (ktory je mozné odburat
pouzivanim tejto formy vyucovania pocas celého Skolského roka, pri-
¢om klasifikovanie diktatov v prvych fazach ich aplikacie neberieme do
uvahy, teda vysledky diktatov sltzia ziakovi a ucitelovi len na zoriento-
vanie a prvotné napredovanie v edukécii).

V dalsom uvedieme konkrétne diktaty aplikovatelné na strednych sko-
lach.

DIKTAT 1

Téma: Kvadratické rovnice a nerovnice
Tematicky celok: Funkcie, rovnice, nerovnice L.
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Rieste kvadratické nerovnice v mnozine R:

22 <9
z2 >4
22 —64<0
22 —1>80
322 -12<0

Cu W=

Cas: 15 mindat

R e

2 <z

2% < 25z
z24+6<0
—22-2>0
22 -2x4+1<0

11.

13.

Navrh bodového hodnotenia Navrh klasifikacie

Krok Pocet bodov Pocet bodov Znédmka

1-15 30 30 - 27 1

Spolu 30 26 — 22 2

21 - 15 3

14 - 10 4

9-0 5

DIKTAT 2

Téma: Grafy funkcii

Tematicky celok: Funkie, rovnice, nerovnice II.

Nadrtnite grafy funkcii (kazdy graf na iny obrazok):

1. f:y=4 6.
2. fry=x 7.
3. fry=—z 8.
4. f:y=10z 9.
5. fry=3 10.

Cas: 10 mindt

s

1. fiy=vT 16.
12. f:y=2% 17T
13. f:y=2a* 18.
4. f:y=Yz 19.
15. f:y=¥Yr 20.
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Navrh bodového hodnotenia Navrh klasifikacie

Krok Pocet bodov Pocet bodov Znédmka

1-20 20 20 - 18 1

Spolu 20 17 - 15 2

14 - 10 3

9-6 4

5-0 5

DIKTAT 3

Téma: Kuzelosecky
Tematicky celok: Analyticka geometria

Urcte typ kuzelosecky:

1. 22+y%> =4 6. 922+ 25y% —225=10
2. 22 —9y?=9 7. 22 +y P —22+6y+9=0
3. 48— 8. 2% +4x—6y+9=0
4 G @R gy 9. 422 —y* —64 =0
5. (y —2) ( +1) 10. 22 +y? =4z
Cas: 10 minat
Navrh bodového hodnotenia Navrh klasifikacie
Krok Pocet bodov Pocet bodov Znédmka
1-10 20 20 - 18 1
Spolu 20 17 - 15 2
14 - 10 3
9-6 4
5-0 5
DIKTAT 4

Téma: Derivacia funkcie realnej peremnne;j

Tematicky celok: Funkcie, rovnice, nerovnice III.
Vypocitajte 1. derivaciu funkcie
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1. f:y=4 16. f:y=log, =
2. fiy=a2a? 17. f:y=+x
3. fry=(z—-1)(z+1) 18. f:y=+2x-5
4. fry= (423 +1)2 19. fry=+va22+2
5. f:y=sinz? 20. fry=x
6. f:y=sin’z 21. fry=+vVa*+1
7. f:y=cos2zx 22 fiy=1
8. f:y=rcos(3x+1) 23. f:y=sin® 22>
9. fry=tg'a 24. f:y=+/cos?z + 9z
10. f:y=cotg’x 25. f:y=sin’z +cos’x
11. f:y=e3® 26. f:y=eYsine
12. f:y:e*’?2 27. f:y=In>V1—2a2?
13. f:y=a"" 28. f:y = VcoseVis®
4. f:y=Ina? 29. f:y=sin®vnz
15. f:y =In(cosx) 30. f:y=/tgeVin(=*+D)
Cas: 30 minat
Navrh bodového hodnotenia Navrh klasifikacie
Krok Pocet bodov Pocet bodov Znamka
1-30 30 30 — 27 1
Spolu 30 26 — 22 2
21 - 15 3
14 - 10 4
9-0 5

DIKTAT 5

Téma: Neurcity integral — integracné vzorce
Tematicky celok: Funkcie, rovnice, nerovnice III.

Vypocitajte primitivnu funkciu F(z) k danej funkecii f(z):

1. fry=1 16. f: y—%
2. fry=x 17. f: y—%
3. fry=2° 18. f: y_%
4. f:y =5z 19. f.y:coszz
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5 fry=a2%-1
6. fry=at—a?+1
7. fiy=(z—3)2
8 f:y=sinx
9. f:y=coszx
10. f:y=V=x
11. f:y=Vx
12. f:y:%ﬂ
13. f:y=e¢e"
14. f.:y=a"
15. f:y:%

Cas: 30 minat

20. f:y
21. fy=
22. fy=
23. f:y=
24, f:y=
25. f:y=
26. f:y=
27. fy=
28. f:y=
29. f:y=
30. f:y=

=€

1

~ sin?z

2sinz + 3cosx

= 9% _ 3¢
_1_2_z

T
4z

2z
241
1

T zlnz
= cotgx

_e
e*—5
22
r3-2

Navrh bodového hodnotenia Navrh klasifikacie
Krok Pocet bodov Pocet bodov Znamka
1-30 30 30 - 27 1
Spolu 30 26 — 22 2
21 - 15 3
14 - 10 4
9-0 5
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Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 161 a 162, jejichz zadani byla zvefejnéna v prvnim
¢isle tohoto (19.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 161

Ptirozené ¢islo n nazveme pozoruhodnym, pravé kdyz existuji nezaporna
cel ¢isla z a y takova, ze n = 7z? + 287y?. Dokazte, Ze pro kazdé pozoru-
hodné ¢islo n jsou rovnéz ¢isla 2009n a 2010n pozoruhodna.

Gotifried Perz (Graz)

Reseni: Plati 2009 = 287 - 7. Piedpoklddejme, ze ¢islo n je pozoruhodné,
tedy existuji nezdporna celd ¢isla z, y tak, ze n = 722+ 287y, Potom plati

2009n = 287 -7 - 7o + 7 - 287 - 287y* = 7(287y)* + 287(7z)?
a soucasné

20100 = 20091 + n = 7(287y)? + 287(7z)* + T2* + 287y =
=7 ((287y)* — 2- 287wy + a”) 4 287 ((72)> + 2 - Twy + y°) =
=7(287y — z)* + 287(7x + y)°.

Jelikoz Cisla 287y, Tx, |287y — x|, Tz + y jsou celd nezdpornd, plyne odtud,
ze Cisla 2009n a 2010n jsou pozoruhodné.

Spravné feSeni zaslali Frantisek Jdchim z Volyné, Vladimir Pavel z Blo-
vic, Petr Boro$ a Simona Domesovd, oba z GMK v Bilovci, Michal Hordk,
David Klaska a Bohuslav Zmek, vSichni z G v Brné, tf. Kpt. Jaroge, Ja-
Masaryka, Miroslav Olsdk z GB v Praze 5, Josef Ondrej z G v Roznové
p- R., Petr Pafizek z GBN v Hradci Kralové, Petr Rysavy z GJH v Praze
a Trung Ha Duc z MG v Plzni, Petakova.

Netplné reseni zaslali Lukds Chlad z G v Plzni, Mikulasské nam. a Lenka
Sumbalovd z GMK v Bilovci.
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Uloha 162

Necht M je libovolny vnitini bod trojihelniku ABC. Oznac¢me T, T},
T. po radé stiedy stran BC, CA, AB. Vrcholy A, B, C' vedme piimky
rovnobézné po radé s primkami MT,, MT,, MT,.. Rozhodnéte, zda tyto
primky prochdzeji jednim spoleénym bodem. Svou odpovéd zduvodnéte.

Jaroslav Svréek

v

Vovey

se stfedem v bodé T a koeficientem —2. Z vlastnosti tézisté plyne
Ta'_>A; Tb'—)B, Tc|—>C

Oznacme M’ obraz bodu M ve stejnolehlosti x, potom se piimky MTy,
MTy, a MT, zobrazi ve stejnolehlosti k po fadé na piimky M'A, M'B
a M'C. Obrazem piimky ve stejnolehlosti je pfimka s ni rovnobé&zné. Proto
pfimky rovnobézné s primkami MT,, MT,, MT,. vedené po fadé body A,
B, C jsou piimky M'A, M'B a M'C, které prochdzeji jednim spole¢nym
bodem M.

Spravné feseni zaslali Viadimir Pavel z Blovic, Simona Domesovd, Ja-
kub Solovsky a Lenka Sumbalovd, vSichni z GMK v Bilovci, Filip Hldsek
z G v Plzni, Mikulasské nam., Michal Hordk, David Klaska a Bohuslav
Zmek, vsichni z G v Brng, ti. Kpt. Jarose, Adam Juraszek z G v Ceskych
Nevoral z G Jihlava, Jana Masaryka, Miroslav Olsik z GB v Praze 5, Josef
Ondiej z G v Roznové p. R., Petr Patizek z GBN v Hradci Kralové, Dan
Safka z GJK v Praze 6 a Trung Ha Duc z MG v Plzni, Petdkova.

Netplné feseni zaslala Anna Chejnovskd z GBN v Hradci Kralové.

Pavel Calabek
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