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Stochastickym grafem rozumime orientovany graf, kde je kazdé hrané
prifazeno kladné redlné cislo a soucet Cisel prifazenych hrandm se spo-
lecnym pocatecnim uzlem je roven 1. Teorie stochastickych grafi nachazi
siroké uplatnéni v nejriznéjsich oblastech matematiky i technickych apli-
kaci. V tomto prispévku si ukdzeme, jak je lze vyuzit pri feSeni konkrétni
ulohy z teorie pravdépodobnosti. V ¢lancich [2] a [4] je FeSen nésledujici
problém

Uloha 1

Hraci A a B hazeji stfidavé pravidelnou minci. Vyhrava ten, pii jehoz
hodu se v sérii vSech ziskanych vysledkti pravé po k-té objevil lic, kde
k =1ak =2. Hra¢ A hézi prvni a zajima nés, jaké jsou Sance na vitézstvi
hrac¢t A a B v zavislosti na parametru k.

V [4] se k nalezeni fedeni vyuziva vlastnosti tzv. aritmeticko-geome-
trickych posloupnosti. Naproti tomu v [2] je zvolen pravdépodobnostni
pristup, ktery je dale zobecnén v [3], kde je podano obecné Feseni tlohy 1
pro libovolné pfirozené ¢islo k.

Nyni si ukazeme, jak lze tlohu 1 feSit pomoci stochastickych grafi.
Tento pristup ndm navic umozni dalsi zobectiovani uvazovaného problému
a zejména v situacich, kdy
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1. se hry tcastni vice nez dva hragdi,
2. pouzivadme jiny losovaci nastroj nez je ,symetrickd“ mince.

Graf na obr. la pfedstavuje hraci platno ke hie popsané v tloze 1. Na
zacatku hry postavime figurku do uzlu (5)- start. Hazime minci a podle

vysledku hodu posouvame figurku ve sméru Sipek tak dlouho, az se dostane
bud do uzlu @ (zvitézi hra¢ A), nebo do uzlu @ (zvitézi hra¢ B).

N
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©

=

Obr. la Obr. 1b

Ozna¢me x pravdépodobnost, ze zvitézi hra¢ A. Uvazme dale dva pii-
pady:

e v prvnim hodu padne lic (to nastane s pravdépodobnosti %, viz obr. 1b)
a figurka se dostane do uzlu @;

e v prvnim a druhém hodu padne rub (pravdépodobnost tohoto jevu je
+-1=1) afigurka se vrati do uzlu (&), coz znamend, ze se situace vréti
na zacatek.

7 téchto faktd a z obr. 1b vyplyva, ze

2
- ted =_.
x, atedy =z 3

Analogicky spocitame, Ze hra¢ B zvitézi s pravdépodobnosti %

Dostali jsme shodny vysledek jako v [2] a [4]. Tento pfistup navic umoz-
nuje snadno fesit i obecnéjsi tlohy.

Uloha 2

Uvazujme analogickou hru jako v iloze 1, ale budou ji hrat tii hraci.
Nejprve hazi minci hrad¢ A, po ném hra¢ B, pak hra¢ C, pak opét A
atd. Zvitézi ten, komu prvnimu padne lic. Pro kazdého hrace vypocitejte
pravdépodobnost jeho vitézstvi.
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Obr. 2a Obr. 2b

Graf na obr. 2a predstavuje hraci platno k této hie. Opét oznacme z
pravdépodobnost, Ze se figurka z uzlu () dostane do uzlu @ , tedy x je
pravdépodobnost vitézstvi hrace A. Uvazme dva pripady:

e v prvnim hodu padne lic (to nastane s pravdépodobnosti %, viz obr. 2b)
a figurka se dostane do uzlu @;

e v prvnim, druhém a tietim hodu padne rub (pravdépodobnost tohoto
jevujes-5-5= %) a figurka se vrati do uzlu (), tj. situace se vrati na
zacatek.

7 téchto faktd a z obr. 2b vyplyva, ze

-z, atedy a::?.

| =

Analogicky spocitame, ze hra¢ B zvitézi s pravdépodobnosti % a hrac
C zvitézi s pravdépodobnosti +.

7 navrzeného postupu je ziejmé, ze ho lze pouzit i v obecném pripadé,
kdy hrac¢i ¢ekaji na prvni Gspéch v sérii nezavislych pokust (pravdépo-
dobnost u Gspéchu v jednom pokusu je 0 < u < 1 nebo dokonce, kdy
kazdy hra¢ mé jiny losovaci nastroj (meéni se jen véhy jednotlivych hran
stochastického grafu). Ukazme si to pii feSeni nasledujici Glohy.

Uloha 3

Hraci A a B st¥idavé losuji (s vracenim) kouli kaZzdy ze své urny. Vy-
hravé ten, kdo vylosuje jako prvni ¢ervenou kouli. Hra¢ A bude losovat
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prvni a v jeho urné jsou dvé bilé koule a jedna koule ¢ervené. Kolik nejméné
kouli musi byt v urné hrace B, aby oba hrac¢i méli v takové hie stejnou
Sanci zvitézit?

Reseni. Ozna¢me u pravdépodobnost vylosovani ¢ervené koule z urny hrace
B. Na obr. 3 je hraci platno a odpovidajici stochasticky graf.

wiNy

W=

& O——®

1-u

Obr. 3a Obr. 3b

Maji-li mit oba hraci stejnou Sanci zvitézit, znamena to, ze kazdy z nich
zvitézi ve hie s pravdépodobnosti % Kdy zvitézi hra¢ A? Uvazme dva
pripady:

e v prvnim losovéani vylosuje hra¢ A ¢ervenou kouli (to nastane s pravdé-
podobnosti %, viz obr. 3b) a figurka se dostane do uzlu @;

e v prvnim losovéni vylosuje hrac¢ A bilou kouli, pak hra¢ B vylosuje také
bilou kouli (pravdépodobnost tohoto jevu je % - (1 — u)) a figurka se
vrati do uzlu (s), coz znamena, Ze se situace vrati na zacatek.

7 téchto faktd a z obr. 3b vyplyva, ze dostavame rovnici

%:% ;-(1—@-%, a tedy u=

Odtud je zfejmé, ze hra bude spravedliva, pokud urna hrac¢e B bude

obsahovat jednu bilou a jednu ¢ervenou kouli.

N | =
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Nekolik tloh pro vyuku
infinitezimalniho poc¢tu na gymnaziu

JAN BENES

Gymnézium Jihlava

Relativné nizky pocet hodin vyuky matematiky na gymnéziu vede vy-
ucujici matematiky a vedeni kazdé jednotlivé Skoly ke zvazeni, zda do
skolniho programu nezaradit nebo zaradit, a v jakém rozsahu, vyuku té-
mat infinitezimalniho poctu. Tento ¢lanek ma podpofit nézor, ze je velmi
vhodné poskytnout alespon zvidavym studentlim jiz na gymnéziu pifimé-
fené informace o diferencialnim a integralnim poctu. Pro kvalitni studenty
gymnézii, byt se v budoucnu podle svého zajmu a moznosti budou vénovat
riznym odbornym zaméfenim, jsou vhodné prinejmensim ze dvou davodd.

Pfedné priméifené pouzivani infinitezimalniho poc¢tu na gymnéziich mi-
mo vesSkerou pochybnost obohacuje mysleni studenta, prindsi mu nové na-
stroje na feSeni problému (napf. prace s ,nekoneéné malymi“ veli¢inami)
a vede k nartGstu kompetenci studenta pro feSeni mnohych wloh, které
dosud tesit nemohl, nebo tesil prilis zdlouhaveé.

Druhy a velmi zavazny dtvod spociva v tom, Ze infinitezimalni pocet
prindsi moznost vyznamnych praktickych aplikaci matematiky, které stu-
dentim potvrzuji, Ze matematika je véda pro praxi velmi uzitecna.

K danému tématu bylo uz napsdno mnohé. Na podporu tvrzeni vyslo-
venych v predchozich dvou odstavcich uvadim dale feseni nékolika osvéd-
Cenych praktickych tloh z matematického seminére, ktery vedu na nasem
gymndziu. Semindr probihd ve ¢tvrtém rocniku a ulohy jsou zafazovany
na zaveér systematizace uciva z diferencidlniho a integralniho poctu.

Nékteré z nich navazuji na vyuku fyziky a tim také prohlubuji mezi-
predmétové vztahy.

1. Uziti derivaci

Uloha 1

Vypoctéte tvar osového fezu plechové konzervy tvaru rotacniho vélce
o daném objemu V' =1 litr tak, aby plech pouzity k vyrobé mél minimalni
hmotnost.
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Reseni. Konzervu si modelujme jako vélec, kde z je polomér podstavy a v
vyska véalce. Z plechu se vyrabéji podstavy (dna konzervy) a plast (boky
konzervy), celkovy povrch je tedy

S = 2na® + 2mrv. (1)
Jesté vyuzijeme znalosti objemu. Pro objem V plati

V =1 =mnz?,

1
odkud v = ek Po dosazeni do (1) mame povrch
x

S = 2mz? + 2msi2 = 2ma? + 2 (2)
T x
a chceme, aby byl co nejmensi. A nyni se obritime na predstavivost stu-
dentl: Predstavte si, ze vyska v je velmi malé, pak by konzerva vypadala
jako velky disk a plechu by bylo potieba hodné. Kdyz budeme polomér
zmensovat, bude se vyska konzervy zvétSovat, ale povrch S se bude nej-
prve zmensSovat, ale pak bude povrch zase rast, nebot kdyby byl polomér
napt. uz jen 1 cm, byla by konzerva vysoka a jeji povrch S zase uz veliky.
Nékde mezi témito ,krajnimi“ piipady je S nejmensi. Pro praktické alohy
tohoto typu plati:
Jestlize z praktické povahy ulohy plyne, Ze nastane praveé jeden extrém,
a jaky je to extrém (mazimum nebo minimum) a ezistuje jedinyg stacio-
ndrni bod, pak tento extrém nastane ve zjisténém bode.

Pro vytesSeni Glohy tedy staci derivaci , polozit rovnu nule a najit

dz
feSeni této rovnice. Podle (2) je

Nyni zjistime odpovidajici vysku vg.
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1

Jm2 = ... =2¢— = 2.
(27) o To

3
o
Al

Zdveér: Osovym fezem konzervy je ¢tverec.
Studenti se mohou déle zajimat o problém: Jaky je tvar osového fezu,
kdyz plech na bocich konzervy je dvakrat silnéjsi nez na dnech.

Uloha 2

Kruhovy stil o poloméru r je osvétlen bodovym zdrojem svétla sviti-
vosti I, ktery visi nad stfedem stolu. V jaké vySce v ma byt zdroj zavésen,
aby osvétleni na okraji stolu bylo pro dany zdroj nejvétsi?

Reseni. Opét nejprve se zaky uvazujeme, jak se podle jejich piedstav bude
meénit osvétleni okraje stolu, budeme-li zdroj svétla Z zvedat nad stiedem
stolu. Dospé&jeme k vysledku, Ze prakticky od temného okraje stolu (je-
li zdroj ve vySce 0, tj. pfimo na stole) se jeho osvétleni bude zvétSovat
k maximu a pak zase klesat, kdyz zdroj vystupuje velmi vysoko, ze tedy
maximum osvétleni existuje. Situace je znazornéna na obr. 1

Obr. 1

Pripomenme standardni vztah pro osvétleni E bodu M okraje stolu od
bodového zdroje Z svitivosti I vzdaleného [ od bodu M:

I cosa
kde « je thel, pod kterym svétlo dopadéd na okraj stolu (méfeny od kol-
mice). Podle obr. 1 nyni zavedeme ve vztahu (3) zavislost osvétleni E na
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vysce z zdroje Z nad stiedem S stolu. Do (3) dosadime za [ a za cosa:

l:\/$2+7'2, COSO(Z§:\/%W,

takze I
X . . 3
E = =Tz(z®> + 372 = f(2). 4
T ( ) f(z) (4)

Nyni uréime 1. derivaci funkce E = f(x) z rovnice (4). Plati

r? — 222

@+l

dE ‘ o8 3, . o5
— =T|(@*+r) 2 —Zax@® +r?) 2 22| = ... =1T-
e R R
Pro zjisténi stacionarniho bodu staci Citatel zlomku polozit roven nule.
Protoze x > 0, dostédvame jediny staciondrni bod zy = %r\/g, coz je takova
vyska zdroje nad stolem, Ze osvétleni na okraji stolu je nejvétsi.

Toto ocekavani mizeme i formalné potvrdit nasledujici tvahou: Protoze

. 2\ . dE )
pro z v intervalu z¢ = <0; %r) je o > 0, funkce E = f(x) je na tomto
x

2 dE
intervalu rostouci. Pro z > £7“ je — < 0, a proto je funkce f(x) zde
klesajici. Okraj stolu bude tedy skutecné osvétlen nejvice, bude-li bodovy
zdroj svétla ve vysce

To = - (5)

Pro predstavu o optimdlni vysce zdroje vypoctéme velikost ahlu a. Z (5)
vidime, Ze

2 t
— = — =cotga
” B ga,

odkud a = 54°44’. Pomoci (4) miZeme dopocitat hodnotu extrémniho
osvétleni, v pripadé zajmu studenti i s konkrétnimi hodnotami r a I.
2. Uziti integrala

Uloha 3
Urcete tlakovou silu vody na svislou pfehradni hraz tvaru obdélnika
délky a metrl, vysky ponofené ¢asti hraze h metrt

264 Matematika - fyzika - informatika 19 2009/2010



Reseni. Pro tuto tlohu je vyhodné, Ze fada student mé zkusenosti s kou-
panim ve vodnich néddrzich. Proto zajem o vypocet sily, kterou piisobi
vodni masiv na prehradni hraz, je celkem pfirozeny. Existuje vice cest, jak
ulohu vytesit. Zde je jedna z nich.

Uvazime, ze hydrostaticky tlak p zavisi na hloubce x pod hladinou podle
vztahu p = pgz, kde p je hustota vody a g tihové zrychleni.

Rozdélime prehradni hradz na vodorovné obdélnikové prouzky délky a,
o §ifce (tj. vysce) Az a obsahu AS = aAx (obr. 2).

Obr. 2

Na kazdy takovy prouzek ptisobi tlakova sila
F = pgzAS = apgxAz. (6)

Vztah (5) vyjadiuje pfispévek jednoho prouzku k integralnimu souc¢tu. Pro
Az — 0 lze vztah (6) vyjadiit ve tvaru diferencidlnim, tj.

dF = apgzrdzx,

takze tlakové sila na celou prehradni hraz je

h
1
F= apg/ zdz = —apgh®.
0 2
Vysledek jisté nepiekvapi, jsme-li si védomi linedrni zavislosti hydrosta-
tického tlaku na vysce vodniho sloupce.

Pozndmka. Je tieba, aby studenti ziskali o vysledku néjakou konkrétni
predstavu. Tieba takto: Pro celkem malou prehradu, kde a = 80 m, h =
=16 m, p = 10° kg/m3, g = 9,81 m/s?, je

F=05-80-10-9,81-16> N =10 N
(coZ je priblizné tiha 528 kg zlata).
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Uloha 4

Zjistéte tvar, ktery ma povrch idedlni kapaliny (pfiblizné voda) rotujici
konstantni thlovou rychlosti spolu s valcovou nadobou kolem jeji svislé
0sy.

Reseni. Pro piiblizeni tlohy vyuzijeme b&zné zkuSenosti studentt s mich4-
nim napoji. Urcité pozorovali zménu tvaru povrchu a urcité resili i situace,
kdy pii prilis usilovném michani napoj pretekl okraj nadoby. Vratme se
k zadani. Aby bylo moZné déj pozorovat, je vyhodné si predstavit prihled-
nou rotujici nadobu. Vzhledem k symetrii mtzeme problém fesit v osovém
fezu. Kapalina v klidu mé podle nadoby tvar valce (obr. 3). Polomér pod-

stavy valcového sloupce kapaliny oznacme r.

Obr. 3 Obr. 4

Prechézi-li vadlcova nddoba z klidu do rotace s konstantni thlovou rych-
losti w, méni se tvar povrchu kapaliny vzdy tak, ze vyslednd sila F' na
kazdou povrchovou strukturalni ¢astici kapaliny je kolmé na tecnu k po-
vrchové kiivce prochézejici zminénou ¢astici.

Zavedeme soustavu soufadnic (podle obr. 4) a tvar povrchu rotujici
kapaliny v osovém fezu hledejme jako graf funkce y = f(z). Vybereme
jednu z povrchovych strukturalnich ¢astic, jeji hmotnost oznac¢ime m, ti-
hové zrychleni g, polohu ¢astice vyjadiime souradnicemi [z;y]. Smérnici
uvazované tecny muzeme vyjadiit jako

=L =) =ga. (7)
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Na céstici ptisobi tihova sila o velikosti Fg = mg a setrvacnd odstrediva
sila o velikosti F, = mzw?, kde z je polomér otaceni vybrané povrchové
strukturdlni ¢astice (tj. jeji x-ové souradnice).

7 vektorového silového rovnobézniku je

tga = o = e = E:U (8)
Ze (7) a (8) dostaneme
dy w?
de g
a po upravé obdrzime ,
dy = —axdx

Po integraci dostavame rovnici paraboly

2
W= 2
=—z " +C. 9
Y=o (9)
Dosazenim z = 0 do rovnice (9) zjistime vyznam konstanty C; je to y-ova
soutadnice h vrcholu paraboly, takze rovnice paraboly je

w?
y= 2g$ +h (10)
V prostoru se jednd o rotacni paraboloid. Vidime, ze koeficient v kvadra-
tickém c¢lenu pfimo zavisi na druhé mocniné thlové rychlosti, coz souhlasi
s nasi zkusenosti: ¢im rychleji michame, tim vice se jamka v tekutiné pro-
hlubuje a okraje tekutiny se blizi k okraji nadoby.

Trva-li zdjem studentd o danou tlohu, miZzeme pokracovat hleddnim
souvislosti rozmért nadoby, vysky ho hladiny kapaliny v klidu a polohy
vyznamnych bodd rotujici kapaliny, tzn. vrcholu paraboly [0; h] a nejvys-
Sich bodt (nejvyssi kruznice) rotujici kapaliny; staci jeden: [r; hq].

Podle zdkladnich zidkoni hydromechaniky jsou obsahy fezi kapaliny
v klidu i pii rotaci stejné. Obsah fezu kapaliny v klidu je Sy = 2hor
a obsah rezu rotujici kapaliny

r LVARY) w2 a3 r
S:2/f:cdm:2/ <—x2+h>d$:2{—-—+hx} =
' 0 (=) 0o \2g 2g 3 0

2

= w—r3 + 2hr.
3g
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Z rovnosti So = Sy vychéazi

w2
2hor = —13 + 2hr,
3g

z ¢ehoz

1 w?
=~ (2no - L42).
" 2<h° 3gr>

Rovnici (10) tak lze vyjadfit v koneéném tvaru

2 2
w 2 w” o
=—x"4+ho — —7r°. 11
Y ng ’ Ggr 1

Z (11) jiz pak lehce dopocitame, kde jsou nejvyssi strukturdlni castice
rotujici kapaliny:

2 2 2

w w w
hy = =724+ hyg— =712 =hg + —1r>.
1= f(r) 2gr + hg Ggr 0+3gr

Pozndmka. Urcité je velmi vhodné vysledky vice priblizit a spolu se stu-
denty je ozivit dosazenim konkrétnich hodnot.

3. Jednoduché diferencialni rovnice

Uloha 5

Do banky byl vlozen pocatecni kapitdl Ky. Jakou hodnotu K, ma
kapital na konci m-tého roku pfi spojitém troceni, je-li p Grok p. a. (ro¢ni)
v % a u dan z aroku také v %. (Pro formulaci a FeSeni tlohy je pouZita
terminologie a symboly z ucebnice [4].)

Regeni. Uvodem k feSeni tlohy je diskuse se studenty o jejich zkugenostech
s troc¢enim vkladu, s frekvenci Groceni, s troky v nasich bankach a s vynosy
z vkladi. Pfipomeneme, Ze v CR je trok zdahovan 15 % sazbou, tj. u = 15.
Shrneme Gvodni poznatky studentii o Groc¢eni: na konci prvniho roku
pri ro¢nim troceni je hodnota kapitalu
D u w

K1 = Ko+ 5550 = 55+ 35K0 = o [1+ 565 (1= 355) |
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Oznacme rocni miru tiroceni i = 55 a zdanovaci koeficient k& = 1 — 335;
pak
K, = Ko(1 + ik) (12)
a pri mési¢nim aroceni
i\
K, =K, <1 + Ek> . (13)

Uvedme piiklad. Uvazujme vklad Ky = 50000 K¢, i = 0,03, k = 0,85 (pfi
sou¢asném zdanovani Grokd v CR patnéctiprocentni sazbou je zdahovaci
koeficient 0,85). Pak podle (12) je K; = 51275,00 K& a podle (13) je
K, =51290,00 K¢.

Obecnéji, bude-li Groceni probihat béhem roku r-krat, bude K; =
= Ky (1 + %k)r (V nasem piikladu napf. pro r = 100 je K; =
= 51291,23 K¢.)

Po m letech mame

K = Ko Kl+%k>]m (14)

Nyni hledejme K, pii spojitém uroceni. O takovém troceni mluvime
tehdy, jestlize se délka urokovacich obdobi neomezené zkracuje a jejich
pocet roste nade vSechny meze.
Ozna¢me y prubéznou velikost kapitélu a t € (0;m) ¢as (jednotkou je
1 rok). Piirtstek kapitalu za dobu At je Ay = yikAt, coz lze v diferenci-
alnim tvaru zapsat jako
dy = yikdt (15)

a to je zvlastni pripad diferencialni rovnice
y' = ay, (16)

kde a je konstanta a y je neznamé funkce. Re§ime ji separaci proménnych
a integrovanim; pokrac¢ujme v feSeni rovnice (15):

dy = ikdt,
Y

[Infy[)cm = [ikt]y,
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kde In je oznaceni pfirozeného logaritmu, tj. logaritmu pii zdkladu e (Eu-
lerovo ¢islo), a déle
In K,, — In Ko = ikm,

K, .
In T - tkm, (17)
ﬁ — eikm,
Ko
K,, = Kqefm . (18)

(V nasem ptikladu je podle tohoto vzorce nyni K; = 51 291,40 K¢é. Porov-
nejte vysledky.)

Pfidejme jesté priklad na pouziti vzorce (18): Jak dlouho by kapitél
50 000 K¢ musel byt v bance spojité trocen, aby vzrostl na 55 000 K¢?
Z rovnice (18) resp. (17) vypocteme m:

m = i In ﬁ
ik Ky
po dosazeni ik = 0,03 - 0,85, Ky = 50000, K,, = 55000 dostaneme m =
= 3,74, tj. asi 3 a 3/4 roku.

......

uvah vychdazejicich ze vzorce (14)

K, = lim K, Kufk) } — K, lim Kufk) ] .
r—oo T r—oo T

Chceme nyni pouzit znalosti, ze

r—00

lim <1 + 1) =e, (19)
n

a tak pokracujeme v Gpravéach:

ik & ikm " ES ikm
<1+Z—> ] = Ky llim <1+Z—k> ] = Kgeitm,
r —00 r

nebot plati, ze pro r — +oo také n = 7 — +00, takze v hranaté zavorce
je levé strana rovnosti (19). Vidime, Ze jsme dostali tyZ vysledek (18).

K, =Ky lim

=00
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Uloha 6
Odvodte zdkon radioaktivni pfemény, porovnejte rozpadové vlastnosti
radia a radonu.

Reseni. Toto je daldi piilezitost, jak v pfiméfeném pojeti aplikovat jedno-
duchou diferencidlni rovnici. Nejprve je vhodné se studenty prohovorit, jak
jsou v soucasné dobé otdzky radioaktivity vyznamné a jak aktudlni jsou
ve vztahu k Zivotnimu prostiedi.

Ozna¢me Ny pocet nerozpadlych jader atomi na poc¢atku popisu rozpa-
dového procesu ve vzorku prirozené radioaktivni latky, jinak receno v Case
t = 0 s je Ny pocet nerozpadlych jader atomt. V case t oznac¢me pocet
nerozpadlych jader atomt N (t).

Jadra atomi radioaktivni latky se rozpadaji tak, ze rychlost rozpadu
v okamziku ¢ je pfimo Gmérnéd poctu nerozpadlych jader atomid N (t) pii-
tomnych v okamziku ¢t. Pocet jader atomt je prirozené ¢islo, tedy v realité
neni funkce N(t) spojita (obr. 5). Ukazuje se vSak, ze kdyZ povazujeme
funkci N (t) za spojitou (dokonce diferencovatelnou), odpovida model pro-
cesu realité velmi presné (pro velké N se N(t) chova téméf jako spojitd
funkce).

Obr. 5

Vyjadiime-li, Ze za cas dt se rozpadne dN jader, mizeme psat

dN
=N

kde konstanta Gmeérnosti A je preménovd konstanta charakterizujici roz-
padové vlastnosti uvazované radioaktivni latky. Popisujeme rychlost, se
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kterou se jadra atomt rozpadaji, proto znaménko na pravé strané je mi-
nus (nerozpadlych jader ubyva). Tato rovnice je opét typu (16).
Upravou ziskame

%dN = —dt
a zvolime-li konstantu pfi integraci ve vhodné (logaritmické) podobé, bude
N(t)=C e,
Z pocatecnich podminek pak dostdvame
No=C-e M =C.
a zakon radioaktivni pfemeény je:
N(t) = Ng-e~ . (20)

Ze zékona presvédcive vyplyva, ze nerozpadla jaddra ubyvaji s Casem podle
exponencialni funkce. Tomu odpovida i grafickd podoba zdkona (obr. 6).

N@)

Obr. 6

Nékdy je nazornéjsi charakterizovat prirozené radioaktivni latku polo-
casem rozpadu 7' jako dobou, za kterou se rozpadne pravé polovina atoma
vzorku. Potom

N,
5 =M
a odtud 12 2
n n
T’ A
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Zakon radioaktivni pfemény pak miiZzeme vyjadrit
N(t) =Ny-e T2 = Ny .27 7. (21)

Pro ilustraci spocitejme, kolik procent z pluvodniho poctu jader radia
ssRa?2% s polocasem rozpadu T' = 1590 rokt se rozpadne za 100 let.

Pro radium je tedy A = 22 = %09 = 000044 a déle N(100) =
= Ny - e 004 = 0957 . Ny. Béhem 100 let se rozpadne pouze 4,3 %
uvedeného radia.

Pro porovnani nyni zjistime, za jak dlouho by nastal stejny pokles u ra-
donu ggRn??? s polocasem rozpadu T = 3,825 dne.

Z podoby (21) zakona radioaktivni pfemény vyplyva

In & 1
fo 7. SN 395 OIST - o4a e
In2 In2

U radonu by tedy stejny pokles nastal priblizné za 5 hodin a 49 minut.
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Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime zadani dalsi dvojice tiloh nasi pravidelné rubriky. Jejich feseni
mizete zaslat nejpozdéji do 10. 3. 2010 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
t¥. 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc. Jejich feSeni lze zaslat také elek-
tronickou cestou (pouze v8ak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu)
na emailovou adresu: mfi@upol.cz. Zajimava a origindlni feSeni Gloh radi
uvefejnime.
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Uloha 165

Pripravuje se oslava narozenin, na kterou je pozvan lichy pocet hostu.
V mistnosti je pro né prichystan odpovidajici pocet zidli rozmisténych
u nékolika stolt. Hostitel si pred zacatkem oslavy vS§iml zajimavé véci.
Vsechny hosty lze ve druhé poloviné vecera presadit tak, ze zadny z nich
nebude sedét u stejného stolu jako pred presazenim. Kdyby vSak hostitel
pred prichodem hostd srazil k sobé libovolné dva stoly i s jejich zidlemi
a udélal z nich jeden spolecny stil, takové presazeni jiz nebude mozné.
Kolik stolu je v mistnosti?
Marek Pechal

Uloha 166

Dvé shodné kruznice k a [ se protinaji v bodech A, B. Ozna¢me Y obraz
libovolného bodu X ¢ {4, B} kruznice k v otoleni se stfedem v bodé A,
které prevadi kruznici k na kruznici [. Dokazte, ze primka XY prochdazi
bodem B.

Pavel Leischner

Déle uvadime bilanci za uplynuly (16.) ro¢nik této rubriky, ktery je
zaroven Sestym roc¢nikem dalsiho cyklu dlouhodobé soutéze. Redakce ob-
drzela celkem 94 tGplnych nebo ¢astecnych feseni od 41 jednotlivet (alespoii
jednu vyfeSenou tlohu druhého cyklu pfitom zaslalo 120 fesiteld). Za kaz-
dou Gplné vyfesenou ulohu fesitel obdrzel 6 bodd, za ¢astecné vyieSenou
3 body; k-nasobnym laureatem této rubriky se stane tesitel, ktery ziska
od 11. ro¢niku alesponi k-nésobek ¢isla 93 (rubrika byla zaloZzena v roce
1993).

Poradi resiteli po Sestém roc¢niku druhého cyklu dlouhodobé soutéze:
1. Anton Hndth z Moravan (258 b.), 2. Vladimir Pavel z Blovic (159 b.),
2. Miroslav Hiibsch z Prahy 5 (156 b.), 4. Karol Gajdos z Trnavy (138 b.),
5. Jozef Mészdros z Jelky (126 b.).

Pavel Caldbek
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