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Stochastick�m grafem rozum�me orientovan� graf� kde je ka�d� hran�
p�i�azeno kladn� re�ln� ��slo a sou�et ��sel p�i�azen�ch hran�m se spo	
le�n�m po��te�n�m uzlem je roven 
� Teorie stochastick�ch graf� nach�z�

irok� uplatn�n� v nejr�zn�j
�ch oblastech matematiky i technick�ch apli	
kac�� V tomto p��sp�vku si uk��eme� jak je lze vyu��t p�i �e
en� konkr�tn�
�lohy z teorie pravd�podobnosti� V �l�nc�ch ��� a ��� je �e
en n�sleduj�c�
probl�m

�loha �

Hr��i A a B h�zej� st��dav� pravidelnou minc�� Vyhr�v� ten� p�i jeho�
hodu se v s�rii v
ech z�skan�ch v�sledk� pr�v� po k	t� objevil l�c� kde
k � 
 a k � �� Hr�� A h�z� prvn� a zaj�m� n�s� jak� jsou 
ance na v�t�zstv�
hr��� A a B v z�vislosti na parametru k�

V ��� se k nalezen� �e
en� vyu��v� vlastnost� tzv� aritmeticko	geome	
trick�ch posloupnost�� Naproti tomu v ��� je zvolen pravd�podobnostn�
p��stup� kter� je d�le zobecn�n v ���� kde je pod�no obecn� �e
en� �lohy 

pro libovoln� p�irozen� ��slo k�

Nyn� si uk��eme� jak lze �lohu 
 �e
it pomoc� stochastick�ch graf��
Tento p��stup n�m nav�c umo�n� dal
� zobec�ov�n� uva�ovan�ho probl�mu
a zejm�na v situac�ch� kdy
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� se hry ��astn� v�ce ne� dva hr��i�
�� pou��v�me jin� losovac� n�stroj ne� je �symetrick�� mince�

Graf na obr� 
a p�edstavuje hrac� pl�tno ke h�e popsan� v �loze 
� Na
za��tku hry postav�me �gurku do uzlu �s � start� H�z�me minc� a podle
v�sledku hodu posouv�me �gurku ve sm�ru 
ipek tak dlouho� a� se dostane
bu� do uzlu �A �zv�t�z� hr�� A�� nebo do uzlu �B �zv�t�z� hr�� B��

���������	
Obr� �a Obr� �b

Ozna�me x pravd�podobnost� �e zv�t�z� hr�� A� Uva�me d�le dva p��	
pady�
� v prvn�m hodu padne l�c �to nastane s pravd�podobnost� �

�
� viz obr� 
b�

a �gurka se dostane do uzlu �A  
� v prvn�m a druh�m hodu padne rub �pravd�podobnost tohoto jevu je

�

�
� �
�

� �

�
� a �gurka se vr�t� do uzlu �s � co� znamen�� �e se situace vr�t�

na za��tek�
Z t�chto fakt� a z obr� 
b vypl�v�� �e

x �


�

!


�
� x� a tedy x �

�
�
�

Analogicky spo��t�me� �e hr�� B zv�t�z� s pravd�podobnost� �

�
�

Dostali jsme shodn� v�sledek jako v ��� a ���� Tento p��stup nav�c umo�	
�uje snadno �e
it i obecn�j
� �lohy�

�loha �

Uva�ujme analogickou hru jako v �loze 
� ale budou ji hr�t t�i hr��i�
Nejprve h�z� minc� hr�� A� po n�m hr�� B� pak hr�� C� pak op�t A

atd� Zv�t�z� ten� komu prvn�mu padne l�c� Pro ka�d�ho hr��e vypo��tejte
pravd�podobnost jeho v�t�zstv��
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Obr� �a Obr� �b

Graf na obr� �a p�edstavuje hrac� pl�tno k t�to h�e� Op�t ozna�me x

pravd�podobnost� �e se �gurka z uzlu �s dostane do uzlu �A � tedy x je
pravd�podobnost v�t�zstv� hr��e A� Uva�me dva p��pady�
� v prvn�m hodu padne l�c �to nastane s pravd�podobnost� �

�
� viz obr� �b�

a �gurka se dostane do uzlu �A  
� v prvn�m� druh�m a t�et�m hodu padne rub �pravd�podobnost tohoto

jevu je �

�
� �
�
� �
�

� �

�
� a �gurka se vr�t� do uzlu �s � tj� situace se vr�t� na

za��tek�
Z t�chto fakt� a z obr� �b vypl�v�� �e

x �


�

!


"
� x� a tedy x �

�
�
�

Analogicky spo��t�me� �e hr�� B zv�t�z� s pravd�podobnost� �

�
a hr��

C zv�t�z� s pravd�podobnost� �

�
�

Z navr�en�ho postupu je z�ejm�� �e ho lze pou��t i v obecn�m p��pad��
kdy hr��i �ekaj� na prvn� �sp�ch v s�rii nez�visl�ch pokus� �pravd�po	
dobnost u �sp�chu v jednom pokusu je # � u � 
 nebo dokonce� kdy
ka�d� hr�� m� jin� losovac� n�stroj �m�n� se jen v�hy jednotliv�ch hran
stochastick�ho grafu�� Uka�me si to p�i �e
en� n�sleduj�c� �lohy�

�loha �

Hr��i A a B st��dav� losuj� �s vracen�m� kouli ka�d� ze sv� urny� Vy	
hr�v� ten� kdo vylosuje jako prvn� �ervenou kouli� Hr�� A bude losovat
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prvn� a v jeho urn� jsou dv� b�l� koule a jedna koule �erven�� Kolik nejm�n�
koul� mus� b�t v urn� hr��e B� aby oba hr��i m�li v takov� h�e stejnou

anci zv�t�zit%

�e�en�� Ozna�me u pravd�podobnost vylosov�n� �erven� koule z urny hr��e
B� Na obr� � je hrac� pl�tno a odpov�daj�c� stochastick� graf�

�����
Obr� 	a Obr� 	b

Maj�	li m�t oba hr��i stejnou 
anci zv�t�zit� znamen� to� �e ka�d� z nich
zv�t�z� ve h�e s pravd�podobnost� �

�
� Kdy zv�t�z� hr�� A% Uva�me dva

p��pady�
� v prvn�m losov�n� vylosuje hr�� A �ervenou kouli �to nastane s pravd�	

podobnost� �

�
� viz obr� �b� a �gurka se dostane do uzlu �A  

� v prvn�m losov�n� vylosuje hr�� A b�lou kouli� pak hr�� B vylosuje tak�
b�lou kouli �pravd�podobnost tohoto jevu je �

�
� �
 � u�� a �gurka se

vr�t� do uzlu �s � co� znamen�� �e se situace vr�t� na za��tek�
Z t�chto fakt� a z obr� �b vypl�v�� �e dost�v�me rovnici
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�


�

!
�
�
� �
 � u� � 


�
� a tedy u �



�
�

Odtud je z�ejm�� �e hra bude spravedliv�� pokud urna hr��e B bude
obsahovat jednu b�lou a jednu �ervenou kouli�
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N�kolik �loh pro v�uku
in�nitezim�ln�ho po	tu na gymn�ziu

JAN BENE�

Gymn�zium Jihlava

Relativn� n�zk� po�et hodin v�uky matematiky na gymn�ziu vede vy	
u�uj�c� matematiky a veden� ka�d� jednotliv� 
koly ke zv��en�� zda do

koln�ho programu neza�adit nebo za�adit� a v jak�m rozsahu� v�uku t�	
mat in�nitezim�ln�ho po�tu� Tento �l�nek m� podpo�it n�zor� �e je velmi
vhodn� poskytnout alespo� zv�dav�m student�m ji� na gymn�ziu p�im�	
�en� informace o diferenci�ln�m a integr�ln�m po�tu� Pro kvalitn� studenty
gymn�zi�� by' se v budoucnu podle sv�ho z�jmu a mo�nost� budou v�novat
r�zn�m odborn�m zam��en�m� jsou vhodn� p�inejmen
�m ze dvou d�vod��

P�edn� p�im��en� pou��v�n� in�nitezim�ln�ho po�tu na gymn�zi�ch mi	
mo ve
kerou pochybnost obohacuje my
len� studenta� p�in�
� mu nov� n�	
stroje na �e
en� probl�m� �nap�� pr�ce s �nekone�n� mal�mi� veli�inami�
a vede k n�r�stu kompetenc� studenta pro �e
en� mnoh�ch �loh� kter�
dosud �e
it nemohl� nebo �e
il p��li
 zdlouhav��

Druh� a velmi z�va�n� d�vod spo��v� v tom� �e in�nitezim�ln� po�et
p�in�
� mo�nost v�znamn�ch praktick�ch aplikac� matematiky� kter� stu	
dent�m potvrzuj�� �e matematika je v�da pro praxi velmi u�ite�n��

K dan�mu t�matu bylo u� naps�no mnoh�� Na podporu tvrzen� vyslo	
ven�ch v p�edchoz�ch dvou odstavc�ch uv�d�m d�le �e
en� n�kolika osv�d	
�en�ch praktick�ch �loh z matematick�ho semin��e� kter� vedu na na
em
gymn�ziu� Semin�� prob�h� ve �tvrt�m ro�n�ku a �lohy jsou za�azov�ny
na z�v�r systematizace u�iva z diferenci�ln�ho a integr�ln�ho po�tu�

N�kter� z nich navazuj� na v�uku fyziky a t�m tak� prohlubuj� mezi	
p�edm�tov� vztahy�

�� U�it� derivac�

�loha �
Vypo�t�te tvar osov�ho �ezu plechov� konzervy tvaru rota�n�ho v�lce

o dan�m objemu V � 
 litr tak� aby plech pou�it� k v�rob� m�l minim�ln�
hmotnost�
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�e�en�� Konzervu si modelujme jako v�lec� kde x je polom�r podstavy a v
v�
ka v�lce� Z plechu se vyr�b�j� podstavy �dna konzervy� a pl�
' �boky
konzervy�� celkov� povrch je tedy

S � ��x� ! ��xv� �
�

Je
t� vyu�ijeme znalosti objemu� Pro objem V plat�

V � 
 � �x�v�

odkud v �



�x�
� Po dosazen� do �
� m�me povrch

S � ��x� ! ��x


�x�

� ��x� !
�
x

���

a chceme� aby byl co nejmen
�� A nyn� se obr�t�me na p�edstavivost stu	
dent�� P�edstavte si� �e v�
ka v je velmi mal�� pak by konzerva vypadala
jako velk� disk a plechu by bylo pot�eba hodn�� Kdy� budeme polom�r
zmen
ovat� bude se v�
ka konzervy zv�t
ovat� ale povrch S se bude nej	
prve zmen
ovat� ale pak bude povrch zase r�st� nebo' kdyby byl polom�r
nap�� u� jen 
 cm� byla by konzerva vysok� a jej� povrch S zase u� velik��
N�kde mezi t�mito �krajn�mi� p��pady je S nejmen
�� Pro praktick� �lohy
tohoto typu plat��

Jestli�e z praktick� povahy �lohy plyne� �e nastane pr	v
 jeden extr�m�
a jak� je to extr�m �maximum nebo minimum� a existuje jedin� stacio

n	rn� bod� pak tento extr�m nastane ve zji�t
n�m bod
�

Pro vy�e
en� �lohy tedy sta�� derivaci
dS
dx

� polo�it rovnu nule a naj�t

�e
en� t�to rovnice� Podle ��� je�
dS
dx

�
��x� �

x�
� #�

��x� � 
�

x� � �

r



��
�

Nyn� zjist�me odpov�daj�c� v�
ku v��

�&� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



v� �


�x�
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�

�

p
����� � � � � � � �

r



��
� �x��

Z	v
r� Osov�m �ezem konzervy je �tverec�
Studenti se mohou d�le zaj�mat o probl�m� Jak� je tvar osov�ho �ezu�

kdy� plech na boc�ch konzervy je dvakr�t siln�j
� ne� na dnech�

�loha �
Kruhov� st�l o polom�ru r je osv�tlen bodov�m zdrojem sv�tla sv�ti	

vosti I � kter� vis� nad st�edem stolu� V jak� v�
ce v m� b�t zdroj zav�
en�
aby osv�tlen� na okraji stolu bylo pro dan� zdroj nejv�t
�%

�e�en�� Op�t nejprve se ��ky uva�ujeme� jak se podle jejich p�edstav bude
m�nit osv�tlen� okraje stolu� budeme	li zdroj sv�tla Z zvedat nad st�edem
stolu� Dosp�jeme k v�sledku� �e prakticky od temn�ho okraje stolu �je	
li zdroj ve v�
ce #� tj� p��mo na stole� se jeho osv�tlen� bude zv�t
ovat
k maximu a pak zase klesat� kdy� zdroj vystupuje velmi vysoko� �e tedy
maximum osv�tlen� existuje� Situace je zn�zorn�na na obr� 


��
��

Obr� �

P�ipome�me standardn� vztah pro osv�tlen� E bodu M okraje stolu od
bodov�ho zdroje Z sv�tivosti I vzd�len�ho l od bodu M �

E �
I cos�
l�

� ���

kde � je �hel� pod kter�m sv�tlo dopad� na okraj stolu �m��en� od kol	
mice�� Podle obr� 
 nyn� zavedeme ve vztahu ��� z�vislost osv�tlen� E na
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v�
ce x zdroje Z nad st�edem S stolu� Do ��� dosad�me za l a za cos��

l �
p
x� ! r�� cos� �

x

l
�

xp
x� ! l�

�

tak�e

E �
Ix

�x� ! r��
p
x� ! r�

� Ix�x� ! r���
�

� � f�x�� ���

Nyn� ur��me 
� derivaci funkce E � f�x� z rovnice ���� Plat�

dE
dx

� I

�
�x� ! r���

�

� � �
�
x�x� ! r���

�

� � �x

�
� � � � � I � r� � �x�

�x� ! r��
�

�

�

Pro zji
t�n� stacion�rn�ho bodu sta�� �itatel zlomku polo�it roven nule�
Proto�e x � #� dost�v�me jedin� stacion�rn� bod x� � �

�
r
p

�� co� je takov�
v�
ka zdroje nad stolem� �e osv�tlen� na okraji stolu je nejv�t
��

Toto o�ek�v�n� m��eme i form�ln� potvrdit n�sleduj�c� �vahou� Proto�e

pro x v intervalu x� �

�
# 

p
�

�
r

�
je

dE
dx

� #� funkce E � f�x� je na tomto

intervalu rostouc�� Pro x �

p
�

�
r je

dE
dx

� #� a proto je funkce f�x� zde

klesaj�c�� Okraj stolu bude tedy skute�n� osv�tlen nejv�ce� bude	li bodov�
zdroj sv�tla ve v�
ce

x� �

p
�

�
r� ���

Pro p�edstavu o optim�ln� v�
ce zdroje vypo�t�me velikost �hlu �� Z ���
vid�me� �e

x�

r
�

p
�

�
� cotg��

odkud �
�
� ������� Pomoc� ��� m��eme dopo��tat hodnotu extr�mn�ho

osv�tlen�� v p��pad� z�jmu student� i s konkr�tn�mi hodnotami r a I �

�� U�it� integr�l�

�loha �
Ur�ete tlakovou s�lu vody na svislou p�ehradn� hr�z tvaru obd�ln�ka

d�lky a metr�� v�
ky pono�en� ��sti hr�ze h metr�
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�e�en�� Pro tuto �lohu je v�hodn�� �e �ada student� m� zku
enosti s kou	
p�n�m ve vodn�ch n�dr��ch� Proto z�jem o v�po�et s�ly� kterou p�sob�
vodn� masiv na p�ehradn� hr�z� je celkem p�irozen�� Existuje v�ce cest� jak
�lohu vy�e
it� Zde je jedna z nich�

Uv���me� �e hydrostatick� tlak p z�vis� na hloubce x pod hladinou podle
vztahu p � �gx� kde � je hustota vody a g t�hov� zrychlen��

Rozd�l�me p�ehradn� hr�z na vodorovn� obd�ln�kov� prou�ky d�lky a�
o 
��ce �tj� v�
ce� (x a obsahu (S � a(x �obr� ���

��
��

Obr� �

Na ka�d� takov� prou�ek p�sob� tlakov� s�la

F � �gx(S � a�gx(x� �&�

Vztah ��� vyjad�uje p��sp�vek jednoho prou�ku k integr�ln�mu sou�tu� Pro
(x� # lze vztah �&� vyj�d�it ve tvaru diferenci�ln�m� tj�

dF � a�gxdx�

tak�e tlakov� s�la na celou p�ehradn� hr�z je

F � a�g
Z h

�

xdx �


�
a�gh��

V�sledek jist� nep�ekvap�� jsme	li si v�domi line�rn� z�vislosti hydrosta	
tick�ho tlaku na v�
ce vodn�ho sloupce�

Pozn	mka� Je t�eba� aby studenti z�skali o v�sledku n�jakou konkr�tn�
p�edstavu� T�eba takto� Pro celkem malou p�ehradu� kde a � "# m� h �
� 
& m� � � 
#� kg)m�� g � $�"
 m)s�� je

F � #�� � "# � 
#� � $�"
 � 
&� N
�
� 
#� N

�co� je p�ibli�n� t�ha ��" kg zlata��
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�loha 	
Zjist�te tvar� kter� m� povrch ide�ln� kapaliny �p�ibli�n� voda� rotuj�c�

konstantn� �hlovou rychlost� spolu s v�lcovou n�dobou kolem jej� svisl�
osy�

�e�en�� Pro p�ibl��en� �lohy vyu�ijeme b��n� zku
enosti student� s m�ch�	
n�m n�poj�� Ur�it� pozorovali zm�nu tvaru povrchu a ur�it� �e
ili i situace�
kdy p�i p��li
 usilovn�m m�ch�n� n�poj p�etekl okraj n�doby� Vra'me se
k zad�n�� Aby bylo mo�n� d�j pozorovat� je v�hodn� si p�edstavit pr�hled	
nou rotuj�c� n�dobu� Vzhledem k symetrii m��eme probl�m �e
it v osov�m
�ezu� Kapalina v klidu m� podle n�doby tvar v�lce �obr� ��� Polom�r pod	
stavy v�lcov�ho sloupce kapaliny ozna�me r�

������
���	
��
����

Obr� 	 Obr� �

P�ech�z�	li v�lcov� n�doba z klidu do rotace s konstantn� �hlovou rych	
lost� �� m�n� se tvar povrchu kapaliny v�dy tak� �e v�sledn� s�la F na
ka�dou povrchovou struktur�ln� ��stici kapaliny je kolm� na te�nu k po	
vrchov� k�ivce proch�zej�c� zm�n�nou ��stic��

Zavedeme soustavu sou�adnic �podle obr� �� a tvar povrchu rotuj�c�
kapaliny v osov�m �ezu hledejme jako graf funkce y � f�x�� Vybereme
jednu z povrchov�ch struktur�ln�ch ��stic� jej� hmotnost ozna��me m� t�	
hov� zrychlen� g� polohu ��stice vyj�d��me sou�adnicemi �x y�� Sm�rnici
uva�ovan� te�ny m��eme vyj�d�it jako

k �
dy
dx

� f ��x� � tg�� ���
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Na ��stici p�sob� t�hov� s�la o velikosti FG � mg a setrva�n� odst�ediv�
s�la o velikosti F� � mx��� kde x je polom�r ot��en� vybran� povrchov�
struktur�ln� ��stice �tj� jej� x	ov� sou�adnice��

Z vektorov�ho silov�ho rovnob��n�ku je

tg� �
F�

FG
�
mx��

mg
�
��

g
x� �"�

Ze ��� a �"� dostaneme
dy
dx

�
��

g
x

a po �prav� obdr��me

dy �
��

g
xdx�

Po integraci dost�v�me rovnici paraboly

y �
��

�g
x� ! C� �$�

Dosazen�m x � # do rovnice �$� zjist�me v�znam konstanty C je to y	ov�
sou�adnice h vrcholu paraboly� tak�e rovnice paraboly je

y �
��

�g
x� ! h �
#�

V prostoru se jedn� o rota�n� paraboloid� Vid�me� �e koe�cient v kvadra	
tick�m �lenu p��mo z�vis� na druh� mocnin� �hlov� rychlosti� co� souhlas�
s na
� zku
enost�� ��m rychleji m�ch�me� t�m v�ce se jamka v tekutin� pro	
hlubuje a okraje tekutiny se bl��� k okraji n�doby�

Trv�	li z�jem student� o danou �lohu� m��eme pokra�ovat hled�n�m
souvislosti rozm�r� n�doby� v�
ky h� hladiny kapaliny v klidu a polohy
v�znamn�ch bod� rotuj�c� kapaliny� tzn� vrcholu paraboly �# h� a nejvy
	

�ch bod� �nejvy

� kru�nice� rotuj�c� kapaliny sta�� jeden� �r h���

Podle z�kladn�ch z�kon� hydromechaniky jsou obsahy �ez� kapaliny
v klidu i p�i rotaci stejn�� Obsah �ezu kapaliny v klidu je S� � �h�r
a obsah �ezu rotuj�c� kapaliny

S� � �
Z r

�

f�x�dx � �
Z r

�

�
��

�g
x� ! h

�
dx � �

�
��

�g
� x

�

�
! hx

�r
�

�

�
��

�g
r� ! �hr�
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Z rovnosti S� � S� vych�z�

�h�r �
��

�g
r� ! �hr�

z �eho�

h �


�

�
�h� � ��

�g
r�
�
�

Rovnici �
#� tak lze vyj�d�it v kone�n�m tvaru

y �
��

�g
x� ! h� � ��

&g
r�� �

�

Z �

� ji� pak lehce dopo��t�me� kde jsou nejvy

� struktur�ln� ��stice
rotuj�c� kapaliny�

h� � f�r� �
��

�g
r� ! h� � ��

&g
r� � h� !

��

�g
r��

Pozn	mka� Ur�it� je velmi vhodn� v�sledky v�ce p�ibl��it a spolu se stu	
denty je o�ivit dosazen�m konkr�tn�ch hodnot�

�� Jednoduch
 diferenci�ln� rovnice

�loha �
Do banky byl vlo�en po��te�n� kapit�l K�� Jakou hodnotu Km m�

kapit�l na konci m	t�ho roku p�i spojit�m �ro�en�� je	li p �rok p� a� �ro�n��
v * a u da� z �roku tak� v *� �Pro formulaci a �e
en� �lohy je pou�ita
terminologie a symboly z u�ebnice �����

�e�en�� +vodem k �e
en� �lohy je diskuse se studenty o jejich zku
enostech
s �ro�en�m vklad�� s frekvenc� �ro�en�� s �roky v na
ich bank�ch a s v�nosy
z vklad�� P�ipomeneme� �e v ,R je �rok zda�ov�n 
� * sazbou� tj� u � 
��

Shrneme �vodn� poznatky student� o �ro�en�� na konci prvn�ho roku
p�i ro�n�m �ro�en� je hodnota kapit�lu

K� � K� !
p


##
K� � p


##
� u


##
K� � K�

h

 !

p


##

�

� u


##

�i
�
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Ozna�me ro�n� m�ru �ro�en� i � p

���
a zda�ovac� koe�cient k � 
 � u

���
 

pak
K� � K��
 ! ik� �
��

a p�i m�s��n�m �ro�en�

K� � K�

�

 !

i


�
k

���

� �
��

Uve�me p��klad� Uva�ujme vklad K� � �# ### K�� i � #�#�� k � #�"� �p�i
sou�asn�m zda�ov�n� �rok� v ,R patn�ctiprocentn� sazbou je zda�ovac�
koe�cient #�"��� Pak podle �
�� je K� � �
 ����## K� a podle �
�� je
K� � �
 �$#�## K��

Obecn�ji� bude	li �ro�en� prob�hat b�hem roku r	kr�t� bude K� �
� K�

�

 ! i

r
k
�r

� �V na
em p��kladu nap�� pro r � 
## je K� �
� �
 �$
��� K���

Po m letech m�me

Km � K�

��

 !

i

r
k

�r�m
� �
��

Nyn� hledejme Km p�i spojit�m �ro�en�� O takov�m �ro�en� mluv�me
tehdy� jestli�e se d�lka �rokovac�ch obdob� neomezen� zkracuje a jejich
po�et roste nade v
echny meze�

Ozna�me y pr�b��nou velikost kapit�lu a t � h# mi �as �jednotkou je

 rok�� P��r�stek kapit�lu za dobu (t je (y � yik(t� co� lze v diferenci	
�ln�m tvaru zapsat jako

dy � yikdt �
��

a to je zvl�
tn� p��pad diferenci�ln� rovnice

y� � ay� �
&�

kde a je konstanta a y je nezn�m� funkce� -e
�me ji separac� prom�nn�ch
a integrov�n�m pokra�ujme v �e
en� rovnice �
���

dy
y

� ikdt�

�ln jyj�Km

K�
� �ikt�m� �
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kde ln je ozna�en� p�irozen�ho logaritmu� tj� logaritmu p�i z�kladu e �Eu	
lerovo ��slo�� a d�le

lnKm � lnK� � ikm�

ln
Km

K�

� ikm� �
��

Km

K�

� eikm�

Km � K� eikm � �
"�

�V na
em p��kladu je podle tohoto vzorce nyn� K� � �
 �$
��# K�� Porov	
nejte v�sledky��

P�idejme je
t� p��klad na pou�it� vzorce �
"�� Jak dlouho by kapit�l
�# ### K� musel b�t v bance spojit� �ro�en� aby vzrostl na �� ### K�%
Z rovnice �
"� resp� �
�� vypo�teme m�

m �


ik

ln
Km

K�

 

po dosazen� ik � #�#� � #�"�� K� � �# ###� Km � �� ### dostaneme m
�
�

�
� ����� tj� asi � a �)� roku�

Uka�me si je
t� jin� postup p�i odvozen� vzorce �

� pomoc� limitn�ch
�vah vych�zej�c�ch ze vzorce �
��

Km � lim
r��

K�

��

 !

i

r
k

�r�m
� K� lim

r��

��

 !

i

r
k

�r�m
�

Chceme nyn� pou��t znalosti� �e

lim
r��

�

 !



n

�n
� e� �
$�

a tak pokra�ujeme v �prav�ch�

Km�K� lim
r��

��

 !

ik

r

� r

ik

	ikm
� K�

�
lim
r��

�

 !

ik

r
k

� r

ik

	ikm
� K� eikm�

nebo' plat�� �e pro r � !� tak� n � r
ik
� !�� tak�e v hranat� z�vorce

je lev� strana rovnosti �
$�� Vid�me� �e jsme dostali t�� v�sledek �
"��
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�loha �
Odvo�te z�kon radioaktivn� p�em�ny� porovnejte rozpadov� vlastnosti

radia a radonu�

�e�en�� Toto je dal
� p��le�itost� jak v p�im��en�m pojet� aplikovat jedno	
duchou diferenci�ln� rovnici� Nejprve je vhodn� se studenty prohovo�it� jak
jsou v sou�asn� dob� ot�zky radioaktivity v�znamn� a jak aktu�ln� jsou
ve vztahu k �ivotn�mu prost�ed��

Ozna�me N� po�et nerozpadl�ch jader atom� na po��tku popisu rozpa	
dov�ho procesu ve vzorku p�irozen� radioaktivn� l�tky� jinak �e�eno v �ase
t � # s je N� po�et nerozpadl�ch jader atom�� V �ase t ozna�me po�et
nerozpadl�ch jader atom� N�t��

J�dra atom� radioaktivn� l�tky se rozpadaj� tak� �e rychlost rozpadu
v okam�iku t je p��mo �m�rn� po�tu nerozpadl�ch jader atom� N�t� p��	
tomn�ch v okam�iku t� Po�et jader atom� je p�irozen� ��slo� tedy v realit�
nen� funkce N�t� spojit� �obr� ��� Ukazuje se v
ak� �e kdy� pova�ujeme
funkci N�t� za spojitou �dokonce diferencovatelnou�� odpov�d� model pro	
cesu realit� velmi p�esn� �pro velk� N se N�t� chov� t�m�� jako spojit�
funkce��

���
������

Obr� �

Vyj�d��me	li� �e za �as dt se rozpadne dN jader� m��eme ps�t

dN
dt

� ��N�t��

kde konstanta �m�rnosti � je p�em
nov	 konstanta charakterizuj�c� roz	
padov� vlastnosti uva�ovan� radioaktivn� l�tky� Popisujeme rychlost� se
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kterou se j�dra atom� rozpadaj�� proto znam�nko na prav� stran� je mi	
nus �nerozpadl�ch jader ub�v��� Tato rovnice je op�t typu �
&��

+pravou z�sk�me


N

dN � ��dt

a zvol�me	li konstantu p�i integraci ve vhodn� �logaritmick�� podob�� bude

N�t� � C � e��t �

Z po��te�n�ch podm�nek pak dost�v�me

N� � C � e���� � C�

a z�kon radioaktivn� p�em�ny je�

N�t� � N� � e��t � ��#�

Ze z�kona p�esv�d�iv� vypl�v�� �e nerozpadl� j�dra ub�vaj� s �asem podle
exponenci�ln� funkce� Tomu odpov�d� i gra�ck� podoba z�kona �obr� &��

���
���

Obr� �

N�kdy je n�zorn�j
� charakterizovat p�irozen� radioaktivn� l�tku polo	
�asem rozpadu T jako dobou� za kterou se rozpadne pr�v� polovina atom�
vzorku� Potom

N�

�
� N� � e��T

a odtud

� �
ln �
T

� T �
ln �
�
�
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Z�kon radioaktivn� p�em�ny pak m��eme vyj�d�it

N�t� � N� � e� t

T
ln � � N� � ��

t

T � ��
�

Pro ilustraci spo��tejme� kolik procent z p�vodn�ho po�tu jader radia
��Ra��� s polo�asem rozpadu T � 
�$# rok� se rozpadne za 
## let�

Pro radium je tedy � � ln �

��	�
� ���	�

��	�

�
� #�### �� a d�le N�
##� �

� N� � e������ �
� #�$�� � N�� B�hem 
## let se rozpadne pouze ��� *

uveden�ho radia�
Pro porovn�n� nyn� zjist�me� za jak dlouho by nastal stejn� pokles u ra	

donu ��Rn��� s polo�asem rozpadu T � ��"�� dne�
Z podoby ��
� z�kona radioaktivn� p�em�ny vypl�v�

t � �T � ln N
N�

ln �
� ���"�� � ln #�$��

ln �
�
� #���� dne�

U radonu by tedy stejn� pokles nastal p�ibli�n� za � hodin a �$ minut�

L i t e r a t u r a


�� Tr�vn�	ek� S�� Matematick� anal�za I� �http�kag�inf�upol�cz��

�� Berman� G� N�� Zbierka �loh z matematickej anyl�zy�  NTL� Bratislava �����

	� Kriegelstein� E�� U!it� diferenci�ln�ho po�tu� RMF� r� �� ���������� �� ��

�� Odv�rko� O�� "lohy z #nan�n� matematiky pro st�edn� �koly� Prom�theus� Praha

�����

�� Ponomarev� K� K�� Sostavlenije di$erencialnych uravn�nij �rusky�� IV � Minsk �����

Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv�d�me zad�n� dal
� dvojice �loh na
� pravideln� rubriky� Jejich �e
en�
m��ete zaslat nejpozd�ji do 
#� �� �#
# na adresu� Redakce �asopisu MFI�
t�� 
�� listopadu 
�� ��
 �& Olomouc� Jejich �e
en� lze zaslat tak� elek	
tronickou cestou �pouze v
ak v TEXovsk�ch verz�ch� p��p� v MS Wordu�
na emailovou adresu� m��upol�cz� Zaj�mav� a origin�ln� �e
en� �loh r�di
uve�ejn�me�
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�loha ���

P�ipravuje se oslava narozenin� na kterou je pozv�n lich� po�et host��
V m�stnosti je pro n� p�ichyst�n odpov�daj�c� po�et �idl� rozm�st�n�ch
u n�kolika stol�� Hostitel si p�ed za��tkem oslavy v
iml zaj�mav� v�ci�
V
echny hosty lze ve druh� polovin� ve�era p�esadit tak� �e ��dn� z nich
nebude sed�t u stejn�ho stolu jako p�ed p�esazen�m� Kdyby v
ak hostitel
p�ed p��chodem host� srazil k sob� libovoln� dva stoly i s jejich �idlemi
a ud�lal z nich jeden spole�n� st�l� takov� p�esazen� ji� nebude mo�n��
Kolik stol� je v m�stnosti%

Marek Pechal

�loha ���

Dv� shodn� kru�nice k a l se prot�naj� v bodech A� B� Ozna�me Y obraz
libovoln�ho bodu X �� fA�Bg kru�nice k v oto�en� se st�edem v bod� A�
kter� p�ev�d� kru�nici k na kru�nici l� Doka�te� �e p��mka XY proch�z�
bodem B�

Pavel Leischner

D�le uv�d�me bilanci za uplynul� �
&�� ro�n�k t�to rubriky� kter� je
z�rove� 
est�m ro�n�kem dal
�ho cyklu dlouhodob� sout��e� Redakce ob	
dr�ela celkem $� �pln�ch nebo ��ste�n�ch �e
en� od �
 jednotlivc� �alespo�
jednu vy�e
enou �lohu druh�ho cyklu p�itom zaslalo 
�# �e
itel��� Za ka�	
dou �pln� vy�e
enou �lohu �e
itel obdr�el & bod�� za ��ste�n� vy�e
enou
� body k	n�sobn�m laure�tem t�to rubriky se stane �e
itel� kter� z�sk�
od 

� ro�n�ku alespo� k	n�sobek ��sla $� �rubrika byla zalo�ena v roce

$$���

Po�ad� �e
itel� po 
est�m ro�n�ku druh�ho cyklu dlouhodob� sout��e�

� Anton Hn	th z Moravan ���" b��� �� Vladim�r Pavel z Blovic �
�$ b���
�� Miroslav H�bsch z Prahy � �
�& b��� �� Karol Gajdo� z Trnavy �
�" b���
�� Jozef M�sz	ros z Jelky �
�& b���

Pavel Cal	bek
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