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V p��sp�vku studujeme pohyb t��i�� prom�nn�ch troj�heln�k� maj�c�ch
pevnou stranu a pevnou kru�nic� opsanou	 Pojem t��i�t� p�itom ch
peme
dvoj�m zp�sobem	 V prvn�m p��pad� jako t��i�t� zn
m� ze �kolsk� geo�
metrie
 v druh�m p��pad� jako t��i�t� ��hmotn�ho�� obvodu mnoho�hel�
n�ku
 tj	 jako t��i�t� dr
t�n�ho modelu mnoho�heln�ku	 V prvn�m p��pad�
jde o jednoduchou �lohu
 kterou mohou zvl
dnout i �
ci z
kladn�ch �kol	
V druh�m p��pad� jde o pom�rn� slo�it�
 ale zato mnohem zaj�mav�j��
probl�m	 Jeho postupn� se rozv�jej�c� �e�en� bude p�in
�et nov� a nov� po�
hledy na tento probl�m	 Jedn�m z nich je odhalen� souvislosti �e�en� �lohy
s �pavou��� k�ivkou v�znamn�ho mal��e a matematika Albrechta D�rera	

Prost�edky
 kter� k �e�en� �loh pou��v
me
 jsou Cabri�geometrie a pro�
gramy po��ta�ov� algebry	 P��sp�vek je roz���enou �eskou verz� prvn� �
sti
n�meck�ho �l
nku ���	

�� T��i�t� troj�heln�k� s pevnou kru�nic� opsanou a s pevnou
stranou

Zvol�me kru�nici k se st�edem S
 polom�rem r a s t�tivou AB	 Na��
�lohou bude zkoumat dr
hu t��i�� v�ech prom�nn�ch troj�heln�k� ABC

se stranou AB a s vrcholem C na kru�nici k	
Za�neme jednodu��� �lohou
 kdy strana AB je pr�m�rem kru�nice k

�obr	 ��	 Podle Thaletovy v�ty jde o pravo�hl� troj�heln�ky ABC se spo�
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le�nou p�eponou AB a vrcholem C na kru�nici k	 T��nice tC z vrcholu C
proch
z� st�edem strany AB
 tj	 st�edem kru�nice k	 V jedn� t�etin� t���
nice tC od st�edu S le�� t��i�t� troj�heln�ku ABC	 T��i�t� T m
 tedy od
st�edu S vzd
lenost rovnou �

�
r a pohybuje se po kru�nici k� soust�edn�

s kru�nic� k o polom�ru �

�
r	

�����
����	

Obr� � Dr�ha t�	i
� T prom�nn�ch pravo�


hl�ch troj
heln�k� ABC

Obr� � Dr�ha t�	i
� T prom�nn�ch obec�

n�ch troj
heln�k� ABC

M��eme p�ej�t k druh�mu p��padu
 kdy t�tiva AB neproch
z� st�edem S

kru�nice �obr	 ��	 T��nice tC z vrcholu C proch
z� op�t st�edem stranyAB

na obr	 � je to bod M 	 T��i�t� T 
 podobn� jako v prvn�m p��pad�
 le�� na
t��nici tC v jedn� t�etin� vzd
lenosti od bodu M 	 T��i�t� T dostaneme
tak jako obraz vrcholu C ve stejnolehlosti se st�edem M a s koe�cientem
�

�
	 Oba obr
zky � a � je mo�no snadno konstruovat i se �
ky z
kladn�ch

�kol	
Po t�chto dvou jednoduch�ch �loh
ch �zah��vac�ho� kola p�ejdeme

k �loh
m
 v nich� t��i�t� troj�heln�ku nahrad�me t��i�t�m jeho hranice	
P�edem v�ak mus�me vysv�tlit
 jak se t��i�t� hranice troj�heln�ku sestroj�	

�� T��i�t� hranice troj�heln�ku

Hranici troj�heln�ku m��eme vymodelovat pomoc� dr
tu	 M��eme si
p�edstavit
 �e hranice troj�heln�ku vznikne �spojen�m� t�� rovn�ch kus�
dr
tu stejn� tlou��ky vyroben�ch ze stejn�ho materi
lu	 Ka�d� z t�chto
dr
t� m
 sv� hmotov� t��i�t�
 kter� se nach
z� ve st�edu tohoto dr
tu	
P�i ide
ln�ch podm�nk
ch si m��eme p�edstavit
 �e hmotnosti t�chto dr
t�
jsou �m�rn� d�lk
m t�chto dr
t�	 V geometrii si m��eme dokonce p�edsta�
vit
 �e se tyto �hmotnosti� rovnaj� p��mo d�lk
m t�chto dr
t� �p�i tom se
dohodneme
 �e jednotky nebudeme uv
d�t�	 T��i�t� �hmotn�ho� hranice
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troj�heln�ku A�B�C � si proto p�edstav�me jako hmotov� t��i�t� soustavy
t�� hmotn�ch bod� A
 B
 C
 kter� le�� ve st�edech strana A�B�
 B�C �
 C �A�

a maj� hmotnosti rovn� d�lk
m t�chto stran �obr	 ��	

����
�����	
�

Obr� � T�	i
t� hranice troj
heln�ku A�B�C� zav�d�me jako hmotov� t�	i
t� soustavy

st�ed� jeho stran B�C�� C�A�� A�B� s hmotnostmi rovn�mi d�lk�m t�chto stran

Ne� uvedeme konstrukci hmotov� t��i�t� t�� hmotn�ch bod�
 vysv�t�
l�me si
 jak sestroj�me hmotov� t��i�t� dvou hmotn�ch bod�	 Konstrukce
je zalo�ena na principu nerovnoramenn�ch vah	 M
me�li nap�	 soustavu
dvou hmotn�ch bod� A � A���
 B � B�����
 m��eme tuto soustavu na�
hradit jedin�m hmotn�m bodem T � T ��� o celkov� hmotnosti � � �� �

kter� d�l� �se�ku AB v pom�ru � � � po��taje od bodu A �obr	 ��	 Pokud
sestrojujeme toto t��i�t� se �
ky z
kladn�ch �kol
 je vhodn� upozornit
 �e
t��i�t� je bl��e tomu bodu
 kter� m
 v�t�� hmotnost	

���������	
�
Obr� � T�	i
t� dvojice hmotn�ch bod�

A���� B����

Obr� � T�	i
t� trojice hmotn�ch bod�

A���� B���� C����

�� Z�pis A � A��� znamen�� 	e bod A m� hmotnost �� Podobn� z�pis B � B���
znamen�� 	e bod B m� hmotnost ��
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M
me li soustavu t�� hmotn�ch bod� A � A���
 B � B���
 C � C� �

sestroj�me nejd��ve hmotov� t��i�t� TAB � TAB��� bod� A
 B a pak hmo�
tov� t��i�t� TABC � TABC ���� bod� TAB a C �obr	 ��	 Snadno se p�e�
sv�d��te �r�sov
n�m nebo pomoc� Menelaovy v�ty�
 �e v�sledek nez
vis�
na tom
 pro kter� dva body sestroj�me t��i�t� nejd��ve	

Je�li d
n nap�	 troj�heln�k A�B�C � o stran
ch jA�B�j �  
 jB�C �j � �

jC �A�j � �
 pak t��i�t� jeho hranice sestroj�me takto� Najdeme st�ed A

strany B�C � a p�i�ad�me mu hmotnost �
 tj	 d�lku strany B�C � a ozna��me
jej A���	 Podobn� najdeme body B � B��� a C � C���	 Nakonec najdeme
t��i�t� soustavy hmotn�ch bod� A�
 B�
 C � �obr	  �	

����
����
Obr� � Sestrojen� t�	i
t� hranice troj
heln�ku

!loha pro �ten
�e

Uva�ujte rovnoramenn� troj�heln�k se z�kladnou d�lky � a v��kou k z��
kladn� v	 Zjist�te
 kdy je t��i�t� tohoto troj�heln�ku bl��e z�kladn� ne� t��
�i�t� jeho hranice	

!lohu m��ete �e�it po�etn� nebo gra�cky pomoc� Cabri�geometrie �nebo
jin�ho interaktivn�ho geometrick� programu�	 V p��pad� pou�it� Cabri�
geometrie doporu�ujeme vytvo�en� vlastn� makro�konstrukce pro sestrojo�
v
n� t��i�t� hranice troj�heln�ku	

	� T��i�t� hranice troj�heln�ku s pevnou kru�nic� opsanou
a s pevnou stranou

Za�neme
 podobn� jako v odstavci �
 s pravo�hl�mi troj�heln�ky ABC
s pevnou p�eponou AB	 Budeme hledat dr
hu t��i�� hranic v�ech prom�n�
n�ch troj�heln�k� ABC	 D�lku p�epony AB zvol�me rovnou �	
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Sestroj�me ji� zn
m�m zp�sobem pro libovoln� pravo�hl� troj�heln�k
ABC t��i�t� TO jeho hranice	 Pak najdeme dr
hu
 kterou toto t��i�t�
opisuje p�i pohybu bodu C po kru�nici k nad pr�m�rem AB��	

V�sledkem je k�ivka
 kter
 m
 tvar �osmi�ky� �obr	 "�
 a p�ipom�n

tzv	 Bernoulliovu lemnisk
tu��	 Do�kali jsme se v�ak prvn�ho zklam
n�	
Uk
zalo se
 �e Bernoulliova lemnisk
ta je �ir��
 ne� na�e osmi�ka	 Vid�me
to na obr	 #	

�����
����	

Obr� � Osmi�kov� dr�ha t�	i
� hranic

prom�nn�ch troj
heln�k� ABC

Obr� � Bernoulliova lemnisk�ta je 
ir
� ne	

osmi�kov� dr�ha

V tomto st
diu jsme se pokusili zjistit
 jakou k�ivkou je na�e �osmi�ka�	
Vrcholy A
 B jsme um�stili do bod� ��� $� a ���� $�	 Pomoc� po��ta�ov�ho
programu Maple jsme po jist�m �sil� do�li k rovnic�m

��x� � y� � y��� � x� � y� a ��x� � y� � y��� � x� � y� ���

Kdy� jsme nakreslili tyto k�ivky
 dostali jsme zcela neo�ek�van� v�sle�
dek	 Dostali jsme dv� k�ivky	 Na�e �osmi�ka� je jen jejich malou sou�
st�
�obr	 ��	

�� M�	eme samoz�ejm� pou	�t Cabri�konstrukce �Mno	ina�� Prov�d�me�li tuto kon�
strukci se 	�ky�studenty� je didakticky v�hodn�j
� pou	�t Cabri�konstrukci �Stopa
ano�ne�� Ne	 nakresl�me celou stopu� nech�me 	�ky�studenty odhadovat� jak� v�sledek
dostaneme�
�� Viz nap�� http ��mathworld�wolfram�com�Lemniscate�html
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Obr� ! K�ivky zn�zor"uj�c� rovnice ���

D�vod
 pro� jsme dostali takov� neo�ek
van� v�sledek
 je v�ak vcelku
jasn�	 K sestrojen� t��i�t� hranice troj�heln�ku pot�ebujeme zn
t d�lky
jeho stran	 Ale ty jsou vyj
d�eny pomoc� odmocnin
 kter� pak odstra%u�
jeme umoc%ov
n�m	 �To je tot��
 jako kdy� p�i �e�en� iracion
ln�ch rovnic
pou��v
me umoc%ov
n�
 a t�m dost
v
me nov� �nepat�i�n�� ko�eny	�

Vznikla n
m tak ot�zka�
Jak� geometrick� v�znam �pokud v
bec n�jak� existuje� maj� body na�

lezen�ch k�ivek
 kter� nepat�� na�im �osmi�k�m�&
Dostali jsme sp�snou my�lenku�
Uv�domili jsme si
 �e existuje je�t� jedna konstrukce t��i�t� hranice

troj�heln�ku� V dan�m troj�heln�ku ABC sestroj�me �p���kov�� troj�hel�
n�k
 jeho� strany spojuj� st�edy stran dan�ho troj�heln�ku	 St�ed kru�nice
vepsan� tomuto p���kov�mu troj�heln�ku je tzv	 Spieker
v st�ed troj�hel�
n�ku ABC	 A tento st�ed je z
rove% t��i�t�m hranice troj�heln�ku�� �obr	
�$�	 'ten
� se m��e o tom s
m snadno p�esv�d�it	 Nap�	 �se�ka CTAB
spojuj�c� body C a TAB je osou vnit�n�ho �hlu ACB
 proto�e bod TAB
d�l� stranu AB v pom�ru d�lek stran p�ilehl�ch stran AC a BC	

A na�e sp
sn
 my�lenka byla� Zkusme sestrojit st�edy kru�nic p�ipsa�
n�ch k p���kov�mu troj�heln�ku
 kter� nazveme vn�j�� Spiekerovy st�edy
troj�heln�ku ABC�

V�sledek byl� K�ivky popsan� rovnicemi ��� se skl
daj� z mno�iny v�ech
�ty� Spiekerov�ch st�ed�
 to je ze st�ed� vepsan�ch a p�ipsan�ch kru��
nic p���kov�mu troj�heln�ku �obr	 ���	 Pro v�t�� p�ehlednost obr
zku jsou
vnit�ky t�chto kru�nic obarveny	

�� Viz nap�� http ��faculty�evansville�edu�ck��tcenters�class�spieker�html
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Obr� �# T�	i
t� hranice troj
heln�ku je st�edem kru	nice vepsan� p���kov�mu troj
hel�

n�ku

���
���
������

Obr� �� St�edy p�ipsan�ch a vepsan�ch kru	nic p���kov�ch troj
heln�k� vypln� k�ivky

z obr� !

Ale
 to je�t� nebyl konec	 Uk
zalo se
 �e k�ivky s rovnicemi ��� pat��
mezi tzv	 Pascalovy z�vitnice��	 Podrobn�ji se t�mito k�ivkami zab�val

�� V n�mecky mluv�c�ch zem�ch se naz�vaj� Pascalsche Schnecken� v anglicky mluv�c�ch
zem�ch Pascal snails� ve francouzsky mluv�c�ch zem�ch Lima�con de Pascal�
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ji� �tienn Pascal ���##(� ���
 otec dob�e zn
m�ho Blaise Pascala �� ��(
�  ��	 Av�ak je�t� p�ed n�m m��eme nal�zt tyto k�ivky u Albrechta D�rera
v jeho spise ��� z roku ����	 Vytv
�el je slo�en�m ot
�iv�ch pohyb� dvou
�se�ek	 Prvn� se ot
�� kolem pevn�ho bodu a druh
 kolem jej�ho druh�ho
koncov�ho bodu dvojn
sobnou rychlost�	 Konec druh� �se�ky opisuje n
m
ji� zn
mou z
vitnici	 Viz obr
zek �� p�evzat� z v��e spisu ���	 Obr
zek
trochu p�ipom�n
 pavouka
 a proto D�rer mluv� o �pavou��� �
�e �Spin�
nenlinie�	

����
����
��������

Obr� �� D�rer�v obr�zek �pavou��� k�ivky

Zvol�me�li v D�rerov� �pavou��� k�ivce �obr	 ��� d�lku v�t�� �se�ky rov�
nou � a d�lku krat�� �se�ky rovnou �p

�

 dostaneme obr	 ��	 Tato k�ivka je

shodn
 s horn� k�ivkou na obr	 �	 Mal� rozd�l je pouze v tom
 �e �
rkovan

kru�nice na obr	 �� nen� kru�nic� opsanou troj�heln�k�m ABC	

K�ivku z obr	 �� m��eme popsat tak� pomoc� komplexn�ch ��sel v Gaus�
sov� rovin�	 Kdy� kladnou re
lnou poloosu zvol�me svislou �sm��uj�c� na�
horu�
 pak Pascalovu z
vitnici m��eme popsat rovnic�

f�z� � z �
�p
�
z�� ���

kde z je komplexn� jednotka	
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Obr� �� Pascalova z�vitnice neboli D�rerova �pavou��� k�ivka popsan� rovnic� ���

Kdy� komplexn� ��sla z ob�haj� po jednotkov� kru�nici
 pak jejich obrazy
f�z� vypln� celou Pascalovu z
vitnici z obr	 ��	 To je d�sledek zn
m�
Moivreovy v�ty o umoc%ov
n� komplexn�ch ��sel	 Podrobnosti z�sk
 �ten
�
v �l
nku ���
 nebo v jeho roz���en� �esk� verzi ��� p�ipravovan� pro n
�
�asopis	

Pascalovy z
vitnice z obr	 � popsan� v kart�zsk�ch sou�adnic�ch rovni�
cemi ���
 m��eme popsat i pomoc� pol
rn�ch sou�adnic
 kde pol
rn� osa
vede svisle nahoru	 Dostaneme jednoduch� rovnice�

� � cos�� �p
�

a � � � cos�� �p
�

���

M��ete si v�imnout
 �e ��slo �p
�
se vyskytuje jak v D�rerov� konstrukci


tak v rovnic�ch ���	 Zkuste sestrojit sami Pascalovy z
vitnice podle pol
r�
n�ch rovnic ���	

Podobn� jako v odstavci �
 uk
�eme
 jak se situace zm�n�
 kdy� budeme
zkoumat �lohu pro obecn� troj�heln�k	 Jde o �lohu�

Je d
na pevn
 kru�nice k a jej� pevn
 t�tiva AB	 Hledali jsme op�t
mno�inu t��i�� hranic v�ech troj�heln�k� ABC
 kdy� bod C prob�h
 kru��
nici k	 V�sledkem byla
 jak se dalo �ekat
 deformovan
 �osmi�ka� z obr	 ��

kter
 je op�t �
st� dvou k�ivek z obr	 ��	
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Obr� �� �Osmi�kov�� dr�ha t�	i
� hranic

nepravo
hl�ch troj
heln�k� ABC

Obr� �� K�ivky s rovnicemi ���� resp� ���

zahrnuj�c�mi �osmi�ku� z obr� ��

Pokusili jsme se op�t naj�t pomoc� Maplu rovnice drah t�chto t��i��	
Vrcholy A
 B jsme um�stili op�t do bod� ��� $� a ���� $�	 St�ed kru��
nice k jsme um�stili do bodu �$� h�
 kde h � $	 Polom�r kru�nice k je pak
r �

p
� � h�	 Do�li jsme k rovnic�m
 kter� jsou zobecn�n�m rovnic ����

��x� � y� � ry� � �r� � hr��x� � y�� ���

��x� � y� � ry� � �r� � hr��x� � y��� ���

Obdobou rovnic ��� jsou rovnice

� � r cos�� �p
�

p
r� � hr a � � �r cos�� �p

�

p
r� � hr

Na obr	 �� vid�me zase Pascalovy z
vitnice
 �i D�rerovy �pavou��� k�ivky

tentokr
t s parametry r a h	

Z�v�re�n� pozn�mka	 Na p��sp�vku je zaj�mav
 nejen jeho matematick

str
nka
 ale i samotn
 genese neust
l�ho rozv�jen� p�vodn�ho probl�mu
p�in
�ej�c� nov� a nov� v�sledky a p�ekvapen�	 Ve druh� �
sti p��sp�vku
n
� probl�m obm�n�me a budeme v jeho vy�et�ov
n� pokra�ovat	
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Metoda podobnosti troj�heln�k	

JAROSLAV �VR�EK

P��rodov�deck� fakulta UP� Olomouc

C�lem tohoto p��sp�vku je sezn
mit �ten
�e s vyu�it�m metody podob�
nosti troj�heln�k
 p�i �e�en� n�kter�ch planimetrick�ch �loh	 Tato metoda
pat�� krom� metody shodnosti �tj	 vyu�it� shodn�ch zobrazen� v rovin��
mezi nej�ast�ji pou��van� prost�edky syntetick� planimetrie
 pomoc� nich�
lze �sp��n� �e�it zejm�na d�kazov� planimetrick� �lohy	 Je zalo�ena na
d�kazu podobnosti vhodn� zvolen� dvojice troj�heln�k� a vyu��v
 se p�e�
dev��m v d�kazech shodnosti �se�ek
 pop�	 shodnosti �hl�	 Uveden
 me�
toda zde bude prezentov
na p�i �e�en� t�� tematicky p��buzn�ch
 na sebe
navazuj�c�ch �loh
 kter� jsou se�azeny podle n
ro�nosti od nejsnaz�� po ne�
obt��n�j�� tak
 �e tvo�� tzv	 t��stup�ov� gradovan� �et�zec planimetrick�ch
d
kazov�ch �loh
 viz ���	

'l
nek byl p�ipraven jako studijn� materi
l pro v�echny z
jemce o �e�en�
planimetrick�ch �loh
 p�edev��m pak pro u�itele
 kte�� se systematicky
v�nuj� pr
ci s matematick�mi talenty	

P
�klad �

Kru�nice se st�edem v bod� S se dot�k
 ramen dan�ho �hlu v bodech A
a B	 Libovoln�m vnit�n�m bodem M �se�ky AB proch
z� kolmice k SM 	
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Jej� pr�se��ky s rameny uva�ovan�ho �hlu ozna�me C a D	 Doka�te
 �e
plat� jMCj � jMDj	
�e�en�	 Je�li bodM st�edem �se�ky AB
 je tvrzen� �lohy spln�no trivi
ln�	
D
le �bez �jmy na obecnosti� p�edpokl
dejme
 �e bod C le�� na stejn�m
rameni dan�ho �hlu jako bod A a m
 od vrcholu �hlu men�� vzd
lenost
ne� bod A	 Bod D pak le�� na stejn�m rameni jako bod B �obr	 ��	

Podle zad
n� �lohy plat�

j�CASj � j�CMSj � �$� �

proto je �ty��heln�k SACM t�tivov�	 Podobn� uk
�eme
 �e tak� �ty��heln�k
SDBM je t�tivov�	 Plat� toti�

j�DBSj � j�DMSj � �$��

tak�e body B a M le�� na Thaletov� kru�nici sestrojen� nad �se�kou SD
jako jej�m pr�m�rem	 Proto�e SAB je rovnoramenn� troj�heln�k se z
�
kladnou AB
 plat�

j�SCM j � j�SAM j � j�SBM j � j�SDM j �
To v�ak znamen

 �e CDS je tak� rovnoramenn� troj�heln�k �se z
klad�
nou CD�
 kter� je podobn� troj�heln�ku ABS	 Vzhledem k tomu
 �e pro
uva�ovan� bod M �se�ky AB plat� CD � SM 
 je M st�edem �se�ky CD

a tud�� jMCj � jMDj	

����
����
�	
�

Obr� �
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Analogicky lze postupovat tak� v p��pad�
 kdy bod C m
 od vrcholu
dan�ho �hlu v�t�� vzd
lenost ne� bod A	 T�m je d�kaz ukon�en	

V�imn�me si
 �e p�i �e�en� p�ede�l� �lohy se v�raznou m�rou uplatnila
pr
v� metoda podobnosti troj�heln�k�	 Stejn
 metoda bude pou�ita tak�
v �e�en� navazuj�c� �pon�kud n
ro�n�j��� �lohy�

P
�klad �

Je d
n ostro�hl� troj�heln�k ABC	 Ozna�me V pr�se��k jeho v��ek
�ortocentrum� a M st�ed strany AB	 Kolmice k VM proch
zej�c� bodem
V prot�n
 strany BC a AC po �ad� v bodech P a Q	 Doka�te
 �e plat�
jV P j � jV Qj	
�e�en�	 V p��pad� rovnoramenn�ho troj�heln�ku ABC se z
kladnou AB

je tvrzen� spln�no triv
ln�
 nebo� VM � AB	 D
le uva�ujme libovoln�
ostro�hl� troj�heln�k ABC
 kter� nem
 v��e uvedenou vlastnost
 tj	 pro
kter� plat� jACj �� jBCj	

����
�����	
�

Obr� �

Ozna�me v n�m D�E paty v��ek po �ad� z vrchol� A�B a K�L po
�ad� st�edy �se�ek BD
 AE	 Uva�ujme nejprve kon�guraci bod� P�Q ve
shod� s obr	 �
 tj	 p��pad
 kdy body P a Q jsou po �ad� vnit�n�mi body
�se�ekDK a EL	 P�edn� si v�imn�mne
 �e troj�heln�ky BV D a AV E jsou
podobn� �podle v�ty uu�	 Oba troj�heln�ky jsou toti� pravo�hl� s prav�mi
�hly p�i vrcholechD a E a �hly BV D a AV E jsou vrcholov�
 tedy shodn�	
Nav�c plat�

j�EAV j � j�DBV j � �$� � j�BCAj �
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Vzhledem k tomu
 �e K a L jsou po �ad� st�edy odv�sen BD a AE

obou podobn�ch troj�heln�k�
 jsou podobn� tak� pravo�hl� troj�heln�ky
KVD a LV E	 Plat� tedy j�DKV j � j�ELV j	 Z obr
zku je d
le patrn�

�e �ty��heln�ky KPVM a LQVM jsou oba t�tivov�
 nebo� vnit�n� �hly
p�i jejich vrcholech K�V a L jsou prav�	 Odtud plyne

j�PMV j � j�PKV j � j�DKV j � j�ELV j � j�QLV j � j�QMLj �

Proto�e VM � PQ
 je PQM rovnorammenn� troj�heln�k se z
kladnou
PQ
 a bod V je st�edem jeho z
kladny	 T�m je d�kaz uzav�en	

Podobn� lze postupovat i p��padech
 kdy P � K nebo Q � L
 a tak�
v p��pad�
 kdy P je vnit�n�m bodem �se�ky BK
 nebo v p��pad�
 kdy Q je
vnit�n�m bodem �se�ky AL	 Detailn� proveden� d�kazu v t�chto situac�ch
ponech
v
me laskav�mu �ten
�i	

Pozn�mka	 Uvedenou �lohu lze tak� �e�it vyu�it�m tzv	 �v�ty o mot�lku�
�Butter)y theorem�
 viz nap�	 ���	 Zde je v�ak nutno uva�ovat je�t� pr��
se��ky p��mky PQ s kru�nic� opsanou dan�mu troj�heln�ku ABC	

P
�klad 	 ���	 Turnaj m�st
 viz ����

!hlop���ky t�tivov�ho �ty��heln�ku se prot�naj� v bod� P 	 Nech� K
 L

M 
 N jsou st�edy jeho stran	 Doka�te
 �e kru�nice opsan� troj�heln�k�m
PKL
 PLM 
 PMN a PNK jsou shodn�	

�e�en�	 Ozna�me A�B�C�D vrcholy uva�ovan�ho t�tivov�ho �ty��heln�ku
a K
 L
M 
 N st�edy jeho stran ve shod� s obr	 �	 Z vlastnost� obvodov�ch
�hl� plyne

j�ABDj � j�ACDj a j�BACj � j�BDCj �

a proto jsou troj�heln�ky ABP a DCP podobn�	 Proto�e K a M jsou po
�ad� st�edy stran AB a CD podobn�ch troj�heln�k� ABP a DCP 
 jsou
�stejn� jako v �e�en� �lohy �� podobn� rovn�� troj�heln�ky AKP a DMP 	
Plat� tedy

j�APKj � j�DPM j �
D
le si v�imn�me
 �e �se�ka LM je st�edn� p���kou v troj�heln�ku BDC

a proto jsou p��mkyML a BD rovnob��n�	 Podobn� �se�kaKL je st�edn�
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p���kou v troj�heln�ku ACB	 Z vlastnost� st��dav�ch �hl� �pro dvojice
rovnob��ek LM�BD a KL�AC� plyne

j�LMP j � j�DPM j � j�APKj � j�LKP j �
To ale znamen

 �e z bod� K a M �le��c�ch v opa�n�ch polorovin
ch
vy�at�ch p��mkou PL� vid�me �se�ku PL pod t�m� �hlem
 a proto jsou
kru�nice opsan� troj�heln�k�m PLK a PLM shodn�	

Analogicky dok
�eme
 �e tak� kru�nice opsan� troj�heln�k�m PMN

a PNK jsou shodn� s kru�nicemi opsan�mi troj�heln�k�m PKL a PLM 	
T�m je d�kaz ukon�en	

����
����
�	
��
��

Obr� �

Pozn�mka	 St�edy stran libovoln�ho �i nekonvexn�ho� �ty��heln�ku tvo��
vrcholy tzv	 Varignonova rovnob��n�ku	

L i t e r a t u r a

$�% Coxeter� H� S� M� � Greitzer� S� L� Geometry revisited� The Mathematical Asso�
ciation of America� �!���

$�% �vr�ek� J� Tvorba a vyu	it� gradovan�ch �et�zc� matematick�ch 
loh� Vydavatelstv�
UP� Olomouc �##��

$�% http���www�kag�upol�cz�turnajmest
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Zaj�mav� matematick� �lohy

Uv
d�me �e�en� �loh ��� a � $
 jejich� zad
n� byla zve�ejn�na v dev
t�m
��sle lo%sk�ho ��#	� ro�n�ku na�eho �asopisu	

�loha ��

V oboru re
ln�ch ��sel �e�te soustavu rovnic

x� � y � z� � ��

y� � z � x� � ��

z� � x � y� � ��

Pavel Cal�bek

�e�en�� V�echny t�i rovnice se�teme a po �prav� dostaneme

�x� ���x� ��� � �y � ���y � ��� � �z � ���z � ��� � $� ���

Uk
�eme
 �e v�echny t�i nezn
m� nab�vaj� hodnotu alespo% ��	 P�ed�
pokl
dejme
 �e jedna z nezn
m�ch nab�v
 hodnotu men�� ne� ��	 Jeliko�
zadan
 soustava rovnic je cyklick

 m��eme p�edpokl
dat
 �e je to pro�
m�nn
 x a plat� x � ��	 Ze druh� rovnice zadan� soustavy potom plyne
y� � z � $
 neboli

z � �y�� ���

Podle prvn� dan� rovnice plat� z� � y � x� � � � $	 Odtud plyne y � z�	
U�it�m ��� odtud dostaneme y � z� � ��y��� � �y�	 Tedy y�� � y�� � $	
Proto nutn� plat� y � ���* $�	 Vzhledem k v��e odvozen�mu omezen�
y � z� � �y� odtud tak� plyne z � ���* $�	 S ohledem na intervaly
 ve kte�
r�ch le�� nezn
m� x
 y
 z
 je ��y� � $ a z��x � $
 tedy z��x � $ � ��y�	
Tento vztah je ov�em ve sporu se t�et� rovnic� zadan� soustavy	 To je spor
s p�edpokladem
 �e x � ��	

Jeliko� v�echny nezn
m� nab�vaj� hodnotu alespo% ��
 nab�v
 ka�d�
ze s��tanc� na lev� stran� rovnice ��� nez
porn� hodnoty	 Jejich sou�et
bude roven $
 pr
v� kdy� ka�d� ze s��tanc� na lev� stran� t�to rovnice
bude roven $	 To nastane
 pr
v� kdy� x� y� z � f��� �g	 Zkou�kou snadno
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ov���me
 �e pouze trojice ���*��*��� a ��* �* �� jsou �e�en�m zadan� sou�
stavy rovnic	

Spr
vn� �e�en� zaslali Anton Hn�th z Moravan
 Josef K�i��an z MFF
UK v Praze
David Kla�ka z G v Brn�
 t�	 Kpt	 Jaro�e aMartina Vav��kov�
z GPdC v T
bo�e	

Ne�pln� �e�en� zaslaliKarol Gajdo� z Trnavy
 Simona Domesov� z GMK
v B�lovci
 Anna Chejnovsk� z GBN v Hradci Kr
lov�
 Luk�� Chlad z G
v Plzni
 Mikul
�sk� n
m	 a Josef Ond�ej z G v Ro�nov� p	 R	

�loha ���
Nech� � je polom�r kru�nice vepsan� troj�heln�ku ABC a �a
 �b
 �c jsou

polom�ry kru�nic vn� p�ipsan�ch jeho stran
m	 Ur�ete obsah troj�heln�ku
ABC
 jestli�e �a
 �b a �c jsou vyj
d�eny p�irozen�mi ��sly a � � �	

Jaroslav �vr�ek

�e�en�� Ozna�me S obsah troj�heln�ka ABC a a
 b
 c velikosti jeho stran
BC
 CA
 AB	 Uve+me nejprve n�kolik zn
m�ch vztah� mezi pot�ebn�mi
prvky troj�heln�ku

�
�
�

�
�a

�
�
�b

�
�
�c

���

S �
p
��a�b�c� ���

S

�a
�

�
�
��a� b� c��

S

�b
�

�
�
�a� b� c��

S

�c
�

�
�
�a� b� c�� ���

Na druhou stranu
 pokud �
 �a
 �b
 �c jsou kladn
 re
ln
 ��sla vyhovuj�c�
vztahu ���
 m��eme pomoc� vztah� ��� a ��� jednozna�n� ur�it hodnoty
a
 b
 c	 Ze vztahu ��� nav�c plyne
 �e tato ��sla budou spl%ovat troj�heln��
kov� nerovnosti
 tedy bude existovat troj�heln�k
 pro n�j� by byly �
 �a

�b
 �c po �ad� polom�ry kru�nice vepsan� a polom�ry kru�nic p�ipsan�ch
jednotliv�m stran
m	

Podle zad
n� �lohy tedy sta�� ur�it v�echna �e�en� �diofantovsk�� rovnice
��� v oboru p�irozen�ch ��sel pro � � �	 Vztah ��� m
 tvar

�
�
�

�
�a

�
�
�b

�
�
�c
� � �
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Bez �jmy na obecnosti p�edpokl
dejme
 �e $ � �a � �b � �c	 Ze vztahu
� � plyne �a � �	 Kdyby �a �  
 potom by platilo �

�
� �

�a
� �

�b
� �

�c

a tedy
�
�a

�
�
�b

�
�
�c

�
�
 
�

�
�
�

co� je ve sporu s ���	 Proto �a � f�� �� ��  g	 V�echny �ty�i p��pady roze�
bereme samostatn�	

Nech� �a � �	 Vztah � � uprav�me na tvar

��b �  ���c �  � � � �

Vzhledem k tomu
 �e �� � �a �  � �b �  � �c �  
 plat�
 �e oba �initele
na lev� stran� jsou kladn
 cel
 ��sla a mohou nastat mo�nosti z n
sleduj�c�
tabulky�

�b �  � � � �  
�c �  � �# �� �  

Odtud ji� snadno vyj
d��me ��sla �b a �c	 Tato ��sla a obsah troj�heln�ku
vypo��tan� podle vztahu ��� jsou uvedena v prvn�ch p�ti sloupc�ch tabulky
na konci �e�en� tohoto p��kladu	

Nech� �a � �	 Vztah � � uprav�me na tvar

��b � ����c � �� � � �

Vzhledem k tomu
 �e $ � �a�� � �b�� � �c��
 plat�
 �e oba �initele na
lev� stran� jsou kladn
 cel
 ��sla a mohou nastat mo�nosti z n
sleduj�c�
tabulky�

�b � � � � �
�c � � � # �

Odtud ji� snadno vyj
d��me ��sla �b a �c a zap��eme i s obsahem troj�
�heln�ku do �est�ho a� osm�ho sloupce tabulky na konci �e�en�	

Nech� �a � �	 Vztah � � uprav�me na tvar

���b � �$����c � �$� � �$$�
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Vzhledem k tomu
 �e � � ��a � �$ � ��b � �$ � ��c � �$
 plat�
 �e oba
�initele na lev� stran� jsou kladn
 cel
 ��sla v�t�� ne� �
 kter
 p�i d�len�
t�emi d
vaj� zbytek �	 Proto ��b � �$ � � a ��c � �$ � �$	 Odtud ji�
vyj
d��me ��sla �b a �c a zap��eme i s obsahem troj�heln�ku do dev
t�ho
sloupce z
v�re�n� tabulky	

Nech� �a �  	 Vztah � � uprav�me na tvar

��b � ����c � �� � ��

Vzhledem k tomu
 �e � � �a � � � �b � � � �c � �
 plat�
 �e oba �initele
na lev� stran� jsou kladn
 cel
 ��sla
 a mus� b�t �b � � � � a �c � � � �	
Odtud ji� vyj
d��me ��sla �b a �c a zap��eme i s obsahem troj�heln�ku do
posledn�ho sloupce n
sleduj�c� tabulky	

� �
�a � � �  
�b " # � �$ �� �  # �  
�c �� �� �# �� �� �$ �� # �$  
S �� ��

p
� �#

p
� �$ ��

p
 �$

p
� �� � 

p
� �$

p
� ��

p
�

V�ech deset mo�n�ch obsah� troj�heln�k� vyhovuj�c�ch podm�nk
m �lo�
hy je uvedeno v posledn�m �
dku p�edchoz� tabulky	

Spr
vn� �e�en� zaslali Anton Hn�th z Moravan
 Karol Gajdo� z Trnavy

Josef K�i��an z MFF UK v Praze
 Jozef M�sz�ros z Jelky
 Simona Dome�
sov� a Jakub Solovsk�
 oba z GMK v B�lovci
 Adam Juraszek z G v 'esk�ch
Bud�jovic�ch
 J�rovcova
David Kla�ka z G v Brn�
 t�	 Kpt	 Jaro�e
 Jan Ne�
voral z G Jihlava
 Jana Masaryka
 Miroslav Ol��k z GB v Praze �
 Josef
Ond�ej z G v Ro�nov� p	 R	
 Petr Ry�av� z GJH v Praze
 J�chym S�kora
z z GChD v Praze � a Martina Vav��kov� z GPdC v T
bo�e	

Ne�pln� �e�en� zaslal Luk�� Chlad z G v Plzni
 Mikul
�sk� n
m	

Pavel Cal�bek
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