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V piispévku studujeme pohyb téZist proménnych trojiuhelnikti majicich

vy

dvojim zptisobem. V prvnim piipadé jako tézisté znadmé ze Skolské geo-
metrie, v druhém pfipadé jako tézisté (,hmotného“) obvodu mnohouhel-
niku, tj. jako tézisté draténého modelu mnohotihelniku. V prvnim piipadé
jde o jednoduchou tlohu, kterou mohou zvladnout i zaci zakladnich skol.
V druhém piipadé jde o pomérné slozity, ale zato mnohem zajimavéjsi
problém. Jeho postupné se rozvijejici feseni bude pfrindset nové a nové po-
hledy na tento problém. Jednim z nich je odhaleni souvislosti feseni tlohy
s ,pavouci“ kiivkou vyznamného malife a matematika Albrechta Diirera.

Prostredky, které k feSeni aloh pouzivame, jsou Cabri-geometrie a pro-
gramy pocitacové algebry. Prispévek je rozsitenou ¢eskou verzi prvni ¢asti
némeckého ¢lanku [1].

1. Tézisté trojihelnikt s pevnou kruZnici opsanou a s pevnou
stranou

Zvolime kruZnici k se stfedem S, polomérem r a s tétivou AB. Nagi
ulohou bude zkoumat drahu tézist vSech proménnych trojuhelniki ABC
se stranou AB a s vrcholem C' na kruznici k.

Zacneme jednodussi ulohou, kdy strana AB je pramérem kruZnice k
(obr. 1). Podle Thaletovy véty jde o pravouhlé trojihelniky ABC' se spo-
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le¢nou pieponou AB a vrcholem C' na kruznici k. Téznice t¢ z vrcholu C
prochézi stfedem strany AB, tj. stfedem kruznice k. V jedné tretiné téz-

nice t¢ od stiedu S lezi tézisté trojuhelniku ABC. Tézisté T' mé tedy od

stfedu S vzdalenost rovnou %r a pohybuje se po kruZnici k' soustiedné
s kruznici k£ o poloméru %r.

Obr. 1 Dréha t&zist T' proménnych pravo-  Obr. 2 Driha t&Zist T" proménnych obec-

Ghlych trojihelniki ABC nych trojthelniki ABC

Miuzeme piejit k druhému pripadu, kdy tétiva AB neprochazi stifedem S
kruznice (obr. 2). Téznice t¢ z vrcholu C prochazi opét stfedem strany AB,
na obr. 2 je to bod M. Tézisté T', podobné jako v prvnim pripadé, lezi na
tak jako obraz vrcholu C ve stejnolehlosti se stfedem M a s koeficientem
%. Oba obrazky 1 a 2 je mozno snadno konstruovat i se zaky zakladnich
skol.

Po téchto dvou jednoduchych ulohach ,zahiivactho“ kola prejdeme

Y vey Y vey

k tloham, v nichz tézisté trojihelniku nahradime tézistém jeho hranice.

Vvey

Predem vSak musime vysvétlit, jak se tézisté hranice trojuhelniku sestroji.

2. Tézisté hranice trojuhelniku

Hranici trojuhelniku mizeme vymodelovat pomoci dratu. Mizeme si
predstavit, Zze hranice trojahelniku vznikne ,spojenim® tii rovnych kust
dratu stejné tloustky vyrobenych ze stejného materidlu. Kazdy z téchto
Pri ideédlnich podminkéch si mizeme predstavit, ze hmotnosti téchto drati
jsou tmeérné délkam téchto drat. V geometrii si mizeme dokonce predsta-
vit, Ze se tyto ,hmotnosti“ rovnaji piimo délkdm téchto dratl (pfi tom se

WV e
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Vovey

trojuhelniku A'B’C" si proto predstavime jako hmotové t&zisté soustavy
tf1 hmotnych bodu A, B, C, které lezi ve stiedech strana A'B’, B'C', C' A’
a maji hmotnosti rovné délkam téchto stran (obr. 3).

|4B'= 6 c
BC =5
jca =4
A(5) B4)

BI
c(6)

Obr. 3 T&7igt8 hranice trojuhelniku A’ B’'C’ zavddime jako hmotové t&Zisté soustavy
st¥edt jeho stran B'C’, C'A’, A’ B’ s hmotnostmi rovnymi délkdm t&chto stran

Nez uvedeme konstrukci hmotové tézisté t¥i hmotnych bodi, vysvét-
lime si, jak sestrojime hmotové tézisté dvou hmotnych bodd. Konstrukce
je zalozena na principu nerovnoramennych vah. Mame-li napf. soustavu
dvou hmotnych bodi A = A(5), B = B(4)Y, mliZeme tuto soustavu na-
hradit jedinym hmotnym bodem T = T'(9) o celkové hmotnosti 9 = 5 + 4,
ktery déli tsecku AB v poméru 4 : 5 pocitaje od bodu A (obr. 4). Pokud

sestrojujeme toto tézisté se zaky zakladnich skol, je vhodné upozornit, ze
tézisté je blize tomu bodu, ktery mé vétsi hmotnost.

A 7(9) B(4) A(5) Zi59) B(#)
A
Tasc(15
S

C(6)

A(5), B(4). A(5), B(4), C(6).

1) Zapis A = A(6) znamend, %e bod A mé& hmotnost 6. Podobn& zapis B = B(4)
znamend, ze bod B mé hmotnost 4.
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Méme 1i soustavu tfi hmotnych bodid A = A(5), B = B(4), C = C(6),
sestrojime nejdiive hmotové tézisté Tap = Tap(9) bodli A, B a pak hmo-
tové t6zi8té Tapc = Tapc (15) bodi Tap a C (obr. 5). Snadno se pie-
svédéite (rysovanim nebo pomoci Menelaovy véty), Ze vysledek nezédvisi

Je-li dan napf. trojthelnik A'B'C’ o stranach |A'B'| = 6, |B'C'| = 5,
|C'A’| = 4, pak tézi8té jeho hranice sestrojime takto: Najdeme stfed A
strany B'C" a pfifadime mu hmotnost 5, tj. délku strany B'C" a oznatime
jej A(5). Podobné najdeme body B = B(4) a C = C(4). Nakonec najdeme

tEzi§té soustavy hmotnych boda A', B’, C’' (obr. 6).
o
[4'B= 6
BC| =5
] = 4 \
\
AG5) T15(9) \ B(4)
f Typc(15)
f
B () A

Obr. 6 Sestrojeni t&zist€ hranice trojuhelniku

Uloha pro ¢tenéie

Uvazugte rovnoramenny trojuhelnik se zakladnou délky 2 a vyskou k za-
kladné v. Zjistéte, kdy je tézisté tohoto trojuhelniku blize zakladné neZ te-
Zisté jeho hranice.

Ulohu miiZete Feit pocetné nebo graficky pomoci Cabri-geometrie (nebo
jiného interaktivniho geometrické programu). V piipadé pouziti Cabri-
geometrie doporucujeme vytvoreni vlastni makro-konstrukce pro sestrojo-

vy

3. Tézisté hranice trojihelniku s pevnou kruZnici opsanou
a s pevnou stranou
Zacneme, podobné jako v odstavci 1, s pravouhlymi trojuhelniky ABC

s pevnou pieponou AB. Budeme hledat drahu t&Zist hranic vSech promén-
nych trojihelniki ABC. Délku piepony AB zvolime rovnou 1.
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Sestrojime jiz zndmym zptsobem pro libovolny pravouhly trojihelnik
ABC tézisté Tp jeho hranice. Pak najdeme drahu, kterou toto tézisté
opisuje pii pohybu bodu C po kruZnici k nad pramérem AB?).

Vysledkem je kifivka, kterd mé tvar ,osmicky“ (obr. 7), a pfipomind
tzv. Bernoulliovu lemniskdtu®. Dockali jsme se v8ak prvniho zklamaéni.
Ukézalo se, ze Bernoulliova lemniskata je Sirsi, nez nase osmicka. Vidime
to na obr. 8.

N

Obr. 7 Osmitkovad drdha t&zisf hranic = Obr. 8 Bernoulliova lemniskéta je $ir$i nez
proménnych trojihelniki ABC osmickova draha

V tomto stadiu jsme se pokusili zjistit, jakou kfivkou je naSe ,josmicka‘.
Vrcholy A, B jsme umistili do bodd (1,0) a (—1,0). Pomoci poéitacového
programu Maple jsme po jistém tsili dosli k rovnicim

2(332 +y2 _ y2)2 — $2 +y2 a 2(332 +y2 +y2)2 — 2132 +y2 (1)

Kdyz jsme nakreslili tyto krivky, dostali jsme zcela neocekdavany vysle-

dek. Dostali jsme dvé kiivky. NaSe ,,osmicka“ je jen jejich malou soucasti
(obr. 9).

2) Mézeme samoziejmé pouzit Cabri-konstrukce , Mnozina“. Provadime-li tuto kon-
strukci se zdky/studenty, je didakticky vyhodng&jsi pouzit Cabri-konstrukci ,,Stopa
ano/ne“. NeZ nakreslime celou stopu, nechame zéky /studenty odhadovat, jaky vysledek
dostaneme.

3) Viz nap¥. http://mathworld.wolfram.com/Lemniscate.html
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Obr. 9 K¥ivky zndzoriujici rovnice (1)

Divod, pro¢ jsme dostali takovy neocekavany vysledek, je vSak vcelku
jasny. K sestrojeni tézisté hranice trojuhelniku potfebujeme znat délky
jeho stran. Ale ty jsou vyjadieny pomoci odmocnin, které pak odstranu-
jeme umocnovanim. (To je totéz, jako kdyZ pii feSeni iraciondlnich rovnic
pouzivame umociiovani, a tim dostdvame nové ,nepatfiéné* kotreny.)

Vznikla ndm tak otdzka:

Jaky geometricky vijznam (pokud vibec néjaky existuje) maji body na-
lezenyjch krivek, které nepatii nasim ,0smickdm“?

Dostali jsme spdsnou myslenku:
trojuhelniku: V daném trojuhelniku ABC sestrojime ,p¥ickovy* trojuhel-
nik, jehoz strany spojuji stfedy stran daného trojihelniku. Stied kruznice
vepsané tomuto prickovému trojihelniku je tzv. Spiekeriv stied trojuhel-
niku ABC. A tento stied je zaroven tézistém hranice trojihelniku® (obr.
10). Ctendf se miize o tom sam snadno presvédéit. Napi. tsecka CTap
spojujici body C a T'ap je osou vnitfniho thlu ACB, protoze bod Tup
déli stranu AB v poméru délek stran pfilehlych stran AC a BC.

A naSe spasna myslenka byla: Zkusme sestrojit stfedy kruznic pripsa-
nych k pfickovému trojihelniku, které nazveme vnéjsi Spiekerovy stredy
trojihelniku ABC.

Visledek byl: K¥ivky popsané rovnicemi (1) se sklddaji z mnoziny vSech
Ctyr Spiekerovych stfedd, to je ze stfedd vepsanych a pripsanych kruz-
nic pfickovému trojihelniku (obr. 11). Pro vét$i piehlednost obrazku jsou
vnitiky téchto kruznic obarveny.

4) Viz nap¥. http://faculty.evansville.edu/ck6/tcenters/class/spieker.html
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|4B|=6
BC=5
|Cd'| =4
A®) 15 B(4)
Typc(15)
B' C(6) A’

Obr. 10 T&zisté hranice trojihelniku je stfedem kruZnice vepsané prickovému trojahel-

niku

Obr. 11 Stfedy pripsanych a vepsanych kruznic pri¢kovych trojuhelnikd vyplni kiivky
z obr. 9

Ale, to jesté nebyl konec. Ukézalo se, Ze kfivky s rovnicemi (1) pat¥i
mezi tzv. Pascalovy zdvitnice®. Podrobnéji se témito kiivkami zabyval

5 v némecky mluvicich zemich se nazyvaji Pascalsche Schnecken, v anglicky mluvicich
zemich Pascal snails, ve francouzsky mluvicich zemich Limacon de Pascal.
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jiz. Etienn Pascal (1588-1651), otec dobie zndmého Blaise Pascala (1623
1662). AvSak jesté pred nim mizeme nalézt tyto kiivky u Albrechta Diirera
v jeho spise [2] z roku 1525. Vytvéafel je slozenim otacivych pohybt dvou
usecek. Prvni se otaci kolem pevného bodu a druhd kolem jejiho druhého
koncového bodu dvojnasobnou rychlosti. Konec druhé Gsecky opisuje nam
jiz zndmou zavitnici. Viz obrazek 12 pievzaty z vysSe spisu [2]. Obrazek
trochu pfipomind pavouka, a proto Diirer mluvi o ,pavouci“ ¢are (Spin-
nenlinie).

Obr. 12 Diirertv obrazek ,pavoudi“ kiivky

Zvolime-li v Diirerové ,pavoudi* kifivce (obr. 12) délku vétsi asecky rov-
nou 1 a délku kratsi Gsecky rovnou %, dostaneme obr. 13. Tato krivka je
shodné s horni kiivkou na obr. 9. Maly rozdil je pouze v tom, ze ¢arkovand
kruznice na obr. 13 neni kruznici opsanou trojihelnikim ABC.

Ktivku z obr. 13 mtzeme popsat také pomoci komplexnich ¢isel v Gaus-
sové roviné. Kdyz kladnou realnou poloosu zvolime svislou (sméfujici na-

horu), pak Pascalovu zavitnici mizeme popsat rovnici

f(z) :z-l-%f, (2)

kde z je komplexni jednotka.
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S

o

Obr. 13 Pascalova zdvitnice neboli Diirerova ,pavou¢i“ kfivka popsand rovnici (3)

Kdyz komplexni ¢isla z obihaji po jednotkové kruznici, pak jejich obrazy
f(2) vyplni celou Pascalovu zavitnici z obr. 13. To je dusledek znamé
Moivreovy véty o umocnovani komplexnich ¢isel. Podrobnosti ziska ¢tenar
v ¢lanku [3], nebo v jeho rozsitené Ceské verzi [4] pFipravované pro nas
casopis.

Pascalovy zavitnice z obr. 9 popsané v kartézskych souradnicich rovni-
cemi (1), miZeme popsat i pomoci polarnich soufadnic, kde poldrni osa
vede svisle nahoru. Dostaneme jednoduché rovnice:

1 1
=COSp——= & pP=—COSQP— —= 3
p v~ p v~ 7 (3)
Mizete si vSimnout, ze ¢islo % se vyskytuje jak v Diirerové konstrukci,
tak v rovnicich (3). Zkuste sestrojit sami Pascalovy zavitnice podle polar-
nich rovnic (3).

Podobné jako v odstavci 1, ukdzeme, jak se situace zméni, kdyz budeme
zkoumat Glohu pro obecny trojahelnik. Jde o tlohu:

Je dana pevnd kruznice k a jeji pevna tétiva AB. Hledali jsme opét
mnozZinu téZzist hranic vSech trojuhelnika ABC, kdyZ bod C probihé kruz-
nici k. Vysledkem byla, jak se dalo ¢ekat, deformovand ,,osmicka“ z obr. 14,
ktera je opét ¢asti dvou krivek z obr. 15.
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Obr. 14 Osmitkovd® dréha t&zist hranic  Obr. 15 K¥ivky s rovnicemi (5), resp. (6)
nepravouhlych trojihelniki ABC zahrnujicimi ,osmicku® z obr. 13

vy

Pokusili jsme se opét najit pomoci Maplu rovnice drah téchto tézist.
Vrcholy A, B jsme umistili opét do bodid (1,0) a (—1,0). St¥ed kruz-
nice k jsme umistili do bodu (0, k), kde h > 0. Polomér kruznice k je pak
r =14 h2%. Dosli jsme k rovnicim, které jsou zobecnénim rovnic (1):

2+ —ry) = (= hr)(a® +7) (@
2(2* +y* —ry) = (¥ + hr)(2® + 7). (5)
Obdobou rovnic (3) jsou rovnice

1 ‘ 1 ‘
g:rcoscp—%\/rz—hr a Q:_TCOS(‘O—%\/TZ'f_hT

Na obr. 15 vidime zase Pascalovy zavitnice, ¢i Diirerovy ,pavouci® kiivky,
tentokrat s parametry r a h.

Zavérecnd pozndmka. Na prispévku je zajimava nejen jeho matematicka
stranka, ale i samotnd genese neustalého rozvijeni ptvodniho problému
prinasejici nové a nové vysledky a prekvapeni. Ve druhé ¢asti prispévku
nas problém obmeénime a budeme v jeho vySetfovani pokracovat.
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Metoda podobnosti trojuhelniki

JAROSLAV SVRCEK

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Cilem tohoto piispévku je sezndmit Ctenare s vyuzitim metody podob-
nosti trojuhelniki pri feseni nékterych planimetrickych tloh. Tato metoda
patii kromé metody shodnosti (tj. vyuziti shodnych zobrazeni v roving)
mezi nejcastéji pouzivané prostiedky syntetické planimetrie, pomoci nichz
lze Gspésné fesit zejména dikazové planimetrické Glohy. Je zalozena na
dtikazu podobnosti vhodné zvolené dvojice trojahelnikii a vyuziva se pre-
dev$im v dikazech shodnosti Gsecek, popt. shodnosti thli. Uvedend me-
toda zde bude prezentovana pri feseni tii tematicky pribuznych, na sebe
navazujicich tloh, které jsou sefazeny podle naro¢nosti od nejsnazsi po ne-
obtiznéjsi tak, ze tvori tzv. tristuprniovy gradovany Tetézec planimetrickych
dikazovyjch dloh, viz [2].

Clanek byl pfipraven jako studijni material pro viechny z4jemce o feseni
planimetrickych tloh, predev§im pak pro ucitele, kteii se systematicky
vénuji praci s matematickymi talenty.

Priklad 1

KruZnice se stfedem v bodé S se dotyka ramen daného Ghlu v bodech A
a B. Libovolnym vnitinim bodem M usecky AB prochézi kolmice k SM.

Matematika - fyzika - informatika 19 2009/2010 203



Jeji pruseciky s rameny uvazovaného thlu ozna¢me C a D. Dokazte, ze
plati [MC| = |MD|.

Reseni. Je-li bod M st¥edem tise¢ky AB, je tvrzeni Glohy splnéno trivialng.

Daéle (bez Gjmy na obecnosti) pfedpokladejme, Ze bod C leZi na stejném

rameni daného thlu jako bod A a md od vrcholu Ghlu mensi vzdalenost

nez bod A. Bod D pak lezi na stejném rameni jako bod B (obr. 1).
Podle zadani tlohy plati

|ZCAS| = |£CM S| =90°,
proto je ¢tyifuhelnik SACM tétivovy. Podobné ukazeme, ze také ¢tyithelnik
SDBM je tétivovy. Plati totiz

|£DBS| = |£ZDMS]| = 90°,
takze body B a M lezi na Thaletové kruznici sestrojené nad tseckou SD

jako jejim primérem. Protoze SAB je rovnoramenny trojuhelnik se za-
kladnou AB, plati

|LSCM| = |£ZSAM| = |£SBM| = |/4SDM].

To v8ak znamend, Ze CDS je také rovnoramenny trojihelnik (se zdklad-
nou CD), ktery je podobny trojuhelniku ABS. Vzhledem k tomu, Ze pro
uvazovany bod M tsecky AB plati CD 1 SM, je M stiedem tsecky C'D,
a tudiz |[MC| = |MD|.

c A
Obr. 1
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Analogicky lze postupovat také v pripadé, kdy bod C' ma od vrcholu
daného thlu vétsi vzdalenost nez bod A. Tim je dikaz ukoncen.

Vsimnéme si, Ze pri feSeni predeslé Glohy se vyraznou mérou uplatnila
pravé metoda podobnosti trojahelniki. Stejnd metoda bude pouzita také
v feSeni navazujici (ponékud naro¢néjsi) alohy:

Priklad 2

Je dan ostrouhly trojahelnik ABC. Oznacme V prisecik jeho vysek
(ortocentrum) a M stied strany AB. Kolmice k V M prochazejici bodem
V protina strany BC' a AC po fadé v bodech P a (). Dokazte, ze plati
VP| = |V@Ql.

Reseni. V piipadé rovnoramenného trojthelniku ABC' se zédkladnou AB
je tvrzeni splnéno trivalné, nebot VM 1 AB. Déle uvazujme libovolny
ostrothly trojuhelnik ABC, ktery nemd vyse uvedenou vlastnost, tj. pro
ktery plati |AC| # |BC]|.

Obr. 2

Ozna¢me v ném D, E paty vysek po fadé z vrcholi A, B a K,L po
radé stfedy usetek BD, AE. UvaZzujme nejprve konfiguraci bodu P, Q ve
shodé s obr. 2, tj. pripad, kdy body P a @ jsou po radé vnitinimi body
usetek DK a EL. Predné si v§imnémne, Ze trojihelniky BV D a AV E jsou
podobné (podle véty uu). Oba trojihelniky jsou totiz pravothlé s pravymi
uhly pfi vrcholech D a E a ihly BV D a AV E jsou vrcholové, tedy shodné.
Navic plati

|LEAV| =|4DBV| = 90° — |ZBCA|.
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Vzhledem k tomu, ze K a L jsou po fadé stiedy odvésen BD a AE
obou podobnych trojihelnikd, jsou podobné také pravothlé trojihelniky
KVD a LVE. Plati tedy |£ZDKV| = |ZELV|. Z obrézku je déle patrné,
7e C¢tytuhelniky K PV M a LQV M jsou oba tétivové, nebot vnitini hly
pti jejich vrcholech K,V a L jsou pravé. Odtud plyne

|[LPMV| = |/PKV|=|/DKV|=|/ELV| = |ZQLV| = |ZQML|.

Protoze VM L PQ, je PQM rovnorammenny trojihelnik se zakladnou
PQ, a bod V je stiredem jeho zdkladny. Tim je dikaz uzavien.

Podobné lze postupovat i pfipadech, kdy P = K nebo @ = L, a také
v piipadé, kdy P je vnitinim bodem uUsecky BK, nebo v pripadé, kdy @ je
vnitinim bodem tsecky AL. Detailni provedeni diikazu v téchto situacich
ponechavame laskavému Ctenari.

Pozndmka. Uvedenou tlohu lze také fesit vyuzitim tzv. ,,véty o motylku“
(Butterfly theorem), viz napt. [1]. Zde je v8ak nutno uvazovat jesté pri-
seCiky pfimky PQ s kruznici opsanou danému trojihelniku ABC.

Piiklad 3 (29. Turnaj mést, viz [3])

Uhlopiicky tétivového ¢tyFahelniku se protinaji v bodé P. Necht K, L,
M, N jsou stiedy jeho stran. Dokazte, ze kruznice opsané trojuhelnikim
PKL, PLM, PMN a PNK jsou shodné.

Reseni. Ozna¢me A, B, C, D vrcholy uvazovaného tétivového ¢tyithelniku
aK,L, M, N stiedy jeho stran ve shodé s obr. 3. Z vlastnosti obvodovych
hld plyne

|/ABD| = |/ACD| a |/BAC|=|/BDC]|,

a proto jsou trojuhelniky ABP a DCP podobné. Protoze K a M jsou po
fadé stiedy stran AB a C'D podobnych trojahelniki ABP a DCP, jsou
(stejné jako v FeSeni tlohy 2) podobné rovnéz trojuhelniky AKP a DM P.
Plati tedy

|ZAPK|=|£DPM]|.

Déle si vSimnéme, ze secka LM je stfedni pfickou v trojihelniku BDC,
a proto jsou pfimky M L a BD rovnobézné. Podobné Gsecka K L je stfedni
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prickou v trojihelniku ACB. Z vlastnosti stfidavych ahla (pro dvojice
rovnobézek LM,BD a KL, AC) plyne

|/LMP|=|/DPM|=|/APK|=|/LKP|.

To ale znamend, ze z bodi K a M (lezicich v opaénych polorovinich
vytatych pfimkou PL) vidime tsecku PL pod tymZ thlem, a proto jsou
kruznice opsané trojuhelnikim PLK a PLM shodné.

Analogicky dokdzeme, Ze také kruznice opsané trojuhelnikim PM N
a PN K jsou shodné s kruznicemi opsanymi trojihelnikim PKL a PLM.
Tim je dikaz ukoncen.

Obr. 3

Pozndmka. Stiedy stran libovolného (i nekonvexniho) ¢tyfthelniku tvoii
vrcholy tzv. Varignonova rovnobézniku.
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Zajimaveé matematické tlohy

Uvadime feseni tloh 159 a 160, jejichz zadani byla zvefejnéna v devatém
¢isle lonského (18.) ro¢niku naseho Casopisu.

Uloha 159
V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic

2 +y=23+1,
y2—|—z:$3+1,
2Zrr=y3+1

Pavel Caldbek

Reseni: Viechny tii rovnice seteme a po tipravé dostaneme
(z+ D)z -1+ w+ )y -1+ (=+1)(z-1)*=0. (1)

Ukazeme, Ze vSechny tii nezndmé nabyvaji hodnotu alespon —1. Pied-
pokladejme, Ze jedna z nezndmych nabyva hodnotu mensi nez —1. Jelikoz
zadand soustava rovnic je cyklickd, mizeme piedpokladat, ze je to pro-
ménna z a plati z < —1. Ze druhé rovnice zadané soustavy potom plyne
y? + z < 0, neboli

z < —y?. (2)

Podle prvni dané rovnice plati z® —y = 22 — 1 > 0. Odtud plyne y < z°.
Uzitim (2) odtud dostaneme y < 2% < (—y*)® = —yb. Tedy y(1+ y°) < 0.
Proto nutné plati y € (—1;0). Vzhledem k vySe odvozenému omezeni
y < 2% < —y% odtud také plyne z € (—1;0). S ohledem na intervaly, ve kte-
rych lezi nezndmé x, y, z, je 1+y% > 0a 2242 < 0, tedy 22 +2 < 0 < 1+y°.
Tento vztah je ovSem ve sporu se tieti rovnici zadané soustavy. To je spor
s predpokladem, ze z < —1.

Jelikoz vSechny neznamé nabyvaji hodnotu alespon —1, nabyva kazdy
ze séitancil na levé strané rovnice (1) nezdporné hodnoty. Jejich soucet
bude roven 0, pravé kdyz kazdy ze s¢itanc na levé strané této rovnice
bude roven 0. To nastane, pravé kdyz z,y,z € {—1,1}. Zkouskou snadno
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ovéfime, Ze pouze trojice (—1;—1; —1) a (1;1;1) jsou FeSenim zadané sou-
stavy rovnic.

Spravné teseni zaslali Anton Hndath z Moravan, Josef Kristan z MFF
UK v Praze, David Klaska z G v Brné, t¥. Kpt. Jarose a Martina Vavdckovd
z GPdC v Tabore.

Netplné feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Simona Domesovd z GMK
v Bilovci, Anna Chejnovskd z GBN v Hradci Krélové, Lukds Chlad z G
v Plzni, Mikulasské ndm. a Josef Ondrej z G v Roznové p. R.

Uloha 160
Necht p je polomér kruznice vepsané trojahelniku ABC a pq, pp, pe jsou
poloméry kruznic vné pripsanych jeho strandm. Urcete obsah trojihelniku
ABC, jestlize pg, pp & pe jsou vyjadieny prirozenymi ¢isly a p = 2.
Jaroslav Svrcek

Reseni: Ozna¢me S obsah trojihelnika ABC a a, b, c velikosti jeho stran
BC, CA, AB. Uvedme nejprve nékolik znamych vztah mezi potiebnymi
prvky trojahelniku

=4+ = (3)

S = \/ppapipe, (4)

S aibre, Sotacbre, S-lucbee. ()
Pa 2 py 2 pe 2
Na druhou stranu, pokud p, ps, s, pe jsou kladna realné cisla vyhovujici
vztahu (3), mizeme pomoci vztahi (4) a (5) jednozna¢né urcit hodnoty
a, b, c. Ze vztahu (5) navic plyne, Ze tato ¢isla budou spliiovat trojihelni-
kové nerovnosti, tedy bude existovat trojuhelnik, pro néjz by byly p, pa,
Pb, Pe PO Tadé poloméry kruznice vepsané a poloméry kruznic pripsanych
jednotlivym strandm.
Podle zadani Glohy tedy staci uréit vSechna feseni (diofantovské) rovnice
(3) v oboru pfirozenych ¢isel pro p = 2. Vztah (3) mé tvar
1 1 1 1
= +—+

=+ =+ —. 6
2 pa P Pe (6)
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Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze 0 < p, < pp < pc. Ze vztahu
(6) plyne p, > 3. Kdyby p, > 6, potom by platilo % > pi > é > pi
a tedy

1,1, 1 _3_1

Pa Py pe 6 2
coz je ve sporu s (3). Proto p, € {3,4,5,6}. VSechny ¢tyfi pipady roze-
bereme samostatné.

Necht p, = 3. Vztah (6) upravime na tvar

(py — 6)(pc — 6) = 36.

Vzhledem k tomu, ze —3 = p, — 6 < pp — 6 < p. — 6, plati, ze oba Cinitele
na levé strané jsou kladnd celé ¢isla a mohou nastat moznosti z nésledujici
tabulky:

Odtud jiz snadno vyjadrime ¢isla py, a p.. Tato ¢isla a obsah trojuhelniku
vypotitany podle vztahu (4) jsou uvedena v prvnich péti sloupcich tabulky
na konci feseni tohoto prikladu.

Necht p, = 4. Vztah (6) upravime na tvar

(p — 4)(pc — 4) = 16.

Vzhledem k tomu, ze 0 = p, —4 < pp —4 < p. — 4, plati, ze oba Cinitele na
levé strané jsou kladnd celd ¢isla a mohou nastat moznosti z nésledujici
tabulky:

p—4 |1 ]2 |4
pc—4 |16 [8 [4

Odtud jiz snadno vyjadrime cisla pp a p. a zapiSeme i s obsahem troj-
thelniku do Sestého az osmého sloupce tabulky na konci reSeni.
Necht p, = 5. Vztah (6) upravime na tvar

(3p» — 10)(3p. — 10) = 100.
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Vzhledem k tomu, ze 5 = 3p, — 10 < 3pp — 10 < 3p. — 10, plati, ze oba
Cinitele na levé strané jsou kladnd celd ¢isla vétsi nez 5, kterd pii déleni
tfemi davaji zbytek 2. Proto 3p, — 10 = 5 a 3p. — 10 = 20. Odtud jiz
vyjadiime ¢isla pp a p. a zapiSeme i s obsahem trojihelniku do devatého
sloupce zavérecné tabulky.

Necht p, = 6. Vztah (6) upravime na tvar

(P = 3)(pc —3) =9.

Vzhledem k tomu, ze 3 = p, — 3 < pp — 3 < p. — 3, plati, ze oba Cinitele
na levé strané jsou kladnd celd ¢isla, a musi byt pp —3 =3 a p. —3 = 3.
Odtud jiz vyjadiime ¢isla py a p. a zapiSeme i s obsahem trojihelniku do
posledniho sloupce nasledujici tabulky.

p 2

Pa 3 4 5
Py | 7 8 9 |10 12 5 6 8 5
pe |42 24 18 |15 | 12 20 (12| 8 10

S 142 (242 [18v/3 |30 | 1246 | 20v/2 |24 | 16+/2 [10v5 |12/3

[=2] K] Ny}

Vsech deset moznych obsahti trojihelnikd vyhovujicich podminkam tlo-
hy je uvedeno v poslednim fadku piedchozi tabulky.

Spravné feseni zaslali Anton Hndth z Moravan, Karol Gajdos z Trnavy,
Josef Kristan z MFF UK v Praze, Jozef Mészaros z Jelky, Simona Dome-
sovd a Jakub Solovskyj, oba z GMK v Bilovci, Adam Juraszekz G v Ceskych
Budéjovicich, Jirovcova, David Klaska z G v Brné, tf. Kpt. Jarose, Jan Ne-
voral z G Jihlava, Jana Masaryka, Miroslav Olsik z GB v Praze 5, Josef
Ondrej z G v Roznové p. R., Petr Rysavy z GJH v Praze, Jachym Sykora
z z GChD v Praze 5 a Martina Vavdckovd z GPAC v Tabofte.

Netplné teseni zaslal Lukds Chlad z G v Plzni, Mikulasské nam.

Pavel Caldbek
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